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Uwaga. We wszystkich zadaniach z tej serii:

• Br(x) oznacza domkniętą kulę o środku w x ∈ Rn i promieniu r,

• u ∈ BV (Rn),

• u+(x) = inf {t ∈ R : limr→0+ r−nLn(Br(x) ∩ {u > t}) = 0} dla x ∈ Rn,

• u−(x) = sup {t ∈ R : limr→0+ r−nLn(Br(x) ∩ {u < t}) = 0} dla x ∈ Rn,

• u∗ = u++u−

2 ,

• Ju = {x ∈ Rn : u+(x) > u−(x)}.

Zadanie 1 (Lemat 1, s. 210 w [EG]). Wykaż, że u+, u− : Rn → [−∞,+∞] są
funkcjami borelowsko mierzalnymi.

Zadanie 2 (Twierdzenie 1, s. 210 w [EG]). Wykaż, że istnieje ciąg Sk hiperpo-
wierzchni klasy C1 w Rn taki, że

Hn−1
(
Ju \

∞⋃
k=1

Sk

)
= 0.

Zadanie 3 (Twierdzenie 2, s. 211 w [EG]). Wykaż, że −∞ < u− ≤ u+ < +∞
Hn−1-prawie wszędzie w Rn.

Zadanie 4 (Twierdzenie 3, s. 213 w [EG]). Dla ν ∈ Sn−1, x ∈ Rn oznaczmy

• H−ν (x) = {y ∈ Rn : (y − x) · ν ≤ 0},

• H+
ν (x) = {y ∈ Rn : (y − x) · ν ≥ 0}.

Wykaż, że

• dla Hn−1-p. w.x ∈ Rn \ Ju

lim
r→0+

r−n
∫
Br(x)

|u− u∗(x)|
n
n−1 = 0,

• dla Hn−1-p. w.x ∈ Ju istnieje ν = ν(x) ∈ Sn−1 taki, że

lim
r→0+

r−n
∫
Br(x)∩H±

ν (x)
|u− u±(x)|

n
n−1 = 0.


