
O dualno±
i Erd�osa - Sierpi«skiego dla miaryLebesgue'a i kategorii Baire'aMar
in KysiakPra
a magisterska pod kierunkiem dr. hab. PiotraZakrzewskiegoStresz
zeniePra
a zawiera dowód faktu, »e funk
ja Erd�osa - Sierpi«skiego naprostej nie mo»e by¢ addytywna. Dodatkowo autor wprowadza de�ni
j�ezbiorów bardzo pierwszej kategorii (ang: very meager) jako odpowied-nika zbiorów silnie miary zero. 1 2
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1 Ozna
zenia i podstawowe de�ni
jeWi�ekszo±¢ ozna
ze« u»ywany
h w tek±
ie jest standardowy
h.Przez przestrze« polsk�a rozumie¢ b�edziemy przestrze« metry
zn�a o±rod-kow�a, metryzowaln�a w sposób zupeªny. W przestrzeni metry
znej (X; d)przez B(x; ") ozna
zamy kul�e otwart�a o ±rodku x i promieniu ": B(x; ") =fz 2 X : d(x; z) < "g, natomiast przez B(x; ") - kul�e domkni�et�a: B(x; ") =fz 2 X : d(x; z) ¬ "g. Domkni�e
ie kuli otwartej ozna
zamy B(x; "). Je»elix 2 X a zbiór F � X jest domkni�ety, to przez dist(x; F ) ozna
zamy odlegªo±¢(odst�ep) x od F : dist(x; F ) = inffd(x; y) : y 2 Fg. Przez B(F; ") ozna
za¢b�edziemy kul�e uogólnion�a dookoªa zbioru F : B(F; ") = Sx2F B(x; "). Przy-pomnijmy, »e je»eli zbiór F jest zwarty i zawarty w zbiorze otwartym U , toistnieje li
zba " > 0 taki, »e B(F; ") � U .Przez doskonaªy podzbiór przestrzeni metry
znej rozumiemy jej domkni�ety,niepusty podzbiór, który nie ma punktów izolowany
h. Podzbiór przestrzenimetry
znej jest 
aªkowi
ie niedoskonaªy, gdy nie zawiera »adnego zbiorudoskonaªego.Przez Bor(X) ozna
za¢ b�edziemy sigma-algebr�e podzbiorów borelowski
hprzestrzeni metry
znej X. Przez miar�e borelowsk�a na przestrzeni X rozumie¢b�edziemy � -addytywn�a, � -sko«
zon�a miar�e � : Bor(X) ! R tak�a, »e8x 2 X �(fxg) = 0.Je»eli G jest grup�a, A;B � G, to przez AB ozna
zamy zbiór fab : a 2A; b 2 Bg. Je»eli g 2 G to przez gA ozna
zamy przesuni�e
ie zbioru A oelement g: gA = fga : a 2 Ag. Element neutralny dziaªania grupowego wnota
ji multiplikatywnej ozna
za¢ b�edziemy symbolem e.Rodzin�e I podzbiorów zbioru X nazywamy � - ideaªem (wªa±
iwym,niegªównym), je»eli speªnia ona nast�epuj�a
e warunki:(i) A 2 I ^B � A) B 2 I(ii) (8n 2 ! An 2 I)) SnAn 2 I(iii) X 62 I(iv) 8x 2 X fxg 2 IJe»eli I jest �-ideaªem na X, to przez I� ozna
zamy �ltr dualny do I:I� = fXnA : A 2 Ig.Je»eli mamy �-ideaª I na grupie G, to powiemy, »e I jest (lewo-) prze-suwalny, gdy opró
z powy»szy
h warunków speªnia jesz
ze:(v) 8A 2 I 8g 2 G gA 2 I.Przypomnijmy de�ni
je podstawowy
h wspóª
zynników kardynalny
h zwi�a-zany
h z ideaªem I na zbiorze X: 3



� add(I) = minfjAj : A � I ^ SA 62 Ig� non(I) = minfjAj : A � X ^ A 62 Ig� 
ov(I) = minfjAj : A � I ^ SA = Xg� 
of(I) = minfjBj : B � I ^ 8A 2 I 9B 2 B A � BgJe»eli � : Bor(X) ! R jest miar�a borelowsk�a na X, to przez N�(X)ozna
zamy ideaª miary na przestrzeni X, tzn. rodzin�e fA � X : ��(A) = 0g.Piszemy krótko N , gdy jasne jest z kontekstu na jakiej przestrzeni i dla jakiejmiary rozpatrujemy ten ideaª.Przez M(X) ozna
zamy ideaª kategorii na przestrzeni X, tzn. rodzin�ety
h podbiorów X, które mo»na przedstawi¢ jako przeli
zaln�a sum�e zbiorównigdzieg�esty
h. Przypomnijmy, »e je»eli X jest przestrzeni�a metryzowaln�a wsposób zupeªny, to na mo
y twierdzenia Baire'a M(X) jest �-ideaªem wªa±-
iwym. B�edziemy pisa¢ M, gdy jasne jest z kontekstu na jakiej przestrzenirozpatrujemy ten ideaª.Przypomnijmy jesz
ze, »e na przestrzeni polskiej X z miar�a borelowsk�aideaªy M i N s�a ortogonalne, tzn. 9C 2 N 9D 2 M X = C [D.Zbiór li
zb naturalny
h ozna
za¢ b�edziemy symbolem !. Li
zby kardy-nalne ozna
za¢ b�edziemy literami gre
kiego alfabetu (np. �) lub symbola-mi !�. W sz
zególno±
i !0 = !, a !1 ozna
za najmniejsz�a nieprzeli
zaln�ali
zb�e kardynaln�a. Dokªadniejsze informa
je na temat przyj�ety
h w tej pra
yde�ni
ji i ozna
ze« dla li
zb porz�adkowy
h i kardynalny
h znale¹¢ mo»na wksi�a»
e [Ku℄.Przez [A℄� ozna
zamy rodzin�e wszystki
h podzbiorów zbioru A mo
y �.[A℄<� ozna
za rodzin�e podzbiorów zbioru A mo
y mniejszej ni» �.2! ozna
za przestrze« wszystki
h 
i�agów niesko«
zony
h o wyraza
h wf0; 1g z topologi�a produktow�a. W 2! rozpatrujemy równie» miar�e produk-tow�a. Dziaªanie dodawania w 2! po
hodzi od struktury przeli
zalnego pro-duktu grup dwuelementowy
h: 
i�agi dodajemy po wspóªrz�edny
h modulo 2.Przez 2<! ozna
zamy zbiór wszystki
h 
i�agów sko«
zony
h o wyraza
h wf0; 1g. Dla s 2 2<! de�niujemy [s℄ = fx 2 2! : s � xg. Rodzina f[s℄ : s 22<!g stanowi baz�e topologii w 2!.Przez C!2 ozna
zamy standardowy for
ing dodaj�a
y !2 li
zb Cohena:C!2 = fp j p : dom(p)! f0; 1g; dom(p) 2 [!2 � !℄<!gZbiór C!2 uporz�adkowany jest przez odwrotn�a inkluzj�e, tzn. s ¬ t, s � t.4



Skróty CH i MA ozna
zaj�a odpowiednio Hipotez�e Continuum i AksjomatMartina. Przez ZFC rozumiemy standardow�a aksjomatyk�e teorii mnogo±
iZermelo-Fraenkla z aksjomatem wyboru.Ozna
zenia pewny
h zda« symbolami gra�
znymi (np. |�N) wprowad-zone zostaªy wyª�a
znie na u»ytek tej pra
y w 
elu uªatwienia orienta
ji wtek±
ie. Nie s�a to ozna
zenia powsze
hnie u»ywane.
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2 Wst�epDe�ni
ja 2.1. Nie
h X b�edzie przestrzeni�a polsk�a wyposa»on�a w miar�e bore-lowsk�a. Funk
j�a Erd�osa - Sierpi«skiego (naX) nazywamy bijek
j�e f : X ! Xo nast�epuj�a
ej wªasno±
i:8A � X [A 2 M, f [A℄ 2 N ℄ & [A 2 N , f [A℄ 2 M℄Klasy
zne twierdzenie pokazuje, »e istnienie takiej funk
ji jest niesprze
znez ZFC (patrz: [BJ℄):Twierdzenie 2.1 (Erd�os - Sierpi«ski). Przy zaªo»eniu hipotezy 
ontinu-um na dowolnej doskonaªej przestrzeni polskiej z miar�a borelowsk�a istniejefunk
ja Erd�osa - Sierpi«skiego.Funk
ja Erd�osa-Sierpi«skiego istnieje równie» przy zaªo»eniu AksjomatuMartina jak i przy (jesz
ze sªabszym) zaªo»eniu add(N ) = 
of(N ).Natomiast - 
o pokazuje poni»szy znany wynik - istnienia funk
ji Erd�osa- Sierpi«skiego nie mo»na udowodni¢ w ZFC:Twierdzenie 2.2. Nie
h C!2 b�edzie for
ingiem dodaj�a
ym !2 li
zb Cohena,nie
h G b�edzie C!2 generi
 nad V . Wtedy V [G℄ j= "nie istnieje funk
jaErd�osa - Sierpi«skiego".Dowód. Wiadomo, »e je»eli G jest C!2 generi
 nad V , to V [G℄ j= non(N ) <non(M) (zob. [BJ℄). Tym
zasem z istnienia funk
ji Erd�osa-Sierpi«skiegonaty
hmiast wynika, »e non(N ) = non(M).Funk
ja Erd�osa-Sierpi«skiego z de�ni
ji przeksztaª
a zbiory pierwszej kat-egorii na zbiory miary zero i vi
e versa. Poka»emy teraz, »e funk
j�e Erd�osa-Sierpi«skiego mo»na skonstruowa¢ zakªadaj�a
 istnienie funk
ji speªniaj�a
ejtylko jeden z ty
h warunków:Twierdzenie 2.3.1. Je»eli istnieje bijek
ja f : X ! X o wªasno±
i:8A � X A 2 M, f [A℄ 2 Nto istnieje funk
ja Erd�osa - Sierpi«skiego.6



2. Je»eli istnieje bijek
ja f : X ! X o wªasno±
i:8A � X A 2 N , f [A℄ 2 Mto istnieje funk
ja Erd�osa - Sierpi«skiego.Dowód. Przeprowadzimy dowód pierwszego punktu (drugiego dowodzi si�eanalogi
znie).Nie
h f b�edzie funk
j�a tak�a jak w pkt. 1. We¹my zbiór D 2 N \M�. Wpierwszym kroku zmniejszamy D do zbioru G 2 N\M� tak, by G\f [G℄ = ;w nast�epuj�a
y sposób:Skoro D 2 N , to f�1[D℄ 2 M. Kªadziemy G = Dnf�1[D℄. Wida¢, »eG 2 M� \ N , bo f�1[D℄ 2 M oraz G � D. Ponadto G \ f�1[D℄ = ;, wi�e
f [G℄\D = ;. Mamy G � D, a zatem G\ f [G℄ = ;. Zwró¢my jesz
ze uwag�e,»e f [G℄ 2 N � \M, oraz Xn(G [ f [G℄) 2 N \M.Maj�a
 zbiórG o powy»szej wªasno±
i okre±lamy g : X ! X w nast�epuj�a
ysposób: g(x) = 8><>: f(x) x 2 Gf�1(x) x 2 f [G℄x dla pozostaªy
h argumentówO
zywi±
ie g jest bijek
j�a. Poka»emy, »e g jest funk
j�a Erd�osa - Sier-pi«skiego. We¹my zbiór A 2 M. Bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy za-kªada¢, »e za
hodzi jeden z poni»szy
h przypadków:(i) A � G. Wtedy g[A℄ = f [A℄ 2 N .(ii) A � f [G℄. Wtedy g[A℄ � G 2 N .(iii) A \ (G [ f [G℄) = ;. Wtedy g[A℄ = A 2 M\N .Widzimy wi�e
, »e g, podobnie jak wyj±
iowa funk
ja f , przeksztaª
a zbio-ry pierwszej kategorii na zbiory miary zero. Ale - jak ªatwo zauwa»y¢ -g = g�1, wi�e
 równie» 8A � X A 2 N , g[A℄ 2 M. Zatem g jest funk
j�aErd�osa-Sierpi«skiego.Funk
ja Erd�osa - Sierpi«skiego jest izomor�zmem ideaªów miary i kate-gorii. Twierdzenie Erd�osa-Sierpi«skiego mówi wi�e
, »e niesprze
znie (np. przyzaªo»eniu CH 
zy MA) ideaªy miary i kategorii s�a izomor�
zne. Na ogóª ªatwojest zauwa»y¢, 
zy dana wªasno±¢ ideaªu jest za
howywana przez izomor�zmideaªów. Naj
z�estszym zastosowaniem twierdzenia Erd�osa - Sierpi«skiego jestprzenoszenie wyników uzyskany
h dla jednego z ideaªów M, N na drugi.7



W zagadnienia
h zwi�azany
h z badaniem ideaªów miary i kategorii nagrupa
h (np. na R lub na 2!) 
z�esto rozwa»a si�e jednak przesuni�e
ia zbiorówz ideaªu. Ch
�a
 wykorzysta¢ twierdzenie Erd�osa-Sierpi«skiego do dualizowa-nia faktów, w który
h sformuªowania
h pojawiaj�a si�e przesuni�e
ia zbiorów,musieliby±my dodatkowo »�ada¢ od funk
ji Erd�osa-Sierpi«skiego za
howywa-nia dziaªania grupowego. Pytanie, 
zy niesprze
zne z ZFC jest istnienie funk
jiErd�osa-Sierpi«skiego za
howuj�a
ej dziaªanie dodawania, przypisywane jestCzesªawowi Ryll-Nardzewskiemu.Przykªadem zagadnienia, do którego rozwi�azania przybli»y¢ by nas mogªoistnienie (w pewnym modelu) takiej funk
ji, jest problem (omówiony dokªad-niej w dalszej 
z�e±
i pra
y), 
zy zbiory silnie pierwszej kategorii tworz�a �-ideaª. Addytywna funk
ja Erd�osa-Sierpi«skiego przeksztaª
alaby zbiory silniemiary zero (o który
h wiemy, »e �-ideaª tworz�a) na zbiory silnie pierwszejkategorii - sk�ad otrzymaliby±my naty
hmiast, »e (przy zaªo»eniu istnieniatakiej funk
ji) zbiory silnie pierwszej kategorii tworzyªyby �-ideaª.W 1998 roku Tomek Bartoszy«ski w pra
y [B℄ pokazaª, »e na 2! nie ist-nieje addytywna funk
ja Erd�osa-Sierpi«skiego. Zasadni
zym 
elem niniejszejpra
y jest rozwi�azanie analogi
znego zagadnienia na R. Dowód, »e nie ist-nieje addytywna funk
ja Erd�osa-Sierpi«skiego znajduje si�e w rozdziaªa
h 3 i4. Ponadto w pra
y [BS℄ Tomek Bartoszy«ski i Saharon Shelah wykazali,»e przy zaªo»eniu CH zbiory silnie pierwszej kategorii nie tworz�a ideaªu. Wdalszej 
z�e±
i pra
y (rozdziaª 5) przedstawimy de�ni
j�e klasy zbiorów bardzopierwszej kategorii (very meager). Poka»emy (w ZFC), »e podobnie jak zbiorysilnie pierwszej kategorii s�a one w pewnym sensie odpowiednikiem zbiorówsilnie miary zero oraz »e tworz�a �-ideaª. Przedstawimy równie» inne wyni-ki zwi�azane z t�a klas�a zbiorów, w sz
zególno±
i wyka»emy, »e wiele znany
hrezultatów doty
z�a
y
h zbiorów silnie pierwszej kategorii jest równie» prawdzi-wy
h dla zbiorów bardzo pierwszej kategorii.
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3 Wspóª
zynnik przesuwalno±
iW rozdziale tym wprowadzimy de�ni
j�e wspóª
zynnika przesuwalno±
i. Przed-stawimy równie» wyli
zenie warto±
i tego wspóª
zynnika dla ideaªu kategoriina do±¢ szerokiej klasie grup polski
h oraz dla ideaªu miary na zbiorze Can-tora i prostej.Nast�epuj�a
a de�ni
ja zostaªa wprowadzona przez Carlsona w pra
y [C℄:De�ni
ja 3.1. Nie
h I b�edzie przesuwalnym �-ideaªem na grupie G. Mówimyze I jest (lewo-)�-przesuwalny, gdy:8A 2 I 9B 2 I 8T 2 [G℄� 9t 2 GtA � \s2T(sB)Proste stwierdzenie pozwala poda¢ równowa»ne 
harakteryza
je �-przesu-walno±
i:Stwierdzenie 3.1. Dla ideaªu I na grupie G nast�epuj�a
e warunki s�a równowa»ne:1. 8A 2 I 9B 2 I 8T 2 [G℄� 9t 2 GtA � \s2T(sB)2. 8A 2 I� 9B 2 I� 8T 2 [G℄� 9t 2 GTB � tAPonadto, je»eli G jest grup�a przemienn�a, to powy»szym warunkom równowa»nes�a równie» nast�epuj�a
e:3. 8A 2 I 9B 2 I 8T 2 [G℄� 9t 2 GTA � tB4. 8A 2 I� 9B 2 I� 8T 2 [G℄� 9t 2 GtB � \s2T(sA)9



Dowód. 1:, 2: oraz 3:, 4: otrzymujemy poprzez przej±
ie do dopeªnie«.Pozostaje do sprawdzenia (przy zaªo»eniu przemienno±
i grupy) równowa»no±¢1:, 3:TA � tB , 8s 2 T sA � tB , 8s 2 T t�1A � s�1B , t�1A � \s2T s�1BZamieniaj�a
 w ostatnim 
zªonie równowa»no±
i T na T�1 oraz t�1 na totrzymujemy tez�e.Wprowadzimy teraz de�ni
j�e wspóª
zynnika przesuwalno±
i, który opisy-wa¢ b�edzie, dla jaki
h � ideaª jest �-przesuwalny:De�ni
ja 3.2. Dla przesuwalnego �-idealu I de�niujemy wspóª
zynnik prze-suwalno±
i � w nast�epuj�a
y sposób:�(I) = minf� : I nie jest � przesuwalnyg�atwo wida¢, »e je»eli ideaªy I;J s�a izomor�
zne oraz i
h izomor�zmza
howuje dziaªanie grupowe, to �(I) = �(J ). Dowód, »e nie istnieje addy-tywna funk
ja Erd�osa - Sierpi«skiego przeprowadzimy pokazuj�a
, »e �(M) 6=�(N ).3.1 Wspóª
zynnik przesuwalno±
i ideaªu kategoriiOkazuje si�e, »e na do±¢ szerokiej klasie grup metry
zny
h �(M) ­ !1. Dlaprostej rze
zywistej i zbioru Cantora udowodniª to Carlson w [C℄. Prostydowód, »e �(M(2!)) ­ !1 znajduje sie w pra
y [B℄.Korzysta¢ b�edziemy ze znanego twierdzenia Birkho�a-Kakutaniego ([Ke℄,tw. 9.1):Twierdzenie 3.2 (Birkho�-Kakutani). Je»eli G jest grup�a topologi
zn�a,to G jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy G jest przestrzeni�a Haus-dor�a i punkt e 2 G ma przeli
zaln�a baz�e oto
ze«. Ponadto, je»eli G jestmetryzowalna to na G istnieje metryka lewo-niezmienni
za, tzn. taka, »e:8x; y 2 G 8t 2 G d(tx; ty) = d(x; y):10



Uwaga. Korzystaj�a
 z twierdzenia Birkho�a-Kakutaniego na grupie me-try
znej ªatwo wprowadzi¢ metryk�e prawo-niezmienni
z�a równowa»n�a wyj±-
iowej. Istotnie, je»eli d jest metryk�a lewo-niezmienni
z�a, to wystar
zy wzi�a¢d0(x; y) = d(x�1; y�1):Poni»sze lematy pozwalaj�a uogólni¢ dowód Carlsona z R na szersz�a klas�egrup metry
zny
h:Lemat 3.1. Nie
h G - grupa metry
zna zwarta, K � G - zwarty, U � G -otwarty.Wtedya) zbiór ft 2 G : tK � Ug jest otwartyb) zbiór ft 2 G : (tK) \ U 6= ;g jest otwarty.Dowód. Na potrzeby dowodu ustalmy na G metryk�e prawo-niezmienni
z�a.Dla dowodu punktu a) wystar
zy pokaza¢, »e je»eli K � U to 9" > 0 :d(t; e) < " ) tK � U . We¹my " > 0 taki, »e 8x 2 K B(x; ") � U - jest tomo»liwe ze zwarto±
i G. Wów
zas je±li we¹miemy t 2 G takie, »e d(e; t) < "to z niezmienni
zo±
i metryki mamy d(x; tx) < ", a st�ad mamy: tK � U .Dla dowodu punktu b) wystar
zy pokaza¢, »e je»eli K\U 6= ;, to istnieje" > 0 takie, »e d(t; e) < " ) (tK) \ U 6= ;. We¹my x 2 K \ U . Wtedy9" > 0 B(x; ") � U . Ale jak poprzednio, mamy d(x; tx) < " dla t 2 Gtaki
h, »e d(e; t) < ". Widzimy, »e wtedy tx 2 U , zatem:d(e; t) < ") (tK) \ U 6= ;:Wniosek 3.3. Nie
h G - grupa metry
zna zwarta, U; V � G - otwarte. Wt-edy zbiór ft 2 G : U � tV g jest domkni�ety.Dowód. Zauwa»my, »e U � tV , U \ t(GnV ) = ;. Zbior GnV jest zwarty,zatem z punktu b) w poprzednim lema
ie wynika, »e ft 2 G : U \ t(GnV ) 6=;g jest otwarty. St�ad ft 2 G : U \ t(GnV ) = ;g jest domkni�ety.Lemat 3.2. Nie
h X - zwarta przestrze« metry
zna, F � X - domkni�ety.Wtedy dla dowolnego " > 0 zbiór fx 2 X : B(x; ") \ F = ;g jest otwarty.Dowód. Zauwa»my, »e warunek B(x; ") \ F = ; ozna
za, »e ka»dy punktzbioru F jest odlegªy od x o wi�e
ej ni» ". Zatem B(x; ")\F = ; , x 2 fz 2X : dist(z; F ) > "g. Zbiór ten jest otwarty, bo funk
ja dist(z; F ) jest 
i�agªa.11



Dzieki powy»szym lematom mo»emy uogólni¢ nast�epuj�a
e twierdzenie zokr�egu i zbioru Cantora na szersz�a klas�e grup metry
zny
h (por. te»: [C℄,[M℄)Twierdzenie 3.4. Nie
h G b�edzie grup�a metry
zn�a zwart�a. Je»eli A jestg�estym zbiorem typu GÆ, to istnieje 
i�ag li
zb dodatni
h ("n)1n=0 taki, »e dladowolnego 
i�agu elementów grupy (xn)1n=0 istnieje t 2 G takie, »e\k [n>kB(xn; "n) � tADowód. Zapiszmy A jako prze
i�e
ie zst�epuj�a
ego 
i�agu zbiorów otwarty
h:A = TnDn; Dn+1 � Dn. Ci�ag ("n)n2! defniujemy induk
yjnie tak, by za-
howa¢ warunek:(�) 8(x0; :::; xn) 2 Gn+1 9t 2 G 8i ¬ n B(xi; "i) � tDiPrzypu±¢my, »e mamy ju» zde�niowane "i dla i < n. We¹my dowolny 
i�aghx0; x1; ::::xni elementów G i popatrzmy na zbiór ft 2 G : 8i < n B(xi; "i) �tDig. Jest to zbiór otwarty na mo
y lematu 3.1 oraz - z zaªo»enia induk-
yjnego - niepusty. Z kolei zbiór ft 2 G : xn 2 tDng = (Dnxn�1)�1 jest ot-warty i g�esty. Zatem ft 2 G : 8i < n B(xi; "i) � tDig\ft 2 G : xn 2 tDng =ft 2 G : 8i < n B(xi; "i) � tDi^xn 2 tDng jest otwarty i niepusty. Ozna
zato, »e 8(x0; :::; xn) 2 Gn+1 9t 2 G [8i < n B(xi; "i) � tDi℄ ^ [xn 2 tDn℄, za-tem zbiory Ut = f(x0; :::; xn) 2 Gn+1 [8i < n B(xi; "i) � tDi℄ ^ [xn 2 tDn℄gstanowi�a pokry
ie Gn+1. Zauwa»my jesz
ze, »e na mo
y lematu 3.2 s�a tozbiory otwarte, wi�e
 fUt : t 2 Gg stanowi pokry
ie otwarte Gn+1. Jako "nbierzemy �=2, gdzie � - li
zba Lebesgue'a tego pokry
ia (wybrana dla metryki�(x; y) = Pni=0 d(xi; yi), gdzie d jest metryk�a na G).Musimy sprawdzi¢ warunek �. W tym 
elu we¹my (x0; :::; xn) 2 Gn+1.Wiemy, »e zbiór fx0g � fx1g � :::� fxn�1g �B(xn; "n) � Gn+1 ma ±redni
�emniejsz�a od �, jest wi�e
 zawarty w pewnym zbiorze Ut. Ozna
za to wªa±nie- z de�ni
ji Ut - »e 8i ¬ n B(xi; "i) � tDi.Sprawdzimy teraz, »e 
i�ag ("n)n2! skonstruowany tak, by speªniaª warunek�, speªnia równie» tez�e twierdzenia:We¹my 
i�ag hB(xn; "n)in2!. Spójrzmy na zbiory Fn = ft 2 G : B(xn; "n) �tDng. Z wniosku 3.3 wynika, »e s�a to zbiory domkni�ete, natomiast z warunku� wida¢, »e rodzina fFn : n 2 !g ma wªasno±¢ sko«
zony
h prze
i�e¢. Zezwarto±
i G otrzymujemy, »e Tn Fn 6= ;, we¹my wi�e
 t 2 Tn Fn. Z de�ni
ji12



Fn mamy zatem: 8n B(xn; "n) � tDn. St�ad:91n x 2 B(xn; "n)) 91n x 2 tDn ) x 2 \n tDn = tA:Czyli: \k [n>kB(xn; "n) � tA:Mo»emy teraz poda¢ warto±¢ wspóª
zynnika przesuwalno±
i ideaªu kat-egorii na grupa
h zwarty
h. Dowód stanowi uogólnienie argumentu z pra
y[C℄:Twierdzenie 3.5. Nie
h G b�edzie grup�a metry
zn�a zwart�a. Wtedy�(M(G)) ­ !1Dowód. Na potrzeby dowodu wprowad¹my naGmetryk�e lewo-niezmienni
z�a.Poka»emy, »e:8A 2 M� 9B 2 M� 8(tk)1k=0 9t 2 G [k (tkB) � tAWe¹my dowolny A 2 M� (bez ograni
zenia ogólno±
i zakªadamy, »e A 2 GÆ)oraz dobierzmy do A 
i�ag ("n)1n=0 z twierdzenia 3.4. Ustalmy podziaª ! narozª�a
zne zbiory niesko«
zone: Sk Jk = !. Znajdujemy punkty fxn : n 2 !gtakie, by 8n; k zbiór SfB(xm; "m) : m ­ n;m 2 Jkg byª g�esty. W tym
elu wystar
zy dla ka»dego k wzi�a¢ za fxn : n 2 Jkg numera
j�e dowolnegoprzeli
zalnego podzbioru g�estego w G.Poªó»my Bk = TnSm>n;m2Jk B(xm; "m) oraz B = Tk Bk. Wiemy, »e8n Sm>n;m2Jk B(xm; "m) jest zbiorem g�estym otwartym, zatem dla ka»degok 2 ! zbiór Bk jest g�esty typu GÆ. Widzimy zatem, »e B 2 M�. Sprawdzimy,»e 8(tk)1k=0 9t 2 G Sk(tkB) � tA:We¹my dowolny 
i�ag (tk)1k=0. Szukamy t 2 G takiego, »e8k 2 ! tkB � tA:W tym 
elu wystar
zy znale¹¢ takie t 2 G, »e8k 2 ! tkBk � tA;13



We¹my dowolne k 2 !, dlam 2 Jk przyjmijmy ozna
zenie Im = tkB(xm; "m).Zauwa»my, »e na mo
y przesuwalno±
i metryki mamy: Im = B(tkxm; "m). Ztwierdzenia 3.4 wynika, »e:9t 2 G \n [m>n Im � tA;a wi�e
 tym bardziej tkBk =\n [m>n;m2Jk Im � tA:Do uogólnienia tego rezultatu na szersz�a klas�e grup potrzebne nam b�ed�ajesz
ze nast�epuj�a
e proste fakty:Stwierdzenie 3.6. Nie
h U b�edzie pokry
iem otwartym przestrzeni polskiejX. Wtedy dla dowolnego zbioru A � X mamy:A 2 M(X), 8U 2 U A \ U 2 M(U)Dowód. �atwo sprawdzi¢, »e dla ka»dego zbioru otwartego U � X orazdowolnego zbioru B � U mamy:B 2 M(U), B 2 M(U), B 2 M(X)Dzieki tej obserwa
ji implika
ja ")" jest o
zywista.Poka»emy teraz implika
j�e "(". Bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy za-ªo»y¢, »e U jest pokry
iem przeli
zalnym. Ale wtedy A = SU2U(U \ A) jestprzeli
zaln�a sum�a zbiorów pierwszej kategorii.Stwierdzenie 3.7. Nie
h G b�edzie grup�a polsk�a, a Z < G jej podgrup�adyskretn�a. Wtedy dla ka»dego x 2 G istnieje zbiór otwarty Ux � G taki,»e x 2 Ux oraz dla dla dowolny
h z1; z2 2 Z mamy:z1Ux \ z2Ux = ;:Dowód. W pierwszym kroku poka»emy ten fakt dla x = e. Z twierdzeniaBirkho�a-Kakutaniego (tw. 3.2) na G istnieje metryka � równowa»na wyj±-
iowej niezmienni
za na lewe przesuni�e
ia. Nie
h " b�edzie takie, »e:B�(e; 3") \ Z = feg14



Nietrudno pokaza¢, »e Ue = B�(e; ") ma »�adan�a wªasno±¢.Dla dowolnego x 2 G wystar
zy wzi�a¢ Ux = Uex.Lemat 3.3. Nie
h G b�edzie grup�a polsk�a lokalnie zwart�a, a Z / G jej nor-maln�a przeli
zaln�a podgrup�a dyskretn�a. Ozna
zmy przez p : G! G=Z natu-ralne odwzorowanie ilorazowe. Wtedy dla dowolnego X � G=Z mamyX 2 M(G=Z), p�1[X℄ 2 M(G):Dowód. Spójrzmy na dowolny x 2 G=Z. Ustalmy dowolny punkt y 2p�1[fxg℄ i wybierzmy otwarty zbiór Uy � G z lematu 3.7. Bez zmniejszeniaogólno±
i mo»emy zakªada¢, »e Uy jest zbiorem zwartym. Zauwa»my jesz
ze,»e p�1[fxg℄ � ZUy oraz »e ZUy = p�1[p[ZUy℄℄. Widzimy st�ad, »e Vx = p[ZUy℄jest otwartym oto
zeniem punktu x. Ponadto dla dowolnego z 2 Z odw-zorowanie p� zUy : zUy ! Vx jest ró»nowarto±
iowe, a zatem (ze zwarto±
iUy) jest homeomor�zmem.Podsumujmy: dla dowolnego x 2 G=Z wybrali±my takie jego otwarteoto
zenie Vx, »e p�1[Vx℄ jest homeomor�
zne z Z � Vx. Zatem, jak ªatwozauwa»y¢, dla dowolnego x 2 G=Z i dowolnego X � Vx mamy:X 2 M(Vx), p�1[X℄ 2 p�1[Vx℄:Ale fp�1[Vx℄ : x 2 G=Zg stanowi otwarte pokry
ieG, zatem ze stwierdzenia3.6 ªatwo otrzymujemy tez�e.Twierdzenie 3.8. Nie
h G b�edzie nieprzeli
zaln�a grup�a polsk�a o tej wªas-no±
i, »e istnieje Z � G - normalna, dyskretna podgrupa przeli
zalna, taka,»e G=Z jest nieprzeli
zaln�a grup�a zwart�a. Wtedy �(M(G)) ­ !1Dowód. Ustalmy Z jak w zaªo»enia
h. Nie
h p : G ! G=Z b�edzie odw-zorowaniem ilorazowym. Z lematu 3.3 mamy:8X � G=Z X 2 M�(G=Z), p�1[X℄ 2 M�(G):Sprawdzimy, »e:8A 2 M�(G) 9B 2 M�(G) 8T 2 [G℄! 9t 2 G TB � tAW tym 
elu we¹my A 2 M�(G). Bez zmniejszenia ogólno±
i mo»emy za-kªada¢, »e A = ZA (w razie potrzeby bierzemy A0 � A; A0 = Tz2Z zA).15



Dzi�eki temu zaªo»eniu A = p�1[p[A℄℄. Skoro p[A℄ 2 M�(G=Z), to z !-przesuwalno±
iM(G=Z) istnieje zbiór B0 2 M�(G=Z) taki, »e dla dowolnegoprzeli
zalnego T 0 � G=Z istnieje s 2 G=Z takie, »e T 0B0 � s p[A℄. We¹myB = p�1[B0℄; ªatwo zauwa»y¢, »e B = p�1[p[B℄℄. Nie
h T b�edzie dowol-nym przeli
zalnym podzbiorem G, bez ograni
zenia ogólno±
i zakªadamy, »eT = ZT (w razie potrzeby zamiast T bierzemy ZT ); wtedy T = p�1[p[T ℄℄.We¹my T 0 = p[T ℄. Z !-przesuwalno±
i M(G=Z) istnieje s 2 G=Z takie, »eT 0B0 � s p[A℄Przykªadaj�a
 p�1 do obu stron widzimy, »eTB � p�1[T 0B0℄ � p�1[s p[A℄℄We¹my t takie, »e s = p(t). Wtedy p�1[s p[A℄℄ = p�1[p(t)p[A℄℄ = p�1[p[tA℄℄ =t(AZ) = t(ZA) = tA (wiemy, »e AZ = ZA, bo Z / G). Widzimy zatem, »eTB � tA
zyli M(G) jest !-przesuwalny.Wniosek 3.9. Dla dowolnego n > 0 �(M(Rn)) ­ !1Dowód. Naty
hmiastowy z poprzedniego wniosku: dla Rn odpowiedni�a pod-grup�a jest Zn.3.2 Wspóª
zynnik przesuwalno±
i ideaªu miaryW rozdziale tym przedstawimy wyli
zenie warto±
i wspól
zynnika przesuwal-no±
i dla ideaªu miary. Wynik ten dla zbioru Cantora uzyskaª T. Bartoszy«skiw pra
y [B℄. Poniewa» pra
a ta istnieje jak na razie jedynie w formie preprintu(zawieraj�a
ego pewne bª�edy redak
yjne), prezentujemy tutaj peªny dowódtego twierdzenia.W dalszej 
z�e±
i rozdziaªu przedstawimy wyli
zenie wspóª
zynnika prze-suwalno±
i ideaªu miary na prostej. B�edzie to gªówny rezultat rozdziaªu doty-
z�a
ego wspóª
zynnika przesuwalno±
i.16



3.2.1 Wspóª
zynnik przesuwalno±
i ideaªu miary na zbiorze Can-toraTwierdzenie 3.10 (Bartoszy«ski). �(N (2!)) = 2.Dowód. Musimy pokaza¢, »e9A 2 N 8B 2 N 9t1; t2 2 2! 8t 2 2!(t1 +B) \ (t2 +B) 6� (t+ A);
zyli po przej±
iu do dopeªnie«:9A 2 N � 8B 2 N � 9t1; t2 2 2! 8t 2 2!(t1 +B) [ (t2 +B) 6� (t+ A):W rze
zywisto±
i poka»emy, »e istnieje zbiór A 2 N � taki, »e dla dowolnegozbioru domkni�etego C miary dodatniej9x1; x2 2 2! 8x 2 2!(x1 + C) [ (x2 + C) 6� (x + A):To wystar
zy, gdy» ka»dy zbiór miary peªnej zawiera zbiór domkni�ety miarydodatniej. Dowód rozpo
zniemy od nast�epuj�a
ego lematu:Lemat 3.4. Nie
h I � ! b�edzie zbiorem sko«
zonym. Rozwa»my zbioryJ; J 0 � 2I; przyjmijmy nast�epuj�a
e ozna
zenia: " = 1 � jJj2jIj ; Æ = 1 � jJ 0j2jIj .Je»eli Æ2 < ", to istniej�a takie t1; t2 2 2I, »e8s 2 2I (t1 + J 0) [ (t2 + J 0) 6� (s+ J):Dowód. Znajdziemy t1; t2 2 2I tak, by j(t1 + J 0) [ (t2 + J 0)j > jJ j. W tym
elu rozwa»my zbiór Z = fhz; t1; t2i : z 2 (t1 + J 0) [ (t2 + J 0)g. Ustalmyz 2 2I , spójrzmy na (Z)z. Widzimy, »e (Z)z = fht1; t2i : z 2 (t1 + J 0) _ z 2(t2 + J 0)g = fht1; t2i : t1 2 z + J 0 _ t2 2 z + J 0g. Zatem (2I � 2I)n(Z)z =fht1; t2i : t1 62 z + J 0 ^ t2 62 z + J 0g = (2In(z + J 0))� (2In(z + J 0)). Wiemy,»e j2In(z+J 0)jj2I j = Æ, zatem j(2I�2I)n(Z)z j22jIj = Æ2. St�ad dla dowolnego z 2 2I mamyj(Z)zj22jIj = 1� Æ2 > 1� ". 17



Widzimy zatem, »e dla ka»dego z 2 2I miara (li
z�a
a unormowana) sek
ji(Z)z jest wi�eksza od 1� ". Z twierdzenia Fubiniego musz�a istnie¢ t1; t2 takie,»e miara (Z)ht1;t2i jest wi�eksza od 1� ". Ale (Z)ht1;t2i = (t1 + J 0) [ (t2 + J 0).Poniewa» miara J wynosi dokªadnie 1� ", widzimy, »e8s 2 2I (t1 + J 0) [ (t2 + J 0) 6� (s+ J):Dowodzimy teraz twierdzenia. Ustalmy podziaª ! na kolejne, sko«
zone,rozª�a
zne przedziaªy In; n 2 !, takie, »e jInj = 2n+2.Dla ka»dego n 2 ! wybierzmy Jn � 2In tak, by:1� 1n2 + 1n5 ­ jJnj2jInj ­ 1� 1n2Nie
h F = fx 2 2! : 91n x� In 62 JngZatem F = fx 2 2! : 91n x� In 2 2InnJng. Poniewa» j2InnJnj < 1n2 , awiemy, »e P1n=1 1n2 <1, widzimy, »e F 2 N . We¹miemy A = 2!nF .Dla dowolnego domkni�etego zbioru C miary dodatniej skonstruujemyx1; x2 takie, »e 8x 2 2!(x1 + C) [ (x2 + C) 6� (x+ A))We¹my dowolny zbiór domkni�ety C � 2! miary dodatniej. Bez zmniejszeniaogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e dla dowolnego zbioru otwartego U � 2! mamyC \ U = ; lub C \ U jest zbiorem miary dodatniej. W prze
iwnym przy-padku zamiast C bierzemy C 0 = CnSf[s℄ : s 2 2<!; �([s℄ \ C) = 0g. ZbiórC 0 jest nadal domkni�ety, gdy» odj�eli±my sum�e zbiorów otwarty
h. Zarazem�(C 0) = �(C), gdy» od C odj�eli±my przeli
zaln�a sum�e zbiorów miary zero(sum�e zbiorów posta
i [s℄ \ C). Przyjmijmy jesz
ze nast�epuj�a
e ozna
zenia:Dla s 2 2<!; n 2 ! nie
h:Cs = fx� (jsj; !) : s � x 2 CgC� n = fx� n : x 2 Cg:Ci�agi x1; x2 zde�niujemy induk
yjnie, okre±laj�a
 i
h ob
i�e
ia do przedzi-aªów In. Przez induk
j�e okre±lamy 
i�ag hnk : n 2 !i oraz xi� Ink dla i = 1; 2(poza przedziaªami posta
i Ink kªadziemy x1 � x2 � 0).18



Zaªó»my, »e mamy ju» zde�niowane xi� I1 [ ::: [ Ink dla i = 1; 2. Spójrzmyna (sko«
zony!) zbiór C� I1 [ ::: [ Ink ; nie
h t b�edzie li
zb�a jego elementów.Mamy zatem C� I1 [ ::: [ Ink = fs1; :::; stg. Dla dowolnego i ¬ t zbiór [si℄\Cjest niepusty (z de�ni
ji C� I1 [ ::: [ Ink), a wi�e
 (z wªasno±
i zbioru C) mamiar�e dodatni�a. Z twierdzenia Lebesgue'a o g�esto±
i wynika, »e w ka»dymzbiorze posta
i [si℄ \ C dla i ¬ t jest punkt ri 2 2!; ri � si o tej wªasno±
i,»e limn!1 �([(ri)� n℄ \ C)2�n = 1We¹my l > nk tak du»e, »eby dla n = max(I1 [ ::: [ Il) + 1 i dla ka»degoi ¬ t za
hodziªa nierówno±¢:�([(ri)� n℄ \ C)2�n > t� 1tZauwa»my, »e�([(ri)� n℄ \ C)2�n = �(2I1[:::[Il � Cri�I1[:::[Il):St�ad otrzymujemy, »e�(2I1[:::[Il � C(ri)�I1[:::[Il) > t� 1t ;wi�e
 zbiór S = 2I1[:::[Il � t\i=1Cri�I1[:::[Ilma miar�e dodatni�a.Dla m > l patrzymy na zbiory:J 0m = fx� Im : x 2 Sg:Odnotujmy w tym miejs
u klu
zow�a dla dalszy
h rozwa»a« wªasno±¢ ty
hzbiorów:Uwaga. We¹my dowolne m > l. Dla dowolny
h x 2 C� I1 [ ::: [ Ink orazu 2 J 0m istnieje y 2 C taki, »e y� I1 [ ::: [ Ik = x i y� Im = u.Kontynuujemy konstruk
j�e x1; x2. Zauwa»my, »e:S � fx 2 2! : 8m 2 ! x� Im 2 J 0mg19



Z inkluzji tej wynika, »e �(fx 2 2! : 8m 2 ! x� Im 2 J 0mg) > 0. Poka»emyteraz, »e dla niesko«
zenie wielu m za
hodzi nierówno±¢jJ 0mj2jImj > 1�s 1m2 � 1m5 :Rze
zywi±
ie: ªatwo sprawdzi¢, »e Qm(1 �q 1m2 � 1m5 ) = 0, zatem w prze
i-wnym przypadku mieliby±my �(fx 2 2! : 8m 2 ! x� Im 2 J 0mg) = 0.Za nk+1 przyjmujemy pierwsze takie m > l. We¹my "; Æ takie, »ejJ 0nk+1j2jInk+1 j = 1� ÆjJnk+1j2jInk+1 j = 1� ":Mamy zatem: 1� Æ > 1�s 1nk+12 � 1nk+15 ;a wi�e
: Æ2 < 1nk+12 � 1nk+15 :Z kolei zbiory Jn � 2In wybrali±my tak, »ejJnk+1j2jInk+1 j = 1� " ¬ 1� 1nk+12 + 1nk+15 ;
zyli 1nk+12 � 1nk+15 ¬ ":Z osza
owa« ty
h wynika, »e Æ2 < ", zatem zbiory Jnk+1 oraz J 0nk+1 speªni-aj�a zaªo»enia lematu 3.4. Istniej�a wi�e
 
i�agi tk+11 ; tk+12 2 2Ink+1 o tej wªasno±
i,»e: 8s 2 2Ink+1 (tk+11 + J 0nk+1) [ (tk+12 + J 0nk+1) 6� (s+ Jnk+1)Kªadziemy x1� Ink+1 = tk+11 ; x2� Ink+1 = tk+12 . To ko«
zy konstruk
j�e 
i�agówx1; x2. 20



Sprawdzimy, »e tak skonstruowane x1; x2 speªniaj�a tez�e twierdzenia. We¹mydowolne x 2 2!, poªó»my sn = x� In dla n < !. Wiemy, »e dla ka»dego k 2 !(x1� Ink + J 0nk) [ (x2� Ink + J 0nk) 6� (snk + Jnk)Bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e dla niesko«
zenie wielu kx1� Ink + J 0nk 6� snk + JnkOzna
zmy przez U � ! zbiór taki
h k. Skonstruujemy z 2 x1 + C taki,»e z 62 x + A. Dla k 2 U mo»emy znale¹¢ uk 2 (x1� Ink + J 0nk)n(snk + Jnk).Ci�ag z 2 2! okre±lamy induk
yjnie dbaj�a
 o to by dla dowolnego k 2 !:1. z� I1 [ ::: [ Ink 2 (x1 + C)� I1 [ :::Ink2. z� Ink = uk.Przypu±¢my, »e mamy ju» okre±lony z� I1 [ ::: [ Ink . Z warunku 1. mamyz� I1 [ ::: [ Ink 2 (x1 + C)� I1 [ :::Ink , natomiast z wyboru uk+1 wiemy, »euk+1 2 x1� Ink+1 + J 0nk+1. Z uwagi po
zynionej przy konstruk
ji zbioru J 0nk+1otrzymujemy y 2 x1 + C taki, »e y� I1 [ ::: [ Ink = z� I1 [ ::: [ Ink orazy� Ink+1 = uk+1. Przyjmujemy z� I1 [ ::: [ Ink+1 = y� I1 [ ::: [ Ink+1. Warun-ki 1. i 2. s�a w o
zywisty sposób speªnione.Z warunku 1. i z domkni�eto±
i zbioru C otrzymujemy, »e z 2 x1 + C. Zkolei z warunku 2. dla niesko«
zenie wielu n mamy:z� In 62 sn + Jnzatem (z de�ni
ji zbioru F ) otrzymujemy z 2 x + F = x+ (2!nA). St�ad:z 2 (x1 + C)n(x + A)3.2.2 Wspóª
zynnik przesuwalno±
i ideaªu miary na prostejOkazuje si�e, »e równie» na prostej rze
zywistej wspóª
zynnik przesuwalno±
iwynosi 2.Zasadni
z�a 
z�e±¢ dowodu przeprowadzimy pra
uj�a
 w zbiorze (0; 1℄ z do-dawaniem modulo 1. Na potrzeby dowodu umówmy si�e, »e je»eli mowa jest21



o rozwini�e
iu dwójkowym li
zby rze
zywistej, to - o ile wyra¹nie nie za-zna
zono ina
zej - mamy na my±li takie rozwini�e
ie dwójkowe, w którymwyst�epuje niesko«
zenie wiele jedynek. Rozwini�e
ia takie nazywa¢ b�edziemyniesko«
zonymi; rozwini�e
ia zawieraj�a
e od pewnego miejs
a same zera nazy-wa¢ b�edziemy sko«
zonymi. B�edziemy uto»samia¢ li
zb�e z jej rozwini�e
iemdwójkowym (niesko«
zonym), to zna
zy z 
i�agiem zero-jedynkowym okre±lo-nym na zbiorze !nf0g. W sz
zególno±
i w odniesieniu do rozwini�e¢ dwój-kowy
h li
zb z (0; 1℄ stosowa¢ b�edziemy ozna
zenia typowe dla zbioru Canto-ra (np. przez [s℄ ozna
za¢ b�edziemy zbiór li
zb, który
h rozwini�e
ia dwójkoweza
zynaj�a si�e od sko«
zonego 
i�agu s).Przez � (lub 
zasem �1) ozna
za¢ b�edziemy miar�e Lebesgue'a na (0; 1℄.Przez �2 i �3 ozna
zymy miar�e Lebesgue'a odpowiednio na (0; 1℄2 i (0; 1℄3.Zanim przyst�apimy do dowodu wªa±
iwego twierdzenia, poka»emy kilkaprosty
h faktów, z który
h b�edziemy korzysta¢.Stwierdzenie 3.11. Nie
h K = (a; b) � R. Rozwa»my niepusty zbiór mierzal-ny X � K miary dodatniej. Istnieje x 2 X taki, »e:dist(x;RnK) ­ �(X)3Dowód. W prze
iwnym wypadku mieliby±myX � [a; a+ �(X)3 )[(b� �(X)3 ; b℄.Ale wtedy za
hodziªaby nierówno±¢ �(X) ¬ 23�(X) - sprze
zno±¢.De�ni
ja 3.3. Nie
h S b�edzie li
zb�a tak�a, »e 0 < S ¬ 1. Powiemy, »e zbiórX � (0; 1℄ jest S-okresowy, gdy8x 2 (0; 1℄ x 2 X , x+ S 2 XOdnotujmy proste wªasno±
i zbiorów okresowy
h:Stwierdzenie 3.12. Nie
h A;B � (0; 1℄ b�ed�a zbiorami S-okresowymi dlapewnego S > 0. Wtedy nast�epuj�a
e zbiory s�a S-okresowe:1. (0; 1℄nA; (0; 1℄nB;2. A \B; A [ B;3. x+ A; x+B dla dowolnego x 2 (0; 1℄.22



Wprowad¹my jesz
ze nast�epuj�a
e ozna
zenie: je»eli I � !nf0g jest zbioremsko«
zonym, a J � 2I , to przez eJ ozna
za¢ b�edziemy zbiór fx 2 (0; 1℄ :x� I 2 Jg.Stwierdzenie 3.13. Przy powy»szy
h ozna
zenia
h zbiór posta
i eJ jest12(min I�1) okresowy.Dowód. Zauwa»my, »e li
zba 12(min I�1) ma w rozwini�e
iu dwójkowym sko«
-zonym po
z�awszy od miejs
a (min I) same zera. Przynale»no±¢ do zbioru eJrozstrzyga si�e wyª�a
znie na miejs
a
h w rozwini�e
iu o numera
h z I, zatemdodanie li
zby 12(min I�1) na ni�a nie wpªywa.Stwierdzenie to mo»na 
z�e±
iowo odwró
i¢:Stwierdzenie 3.14. Je»eli zbiór jest 12m okresowy, to przynale»no±¢ li
zbydo tego zbioru nie zale»y od m pierwszy
h miejs
 po prze
inku jej rozwini�e
iadwójkowego.Dowód. Dodaj�a
 do dowolnej li
zby x li
zb�e12m = 0; 0000:::(m� 1 zer):::0100(0):::zmieniamy 
i�ag x� f1; :::; mg na kolejny, w sensie porz�adku leksykogra�
znego,element zbioru 2f1;:::;mg, natomiast pozostaªe 
yfry rozwini�e
ia x pozostaj�abez zmian. Zatem dodaj�a
 odpowiedni�a ilo±¢ razy li
zb�e 12m , mo»emy uzyska¢dowolny przebieg x na pierwszy
hmmiejs
a
h z za
howaniem przynale»no±
ido zbioru.Twierdzenie 3.15. �(N ((0; 1℄)) = 2Dowód. Dowód rozpo
zniemy od nast�epuj�a
ego lematu (por. lemat 3.4):Lemat 3.5. Nie
h J 0 b�edzie borelowskim podzbiorem (0; 1℄. Przyjmijmy oz-na
zenie Æ = 1 � �(J 0); we¹my " takie, »e Æ2 < ". Nie
h S = fht1; t2i 2(0; 1℄2 : �((t1 + J 0) [ (t2 + J 0)) > 1� "g. Wtedy zbiór S jest mierzalny i�2(S) ­ 1� Æ2" :23



Dowód. Nie
h Z = fhz; t1; t2i 2 (0; 1℄3 : z 2 (t1+J 0)[(t2+J 0)g. Zauwa»my,»e Z = Z1 [ Z2, gdzie:Zi = fhz; t1; t2i : z � ti 2 J 0g; i = 1; 2Zbiór Zi jest borelowski jako prze
iwobraz zbioru borelowskiego J 0 wzgl�edemfunk
ji 
i�agªej (odejmowania) pomno»ony kartezja«sko przez (0; 1℄. Widzimywi�e
, »e Z jest borelowski. Zauwa»my jesz
ze, »e S = fht1; t2i : �((Z)ht1;t2i) >1� "g, zatem S jest mierzalny.Poka»emy, »e �3(Z) = 1 � Æ2. W tym 
elu ustalmy dowolne z 2 (0; 1℄.Widzimy, »e:(Z)z = fht1; t2i : z 2 t1+J 0 _ z 2 t2+J 0g = fht1; t2i : t1 2 z�J 0 _ t2 2 z�J 0gZatem(0; 1℄2n(Z)z = fht1; t2i : t1 62 z � J 0 ^ t2 62 z � J 0g = (z � (0; 1℄nJ 0)2Widzimy st�ad, »e dla dowolnego z 2 (0; 1℄ �2((Z)z) = 1� Æ2, 
zyli �3(Z) =1� Æ2. Z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy:1� Æ2 = �3(Z) = ZS �((Z)ht1;t2i)d�2 + Z(0;1℄2nS �((Z)ht1;t2i)d�2Mamy: ZS �((Z)ht1;t2i)d�2 ¬ �2(S)oraz Z(0;1℄2nS �((Z)ht1;t2i)d�2 ¬ (1� ")(1� �2(S))Zatem: 1� Æ2 ¬ �2(S) + (1� ")(1� �2(S))St�ad po ªatwy
h przeksztaª
enia
h otrzymujemy:�2(S) ­ 1� Æ2" :Ustalmy podziaª zbioru !nf0g na kolejne, rozª�a
zne przedziaªy sko«
-zone In : n > 0, takie, »e jInj = 2n+3. Zauwa»my, »e wtedy speªnione s�anierówno±
i: 24



� 12jInj < 1n5� 12jInj ¬ 112( 1n2 � 1n5 ) dla n > 1Dla ka»dego n > 0 wybierzmy Jn � 2In tak, by:1� 1n2 + 1n5 > jJnj2jInj > 1� 1n2 :Dodatkowo za»�adajmy, by zbiór Jn skªadaª si�e z pierwszy
h jJnj kolejny
h(w sensie porz�adku leksykogra�
znego na 2In) elementów zbioru 2In.ZbiórA okre±lamy nast�epuj�a
o: bierzemy F = Tm Sn>m((0; 1℄nfJn) i kªadziemyA = (0; 1℄nF . 1 O
zywi±
ie �(F ) = 0, zatem A 2 N �.Poka»emy, »e dla dowolnego zbioru B 2 N � istniej�a li
zby x1; x2 takie,»e: 8x 2 (0; 1℄ (x1 +B) [ (x2 +B) 6� (x + A)W tym 
elu we¹my zbiór domkni�ety C miary dodatniej taki, »e C � BnQ .Skonstruujemy x1; x2 2 (0; 1℄ takie, »e:8x 2 (0; 1℄ (x1 + C) [ (x2 + C) 6� (x + A):Podobnie jak dowodzie dla 2! bez zmniejszenia ogólno±
i zakªadamy, »edla ka»dego zbioru otwartego U � (0; 1℄ mamy �(U \ C) > 0 _ U \ C = ;.Zauwa»my jesz
ze, »e w tej sytua
ji dla ka»dego s 2 2<! mamy �([s℄\C) >0 _ [s℄ \C = ;. Zbiór [s℄ nie jest 
o prawda otwarty w (0; 1℄, ale jest posta
i(p; q℄, gdzie p; q 2 Q . Zatem je»eli (p; q℄ \ C 6= ;, to (p; q) \ C 6= ;, gdy»C \ Q = ;.Przyjmijmy ozna
zenia:� �n = 1� �(fJn)� "n = 14�nInduk
yjnie okre±limy:1. �
i±le rosn�a
y 
i�ag li
zb naturalny
h hnk : k 2 !i.2. Zbiory J 0nk � 2Ink takie, »e dla ka»dego x 2 C i s 2 J 0nk+1 istnieje y 2 Ctakie, »e y� I1 [ ::: [ Ink = x� I1 [ ::: [ Ink ^ y� Ink+1 = s.1Zauwa»my, »e zbiór A jest tym samym zbiorem 
o zbiór u»yty w dowodzie dla 2!, oile uto»samimy elementy (0; 1℄ z 
i�agami zero-jedynkowymi.25



3. Zbiory Sk � (0; 1℄2 takie, »e �2(Sk) > 1� 14k+1 oraz8ht1; t2i 2 Sk �((t1 +gJ 0nk) [ (t2 +gJ 0nk)) > 1� "nk :Uwaga. Warunek 2. gwarantuje nam, »e dla dowolnego wyboru uk 2 J 0nkistnieje 
 2 C taki, »e 8k 2 ! 
� Ink = ukIstotnie: korzystaj�a
 z warunku 2. mo»emy skonstruowa¢ 
 2 C induk
yjnie.Maj�a
 okre±lone 
� I1;[::: [ Ink 2 C� I1;[::: [ Ink dla pewnego k 2 ! pa-trzymy na Ink+1. Wiemy, »e 
� I1;[::: [ Ink = d� I1;[::: [ Ink dla pewnegod 2 C. Zatem, z warunku 2. 
i�ag 
� I1;[::: [ Ink mo»emy przedªu»y¢ na Ink+1zgodnie z uk+1 tak, by dla pewnego d0 2 C za
hodziªo 
� I1;[::: [ Ink+1 =d0� I1;[::: [ Ink+1. Z domkni�eto±
i zbioru C dostajemy, »e 
 2 C.Przypu±¢my, »e mamy okre±lone ni; J 0ni; Si; dla i ¬ k. Popatrzmy naC� I1 [ ::: [ Ink - (sko«
zony!) zbiór ob
i�e¢ elementów C do przedziaªu I1 [::: [ Ink . Nie
h t b�edzie li
zb�a elementów tego zbioru, mo»emy wi�e
 napisa¢,»e C� I1 [ ::: [ Ink = fs1; :::stg. Z naszy
h zaªo»e« o zbiorze C wiemy, »e dlaka»dego s 2 C� I1 [ ::: [ Ink zbiór [s℄\C ma miar�e dodatni�a. Post�epuj�a
 ana-logi
znie jak w dowodzie dla 2!, z twierdzenia Lebesgue'a o g�esto±
i znajduje-my l > nk oraz rs � s dla ka»dego s 2 C� I1 [ ::: [ Ink , dom(rs) = I1[ :::[Il,o tej wªasno±
i, »e zbiórP = 2I1[:::[Il � t\i=1fx� (jrsij; !) : rsi � x 2 Cg � (0; 1℄ma miar�e dodatni�a. Dla m > l patrzymy na zbioryJ 0m = fx� Im : x 2 PgMamy: P � fx 2 (0; 1℄ : 8m > l x� Im 2 J 0mgzatem zbiór po prawej stronie ma miar�e dodatni�a, st�ad:Ym �(gJ 0m) > 0:Przyjmijmy ozna
zenie Æm = 1� �(gJ 0m), mamy wtedy:Ym (1� Æm) > 0:26



�atwo pokaza¢, »e Ym (1� 12k+3s 1m2 � 1m5 ) = 0;a zatem dla niesko«
zenie wielu m 2 ! za
hodzi:(1� Æm) > (1� 12k+3s 1m2 � 1m5 ):Za nk+1 bierzemy pierwsze takie m > l. Nietrudno sprawdzi¢, »e zbiór J 0nk+1speªnia warunek 2.Zauwa»my, »e speªniona jest nierówno±¢:1� Ænk+1 > (1� 12k+3s 1nk+12 � 1nk+15 );a wi�e
: Æ2nk+1 < 14k+3 ( 1nk+12 � 1nk+15 ):Z kolei zbiór Jnk+1 wybrali±my tak, »e je»eli przyjmiemy �nk+1 = 1��(℄Jnk+1)to mamy: 1nk+12 � 1nk+15 < �nk+1:Po pomno»eniu obu stron przez 14k+3 mamy:14k+3 ( 1nk+12 � 1nk+15 ) < �nk+14k+3 :Ostate
znie: Æ2nk+1 < 14k+3 ( 1nk+12 � 1nk+15 ) < �nk+14k+3 ;
zyli Æ2nk+1�nk+1 < 14k+3 :Równowa»nie: Æ2nk+114�nk+1 < 14k+2 :27



Przyj�eli±my "nk+1 = �nk+14 , zatem mamy:Æ2nk+114�nk+1 = Æ2nk+1"nk+1 < 14k+2 :W sz
zególno±
i Æ2nk+1 < "nk+14 . Z lematu 3.5 naty
hmiast otrzymujemyszukany zbiór Sk+1 = fht1; t2i : �((t1 +℄J 0nk+1) [ (t2 +℄J 0nk+1)) > 1� "nk+1g �(0; 1℄2. Tym samym konstruk
j�e mo»emy uzna¢ za zako«
zon�a.Zauwa»my, »e skoro �2(Sk) > 1� 14k+1 , to Tk Sk 6= ;. We¹my x1; x2 takie,»e hx1; x2i 2 Tk Sk. Sprawdzimy, »e8x 2 (0; 1℄ (x1 + C) [ (x2 + C) 6� (x + A):W tym 
elu we¹my dowolny x 2 (0; 1℄. Z warunku 3. i z faktu, »e hx1; x2i 2 Skoraz �(gJnk)) = 1� �nk < 1� "nk widzimy, »e dla ka»dego k 2 !(x1 +gJ 0nk) [ (x2 +gJ 0nk) 6� x+gJnk :Ponadto wiemy, »e �((x1+gJ 0nk)[ (x2 +gJ 0nk)) ­ 1� "nk a z drugiej strony�(x+gJnk) = 1� �nk . Widzimy zatem, »e�((x1 +gJ 0nk) [ (x2 +gJ 0nk)) n (x+gJnk)) ­ (1� "nk)� (1� �nk) = �nk � "nk:Zatem dla ka»dego k 2 ! za
hodzi:�((x1 +gJ 0nk)) n (x+gJnk)) ­ �nk � "nk2lub �((x2 +gJ 0nk)) n (x+gJnk)) ­ �nk � "nk2 :Bez zmniejszenia ogólno±
i zakªadamy, »e dla niesko«
zenie wielu k 2 !za
hodzi przypadek pierwszy. Ozna
zmy przez U � ! zbiór taki
h k. Skon-struujemy z 2 C taki, »e x1 + z 62 x + A. W tym 
elu dla ka»dego k 2 Uwybierzemy vk 2 (0; 1℄ tak, by x1 + vk 2 (x1 +gJ 0nk)n(x+ gJnk).Zauwa»my, »e poniewa» zbiory (x�x1)+gJnk igJ 0nk s�a 12jI1[:::[Ink�1j okresowe,to powy»sza wªasno±¢ li
zby vk nie zale»y od jej miejs
 po prze
inku o numer-a
h mniejszy
h od min Ink . Z kolei je»eli odlegªo±¢ vk od zbioru (x�x1)+gJnkjest dodatnia, to wªasno±¢ ta nie zale»y od odpowiednio daleki
h miejs
 po28



prze
inku. Poka»emy, »e vk mo»na wybra¢ tak, by numery "istotny
h" dlatej wªasno±
i miejs
 po prze
inku nale»aªy do Ink . W tym 
elu wystar
zywybra¢ vk tak, by dist(vk; (x� x1) +gJnk) > 12jI1[:::[Ink j . Poka»emy, »e jest tomo»liwe.Spójrzmy na zbiór gJnk . Jak zauwa»yli±my jest on okresowy o okresie12jI1[:::[Ink�1j . Poniewa» elementy zbioru Jnk byªy wybrane jako kolejne wporz�adku leksykogra�
znym, to przedziaª (0; 1℄ mo»na podzieli¢ na 2jI1[:::[Ink�1jprzedziaªów posta
i [s℄ = (ps; qs℄ dla s 2 2I1[:::[Ink�1 tak, »e istniej�a rs 2(ps; qs) o tej wªasno±
i, »e gJnk \ (ps; qs℄ = (ps; rs℄. Innymi sªowy:gJnk =[s (ps; rs℄; (0; 1℄ngJnk = [s (rs; qs℄:Wiemy, »e �((x1 +gJ 0nk)) n (x+gJnk)) ­ �nk � "nk2 ;zatem równie» �(((x1 � x) +gJ 0nk)) ngJnk) ­ �nk � "nk2 :Zbiór (x1�x)+gJ 0nk jest tak»e 12jI1[:::[Ink�1j - okresowy. Nietrudno równie»zauwa»y¢, »e je±li s; t 2 2I1[:::[Ink�1 to(ps; qs℄ = (pt; qt℄ + i2jI1[:::[Ink�1joraz (rs; qs℄ = (rt; qt℄ + i2jI1[:::[Ink�1jdla pewnego i < 2jI1[:::[Ink�1j.Wynika st�ad, »e dla ka»dy
h s; t 2 2I1[:::[Ink�1 za
hodzi:�([(x1 � x) +gJ 0nk ℄ \ [rs; qs)) = �([(x1 � x) +gJ 0nk ℄ \ [rt; qt)):St�ad otrzymujemy, »e dla dowolnego s 2 2I1[:::[Ink�1 za
hodzi:�([(x1 � x) +gJ 0nk ℄ \ [rs; qs)) ­ �nk � "nk2 12jI1[:::[Ink�1j :Ustalmy dowolne s 2 2I1[:::[Ink�1. Na mo
y stwierdzenia 3.11 istniejevk 2 gJ 0nk taki, »e (x1 � x) + vk 2 (rs; qs) orazdist((x1�x)+vk; (0; 1℄n(rs; qs)) = dist((x1�x)+vk;gJnk) ­ �nk � "nk6 12jI1[:::[Ink�1j :29



Od vk o
zekujemy, »edist((x1 � x) + vk;gJnk) = dist(vk; (x� x1) +gJnk) > 12jI1[:::[Ink j :Wystar
zy zatem pokaza¢, »e�nk � "nk6 12jI1[:::[Ink�1j > 12jI1[:::[Ink j :Równowa»nie: �nk � "nk6 > 2jI1[:::[Ink�1j2jI1[:::[Ink j = 12jInk j :Przypomnijmy, »e mieli±my "nk = 14�nk , zatem w sz
zególno±
i �nk � "nk >�nk2 . St�ad: �nk � "nk6 > �nk12 :Z kolei wiemy, »e �nk ­ 1n2k � 1n5kOstate
znie: �nk � "nk6 > �nk12 ­ 112( 1n2k � 1n5k ) ­ 12jInk j(ostatnia nierówno±¢ wynika z wyboru przedziaªów In).Podsumujmy zatem: dla k 2 U skonstruowali±my vk 2 gJ 0nk tak, »e x1 +vk 62 x +gJnk o tej wªasno±
i, »e dla dowolnego y 2 (0; 1℄ mamy:y� Ink = vk� Ink =) x1 + y 62 x +gJnk :Ale vk� Ink 2 J 0nk , zatem na mo
y uwagi po
zynionej przy konstruk
ji J 0nkistnieje z 2 C takie, »e: 8k 2 U z� Ink = vk� Ink :Widzimy zatem, »e x1+z 2 x1+C, ale dla niesko«
zenie wielu k 2 ! mamy:x1 + z 62 x +gJnk . St�ad:x1 + z 2 (x1 + C) \ (x+ F ) = (x1 + C)n(x+ A);
zyli: (x1 + C) 6� (x + A):30



Wniosek 3.16. �(N (R)) = 2.Dowód. Zauwa»my, »e (0; 1℄ z dodawaniem modulo 1 jest w isto
ie izomor-�
zny z grup�a R=Z. Ponadto je»eli p : R ! R=Z jest naturalnym odw-zorowaniem ilorazowym, to mamy:X 2 N (R=Z) , p�1[X℄ 2 N (R):Dalsza 
z�e±¢ dowodu przeprowadzamy te
hnikami analogi
znymi do dowodutwierdzenia 3.8.
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4 Gªówne twierdzenieTwierdzenie 4.1 (Bartoszy«ski). Nie istnieje addytywna funk
ja Erd�osaSierpi«skiego na 2!.Dowód. Nietrudno zauwa»y¢, »e gdyby istniaªa addytywna funk
ja Erd�osa- Sierpi«skiego na 2!, to mielby±my �(N (2!)) = �(M(2!)). Tym
zasemwiemy, »e �(N (2!)) = 2 (twierdzenie 3.10), a �(M(2!)) ­ !1 (twierdze-nie 3.5).Dowód powy_szego twierdzenia znajduje si�e w pra
y [B℄. Natomiast gªównymrezultatem tej pra
y jest nast�epuj�a
e twierdzenie:Twierdzenie 4.2. Nie istnieje addytywna funk
ja Erd�osa Sierpi«skiego naR.Dowód. Podobnie jak w poprzednim twierdzeniu: �(N (R)) = 2 (wniosek3.16), a �(M(R)) ­ !1 (wniosek 3.9).
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5 Zbiory silnie miary zero, silnie pierwszejkategorii i bardzo pierwszej kategoriiW tym rozdziale poka»emy (przypusz
zalnie nie wyst�epuj�a
�a doty
h
zas wliteraturze) 
harakteryza
j�e zbiorów silnie miary zero. Wy
hodz�a
 od tej
harakteryza
ji przedstawimy propozy
j�e de�ni
ji klasy zbiorów bardzo pier-wszej kategorii. Zbiory bardzo pierwszej kategorii wydaj�a si�e by¢, podob-nie jak zbiory silnie pierwszej kategorii, dobrym odpowiednikiem �-ideaªuzbiorów silnie miary zero.Przypomnijmy na po
z�atek defni
j�e zbioru �uzina i zbioru Sierpi«skiego:De�ni
ja 5.1. Nie
h X b�edzie przestrzeni�a polsk�a z miar�a borelowsk�a.1. L � X jest zbiorem �uzina, gdy jLj > !, ale 8F 2 M(X) jF \Lj ¬ !.2. S � X jest zbiorem Sierpi«skiego, gdy jSj > !, ale 8G 2 N (X) jG \Sj ¬ !.Znany fakt mówi, »e istnienie zbiorów �uzina i Sierpi«skiego jest niesprze
znez ZFC (patrz [BJ℄):Stwierdzenie 5.1. Przy zaªo»eniu CH istnieje zbiór �uzina i zbiór Sier-pi«skiego.5.1 Zbiory silnie miary zeroDe�ni
ja 5.2. Nie
h (X; d) b�edzie przestrzeni�a metry
zn�a o±rodkow�a zu-peªn�a. Mówimy, »e zbiór A � X jest silnie miary zero (ang: strongly null,A 2 SN ((X; d)) lub krótko A 2 SN ), gdy:8("n)n2! 9(In)n2! A � [n2! Ingdzie dla n 2 ! "n > 0, a In jest zbiorem o ±redni
y nie wi�ekszej od "n.Uwaga. W ogólnym przypadku wªasno±¢ by
ia zbiorem silnie miary ze-ro zale»y od metryki na przestrzeni X. Dokªadniej: znany jest przykªadprzestrzeni metry
znej o±rodkowej Y i metryk d1; d2, zadaj�a
yh t�e sam�atopologi�e, taki
h, »e Y 2 SN ((Y; d1)) ale Y 62 SN ((Y; d2)). Niemniej jednakza
hodzi nast�epuj�a
y znany fakt (por. te» lemat 5.2 w dowodzie twierdzenia5.5): 33



Stwierdzenie 5.2. Je»eli X jest przestrzeni�a polsk�a lokalnie zwart�a, toSN (X) nie zale»y od wyboru metryki na X.Dowód. W przestrzeni metry
znej lokalnie zwartej ka»dy punkt ma oto
ze-nie warunkowo zwarte (tzn. takie, »e jego domkni�e
ie jest zwarte). Nie
h Uxb�edzie takim oto
zeniem dla x 2 X. Rozwa»my przeli
zalne podpokry
ie Upokry
ia fUx : x 2 Xg. Nie
h d1; d2 b�eda dwoma metrykami naX. Poka»emy,»e je»eli ' : (X; d1)! (X; d2) jest homeomor�zmem, to8A � X A 2 SN (X), '[A℄ 2 SN (X)Istotnie: '[A℄ = '[ [U2U(U \ A)℄ = [U2U '[U \ A℄Nietrudno zauwa»y¢, »e obraz zbioru silnie miary zero przy funk
ji jed-nostajnie 
i�agªej jest silnie miary zero. Dla ka»dego U 2 U zbiór U jestzwarty, zatem ' � U jest jednostajnie 
i�agªa. Zatem je»eli A 2 SN (X; d1), to'[U \ A℄ 2 SN (X; d2) jako obraz zbioru silnie miary zero wzgl�edem funk
jijednostajnie 
i�agªej. St�ad otrzymujemy, »e '[A℄ 2 SN (X; d2) jako przeli
zal-na suma zbiorów silnie miary zero.De�ni
ja zbiorów silnie miary zero jest klasy
zna; stanowi ona natu-ralne wzmo
nienie de�ni
ji zbioru miary Lebesgue'a zero. Wi�e
ej informa
jina temat zbiorów silnie miary zero znale¹¢ mo»na w ksi�a»
e [BJ℄. Z wieluudowodniony
h tam faktów odnotujmy w tym miejs
u dwa podstawowe:Stwierdzenie 5.3. Zbiory przeli
zalne s�a silnie miary zero.Stwierdzenie 5.4. Zbiory silnie miary zero tworz�a �-ideaª.Twierdzenie Galvina-My
ielskiego-Solovaya pozwala poda¢ inn�a 
harak-teryza
j�e zbiorów silnie miary zero (por. [GMS℄):Twierdzenie 5.5 (Galvin-My
ielski-Solovay). Nie
h G b�edzie dowoln�alokalnie zwart�a grup�a polsk�a.X 2 SN , 8D 2 M� 9t 2 G X � tD34



Uwaga. Twierdzenie Galvina-My
ielskiego-Solovaya na ogóª formuªowanejest dla G = R lub G = 2!. Mo»na je sformuªowa¢ w wi�ekszej ogólno±
i -tak jak wy»ej. Poniewa» - jak si�e wydaje - w literaturze nie wyst�epuje onow tej formie, poni»ej przedstawiamy jego ogólny dowód, oparty na dowodzieMillera dla prostej (opublikowanym w artykule [M℄).Dowód. Dowodzimy implika
ji "(". Na potrzeby tej 
z�e±
i dowodu ustalmyna G metryk�e lewo-przesuwaln�a - jest to mo»liwe na mo
y twierdzenia Birk-ho�a-Kakutaniego (twierdzenie 3.2). Metryka ta nie musi by¢ zupeªna, le
zprzy dowodze tej implika
ji z zupeªno±
i nie b�edziemy korzysta¢.Nie
h X b�edzie taki, »e 8D 2 M� 9t 2 G X � tD. We¹my dowolny 
i�ag("n)1n=0. Nie
h fqi : i 2 !g b�edzie numera
j�a przeli
zalnego zbioru g�estego.Nie
h In = B(qn; "n). Zbiór Sn In jest otwarty i g�esty, wi�e
 z zaªo»enia istniejet 2 G takie, »e X � t(Sn In) = SnB(tqn; "n).Na potrzeby dalszej 
z�e±
i dowodu ustalmy na G metryk�e zupeªn�a (nieko-nie
znie przesuwaln�a). Dowód implika
ji ")" rozpo
zniemy od nast�epuj�a
egolematu:Lemat 5.1. Nie
h D b�edzie zbiorem domkni�etym brzegowym, K; J - zbiora-mi otwartymi warunkowo zwartymi. Wtedy istniej�a " > 0 oraz F - sko«
zonarodzina zbiorów otwarty
h zawarty
h w J takie, »e dla dowolnego zbioru ot-wartego I � K o ±redni
y mniejszej od " istnieje J 0 2 F taki, »e:(J 0 I) \D = ;Dowód. We¹my dowolny x 2 K. Istnieje y 2 J taki, »e yx 2 GnD, gdy»w prze
iwnym wypadku mieliby±my Jx � D a D jest zbiorem brzegowym.Zbiór GnD jest otwarty, wi�e
 (korzystaj�a
 z 
i�agªo±
i dodawania) znajdziemyoto
zenie otwarte (w G) Ix punktu x oraz oto
zenie otwarte Jx � J punktuy takie, »e Jx Ix \D = ;Rodzina fIx : x 2 Kg stanowi otwarte pokry
ie K, zatem mo»emy wybra¢z niej podpokry
ie sko«
zone. We¹my wi�e
 fx1; x2; :::xng takie, »e K �Snk=1 Ixk . Za " przyjmujemy li
zb�e Lebesgue'a pokry
ia fIxk : k = 1; 2:::ng aza F rodzin�e fJxk : k = 1; 2:::ng.We¹my teraz dowolny zbiór otwarty I � K o ±redni
y mniejszej od ". Zwyboru " istnieje k ¬ n takie, »e I � Ixk . Ale dla Ixk dobrali±my Jxk 2 Ftak by Jxk Ixk \D = ;35



Tym bardziej wi�e
 (Jxk I) \D = ;Potrzebny b�edzie nam równie» nast�epuj�a
y fakt:Lemat 5.2. Je»eli G jest grup�a polsk�a lokalnie zwart�a, to �-ideaª SN (G)jest (obustronnie) przesuwalny i symetry
zny.Dowód. Analogi
znie do dowodu stwierdzenia 5.2 - przesuni�e
ia i symetries�a homeomor�zmami.Dowodzimy teraz twierdzenia. W pierwszym kroku ustalmy U - warunk-owo zwarte oto
zenie elementu neutralnego e. Podobnie jak w dowodzie os-tatniego lematu mo»emy znale¹¢ przeli
zalny zbiór H � G tak, by G =Sx2H Ux. Bez zmniejszenia ogólno±
i zakªadamy, »e H jest podgrup�a G.We¹my X 2 SN oraz D 2 M�(G) \ GÆ. Bez ograni
zenia ogólno±
izakªadamy, »e X = XH oraz D = DH (w razie potrzeby kªadziemy X 0 � Xzde�niowane jako X 0 = XH oraz D0 � D D0 = Ty2H(Dy)). Dla dalszy
hrozwa»a« klu
zowa b�edzie nast�epuj�a
a prosta obserwa
ja:Wystar
zy znale¹¢ t 2 G tak, by:(X \ U) � tD \ URze
zywi±
ie: X � tD , 8y 2 H (X \ Uy) � tD \ Uy. Ale poniewa»zarówno X jak i D s�a niezmienni
ze na prawe przesuni�e
ia o elementy z H,mno»�a
 z prawej strony przez y�1 otrzymujemy:(X \ Uy) � tD \ Uy , X \ U � tD \ UZnajdziemy t tak, by X\U � tD. W tym 
elu zapiszmy GnD jako Sn Fn,Fn � Fn+1. Stosuj�a
 lemat 5.1 konstruujemy drzewo T � !<! oraz Js, "s dlas 2 T takie, »e:1. "s > 02. Js_n jest otwartym podzbiorem Js3. 8s 2 T; jsj = n 8I � U diam(I) < "s 9m (Js_m I) \ Fn = ;36



Konstruk
j�e t�e ªatwo wykona¢ stosuj�a
 w s-tym kroku lemat dla K = U , J =Js, D = Fjsj. Zwró¢my jesz
ze uwag�e, »e drzewo T ma sko«
zone poziomy,mo»emy zatem wzi�a¢ Æn = minf"s : jsj = ng > 0. Poniewa» X \ U 2 SN toistnieje taka rodzina fIn : n 2 !g taka, »e 8n In � U & diam(In) < Æn orazX \ U � \m [n>m InKorzystaj�a
 z wªasno±
i 1.-3. drzewa T znajdujemy f - niesko«
zon�a gaª�a¹w T tak�a, »e: 8n 2 ! (Jf�(n+1) In) \ Fn = ;We¹my t 2 G takie, »e t�1 2 Tn Jf�n. Ch
emy sprawdzi¢, »e X \U � tD,
zyli: t�1(X \ U) \ (GnD) = ;W tym 
elu wystar
zy8k 2 ! t�1(\m [n>m In) \ Fk = ;Nie
h y 2 t�1(Tm Sn>m In). Wtedy 91n y 2 t�1In. Ale t�1 2 Jf�(n+1) a(Jf�(n+1) In) \ Fn, zatem dla niesko«
zenie wielu n mamy: t�1y 62 Fn. Skorojednak 
i�ag Fk byª rosn�a
y, ozna
za to, »e 8k t�1y 62 Fk. Mamy zatemt�1(X \ U) \ (GnD) = ;
zyli (X \ U) � tDTwierdzenie Galvina-My
ielskiego-Solovaya 
harakteryzuje wi�e
 zbiorySN jako takie, które mo»na przykry¢ przesuni�e
iem dowolnego zbioru rezid-ualnego. Poka»emy teraz, »e mo»na je równie» s
harakteryzowa¢ jako takiezbiory, które mo»na przykry¢ przeli
zaln�a sum�a przesuni�e¢ zbioru rezidual-nego:Stwierdzenie 5.6. Nie
h G b�edzie dowoln�a lokalnie zwart�a grup�a polsk�a.Wtedy dla X � G mamyX 2 SN , 8D 2 M� 9T 2 [G℄! X � TD37



Dowód. Implika
ja z lewej do prawej strony wynika naty
hmiast z twierdzenia5.5. Implika
ji z prawej do lewej dowodzimy w nast�epuj�a
y sposób:Ustalmy na G metryk�e lewo-przesualn�a (patrz: tw. 3.2). We¹my zbiór Xtaki, »e 8D 2 M� 9T 2 [G℄!X � TD. Sprawdzimy, »e X speªnia de�ni
j�eSN (de�ni
ja 5.2).We¹my 
i�ag ("n)1n=1, "n > 0 dla n > 0. �atwo skonstruowa¢ ±
i±le malej�a
y
i�ag (Æn)1n=1, tak by 
i�agÆ1; Æ2; Æ2; Æ3; Æ3; Æ3; Æ4; Æ4; Æ4; Æ4:::(Æi powtórzone i razy) byª mniejszy "po wspóªrz�edny
h" od 
i�agu"1; "2; "3; "4; "5; "6; "7; "8; "9; "10:::We¹my In = B(qn; Æn), gdzie fqi : i 2 !g jest numera
j�a pewnegoprzeli
zalnego zbioru g�estego w G. We¹my D = Tk Sn>k In. D 2 M�, wi�e
 zzaªo»enia wiemy, »e istniej�a ftk : k 2 !g takie, »e X � Sk2!(tkD). Poniewa»8k D � Sn>k In, wi�e
 X � Sk2!(tk(Sn>k In)) = Sk2! Sn>k(tkIn). Wystar-
zy teraz zauwa»y¢, »e dla danego i w sumie Sk2! Sn>k(tkIn) wyst�epuje 
onajwy»ej i kul o promieniu Æi (dokªadniej: i przesuni�e¢ kuli Ii). Wynika st�ad,»e X mo»emy przykry¢ kulami o promienia
h wyzna
zony
h przez 
i�agÆ1; Æ2; Æ2; Æ3; Æ3; Æ3; Æ4; Æ4; Æ4; Æ4:::a wi�e
 tak»e - z konstruk
ji (Æn)1n=1 - kulami o promienia
h wyzna
zony
hprzez 
i�ag ("n)1n=1.Wniosek 5.7. Nie
h G b�edzie dowoln�a lokalnie zwart�a grup�a polsk�a.X 2 SN (G), [8A 2 M(G) A \X 2 SN (G)℄Dowód. Implika
ja ")" jest o
zywista.Dowodzimy "(" korzystaj�a
 z 
harakteryza
ji ze stwierdzenia 5.6. We¹myX taki, »e 8A � X A 2 M ) A 2 SN . We¹my dowolny zbiór D 2 M�.Poka»emy, »e istnieje T 2 [G℄! taki, »e X � TD. Mamy XnD 2 M(G),zatem z zaªo»enia istnieje S 2 [G℄! taki, »e XnD � SD. Ale wtedy dlaT = S [ feg mamy X � TD.Wniosek ten daje nowy dowód znanego faktu:38



Wniosek 5.8. W grupie polskiej lokalnie zwartej zbiór �uzina jest silniemiary zero.Dowód. Naty
hmiast z poprzedniego wniosku: je»eli L jest zbiorem �uzina,to 8A � L A 2 M) jAj ¬ ! ) A 2 SN5.2 Zbiory silnie pierwszej kategorii i bardzo pierwszejkategoriiW rozdziale tym przedstawimy propozy
j�e de�ni
ji zbiorów bardzo pierwszejkategorii (ang: very meager). Podobnie jak zbiory silnie pierwszej kategoriistanowi�a one w pewnym sensie odpowiednik zbiorów silnie miary zero.Podobnie jak w poprzednim rozdziale, doty
z�a
ym zbiorów silnie miaryzero, postaramy si�e formuªowa¢ rezultaty w do±¢ du»ej ogólno±
i. Gdy nieb�edzie to mo»liwe, przedstawimy wyniki doty
z�a
e konkretnej przestrzeni -naj
z�e±
iej prostej lub zbioru Cantora.Wydaje si�e, »e przyj�eta powsze
hnie de�ni
ja zbiorów silnie pierwszejkategorii ma sens w dowolnej polskiej grupie lokalnie zwartej z miar�a Haara.Przyjmijmy wi�e
 umow�e, »e je»eli nie zazna
zono wyra¹nie w jakiej grupiepra
ujemy, to rezultat jest ogólny tzn. doty
zy dowolnej grupy polskiej lokalniezwartej z miar�a Haara.5.2.1 Zbiory bardzo pierwszej kategorii - de�ni
ja i podstawowewªasno±
iJako odpowiednik zbiorów SN dla kategorii traktuje si�e na ogóª zbiory silniepierwszej kategorii (SM), który
h de�ni
ja po
hodzi od dualnego przefor-muªowania 
harakteryza
ji SN z twierdzenia 5.5:De�ni
ja 5.3. Nie
h G b�edzie grup�a polsk�a lokalnie zwart�a z miar�a Haara.Zbiór X � G jest silnie pierwszej kategorii (ang: strongly meager, X 2SM(G) lub krótko X 2 SM), gdy:8D 2 N � 9t 2 G X � tD
39



Zbiory SM sa to wi�e
 zbiory, które mo»na przykry¢ przesunie
iem dowol-nego zbioru peªnej miary. Fakt, »e ka»dy zbiór przeli
zalny jest silnie pier-wszej kategorii wynika z nast�epuj�a
ego znanego faktu:Stwierdzenie 5.9. Ka»dy zbiór mo
y mniejszej od 
ov(N ) jest silnie pier-wszej kategorii.Niestety, rodzina SM nie musi tworzy¢ �-ideaªu (zob. [BS℄):Twierdzenie 5.10 (Bartoszy«ski - Shelah). Przy zaªo»eniu CH zbiorySM(2!) nie tworz�a �-ideaªu.Zauwa»my jednak, »e problem ten mo»emy omin�a¢, gdy dopu±
imy wmiejs
e jednego przesunie
ia w defnini
ji SM sum�e przeli
zalnie wielu prze-suni�e¢ - przeformuªowuj�a
 dualnie 
harakteryza
j�e ze stwierdzenia 5.6. Wpro-wad¹my nast�epuja
�a de�ni
j�e:De�ni
ja 5.4. Nie
h G b�edzie grup�a polsk�a lokalnie zwart�a z miar�a Haara.Zbiór X � G jest bardzo pierwszej kategorii (ang: very meager, X 2 VM),gdy: 8D 2 N � 9T 2 [G℄! X � TDPoni»sze dwa fakty s�a o
zywistymi konsekwen
jami de�n
ji VM:Stwierdzenie 5.11. Zbiory VM tworz�a przesuwalny �-ideaª.Stwierdzenie 5.12. SM � VMStwierdzenie 5.13. Nie
h G b�edzie grup�a polsk�a lokalnie zwart�a z miar�aHaara. Dla ka»dego zbioru A 2 VM(G) zbiór A�1 speªnia warunek:8D 2 N � 9T 2 [G℄! A�1 � DTW sz
zególno±
i, je»eli G jest grup�a przemienn�a, to VM jest �-ideaªemsymetry
znym, tzn. 8A 2 VM A�1 2 VM40



Dowód. We¹my dowolny zbiór D 2 N �, znajdziemy T - przeli
zalny, taki,»e A�1 � DT . Bez ograni
zenia ogólno±
i zakªadamy, »e D = D�1 (w raziepotrzeby zamiast D rozpatrujemy D0 � D; D0 = D \ D�1). Z zaªo»eniaA 2 VM, wi�e
 istnieje przeli
zalny zbiór T taki, »e A � TD. Wtedy A�1 �(TD)�1 = DT�1.W dalszej 
z�e±
i pra
y poka»emy, »e zbiory VM s�a uniwersalnie pierwszejkategorii (tzn. s�a pierwszej kategorii wzgl�edem dowolnej topologii polskiejdoskonaªej zadaj�a
ej standardowe zbiory borelowskie). W tej 
hwili odnotu-jmy jednak nast�epuj�a
e proste stwierdzenie:Stwierdzenie 5.14. VM �MDowód. We¹my zbiór X 2 VM oraz D 2 N � \M. Wtedy dla pewnegoprzeli
zalnego T mamy: X � TD 2 MStwierdzenie 5.15.X 2 VM, [8A 2 N (G) A \X 2 VM℄Dowód. Analogi
zny do dowodu wniosku 5.7.Wniosek 5.16. Zbiór Sierpi«skiego jest bardzo pierwszej kategorii.Dowód. Analogi
znie do dowodu wniosku 5.8Uwaga. Mo»na równie» pokaza¢, »e ka»dy zbiór Sierpi«skiego w 2! jestsilnie pierwszej kategorii (por. [P℄). Dowód tego faktu jest jednak du»o bardziejskomplikowany.Poniewa» zbiór Sierpi«skiego jest nieprzeli
zalny, widzimy, »e niesprze
znejest istnienie nieprzeli
zalnego zbioru bardzo pierwszej kategorii. Okazujesi�e jednak, »e istnienia takiego podzbioru prostej nie mo»na udowodni¢ wZFC. Mody�kuj�a
 niezna
znie dowód z pra
y [C℄ otrzymujemy nast�epuj�a
etwierdzenie: 41



Twierdzenie 5.17. Nie
h C!2 b�edzie for
ingiem dodaj�a
ym !2 li
zb Co-hena, nie
h G� C!2 generi
 nad V . Wtedy V [G℄ j= VM(R) = [R℄¬!Dowód. Skorzystamy z nast�epuj�a
ego lematu zawartego w pra
y [C℄:Lemat 5.3. Je»eli V j= ZFC oraz 
 jest li
zb�a Cohena nad V , to V [
℄ j="istnieje zbiór D peªnej miary, którego ka»de przesuni�e
ie ma przeli
zalneprze
i�e
ie z R \ V ".Dowodzimy teraz twierdzenia: we¹my X � R; jXj = !1. Poka»emy, »eX 62 VM. Nie
h f
� : � < !2g - li
zby Cohena w V [G℄ dodawane przez C!2 .Ze standardowy
h rozwa»a« wiemy, »e istnieje J � f
� : � < !2g; f
� : � <!2gnJ = f
g taki, »e X 2 V [f
� : � 2 Jg℄. Ale wtedy 
 jest li
zba Cohenanad V [f
� : � 2 Jg℄ oraz V [G℄ = V [f
� : � 2 Jg℄[
℄ Z ostatniego lematuw V [G℄ istnieje zbiór D 2 N �, którego ka»de przesuni�e
ie ma przeli
zalneprze
i�e
ie z R \ V [f
� : � 2 Jg℄ - a wi�e
 i z X. X jest nieprzeli
zalny, zatem8T 2 [R℄! X 6� T +D.Poka»emy teraz, »e zbiory VM na prostej i w zbiorze Cantora s�a 
aªkowi
ieniedoskonaªe. Fakt ten wynika 
o prawda z twierdzenia mówi�a
ego, »e zbioryVM s�a uniwersalnie pierwszej kategorii (tw. 5.28), jednak mo»na go równie»ªatwo wywnioskowa¢ ze znanego twierdzenia Erd�osa-Kunena-Mauldina (zob.[EKM℄, [C℄):Twierdzenie 5.18 (Erd�os-Kunen-Mauldin). Dla ka»dego zbioru dosko-naªego P � 2! (lub odpowiednio P � R) istnieje domkni�ety zbiór H 2 N (2!)(odp. H 2 N (R)) taki, »e 8t 2 2! P \ (t+H) 6= ;.Korzystaj�a
 z twierdzenia 5.18 otrzymujemy naty
hmiast wniosek:Wniosek 5.19. Zbiory SM na prostej i w zbiorze Cantora s�a 
aªkowi
ieniedoskonaªe.Dla pokazania, »e równie» zbiory VM s�a 
aªkowi
ie niedoskonaªe potrze-bujemy jesz
ze nast�epuj�a
ego faktu, udowodnionego przez Carlsona w pra
y[C℄ dla 2! oraz R:Twierdzenie 5.20. Ozna
zmy przez E �-ideaª (podzbiorów prostej lub zbioruCantora) generowany przez zbiory domkni�ete miary zero. Wtedy �(E) ­ !142



Twierdzenie 5.21. Dla ka»dego zbioru doskonaªego P � 2! istnieje zbiórD 2 N �(2!) taki, »e 8T 2 [2!℄! P 6� T +DDowód. We¹my dowolny zbiór doskonaªy P � 2!. Z twierdzenia Erd�osa-Kunena-Mauldina (tw. 5.18) bierzemy H 2 E�(2!) taki, »e 8t 2 2! P 6�t +H. Korzystaj�a
 z ! - przesuwalno±
i E mo»emy znale¹¢ D 2 E� (zatemw sz
zególno±
i D 2 N �) taki, »e 8T 2 [2!℄! 9t 2 2! T +D � t+H. �atwowida¢, »e wtedy 8T 2 [2!℄! P 6� T +D.Uwaga. Analogi
zne rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ dla doskonaªy
hpodzbiorów R.Wniosek 5.22. Zbiory VM na prostej i w zbiorze Cantora s�a 
aªkowi
ieniedoskonaªe.Podrozdziaª ten zako«
zymy faktem pokazuj�a
ym zwi�azek zbiorów bard-zo pierwszej kategorii z badanym w poprzednim rozdziale wspól
zynnikiemprzesuwalno±
i ideaªu miary:Stwierdzenie 5.23. Nie
h G b�edzie grup�a polsk�a lokalnie zwart�a z miar�aHaara. Je»eli w G istnieje zbiór VM, który nie jest SM, to �(N (G)) ¬ !.Dowód. Sprawdzimy, »e �-ideaª N nie jest !-przesuwalny, tzn:9A 2 N 8B 2 N 9T 2 [G℄! 8t 2 GtA 6� \s2T(sB)We¹my X 2 VMnSM. Mamy X 62 SM, wi�e
 znajdzie si�e zbiór A 2 Ntaki, »e 8t 2 G (tA) \X 6= ;We¹my dowolny zbiór B 2 N . Mamy X 2 VM, a zatem9T 2 [G℄! [s2T s(GnB) � XSt�ad z praw de Morgana otrzymujemy:9T 2 [G℄! \s2T sB \X = ;43



Widzimy, »e 8t 2 G (tA) \X 6= ;, a Ts2T (sB) \X = ;. Zatem:8t 2 G (tA) 6� \s2T sB:Uwaga. Przy zaªo»eniu CH w 2! istnieje zbiór bardzo pierwszej kategorii,który nie jest silnie pierwszej kategorii (por. tw. 5.26).5.2.2 Zbiory bardzo pierwszej kategorii, a inne klasy zbiorówmaªy
hw sensie kategoriiPokazali±my dot�ad, »e ka»dy zbiór bardzo pierwszej kategorii jest pierwszejkategorii i »e ka»dy zbiór silnie pierwszej kategorii jest bardzo pierwszej kate-gorii. Odnotujmy na po
z�atek prosty fakt:Stwierdzenie 5.24.� VM(R) 6=M(R)� VM(2!) 6=M(2!)Dowód. We¹my dowolny nieprzeli
zalny zbiór F 2 M \ F�. Zawiera onpodzbiór doskonaªy, zatem F 62 VM, bo zbiory VM s�a 
aªkowi
ie niedoskon-aªe.Bior�a
 pod uwag�e równowa»no±¢ 
harakteryza
ji SN z twierdze« 5.5 oraz5.6, mo»na by o
zekiwa¢, »e równie» SM = VM. Okazuje si�e jednak, »erówno±¢ SM = VM jest niezale»na od ZFC:Stwierdzenie 5.25. Niesprze
zne jest, »e SM(R) = VM(R).Dowód. �atwo zauwa»y¢, »e ka»dy zbiór przeli
zalny jest silnie pierwszejkategorii, zatem mamy: [R℄¬! � SM(R) � VM(R)Pokazali±my(twierdzenie 5.17), »e niesprze
znie [R℄¬! = VM(R). Wtedy jed-nak [R℄¬! = SM(R) = VM(R). 44



Twierdzenie 5.26. (CH) VM(2!) 6= SM(2!)Dowód. Wynika z faktu, »e przy zaªo»eniu CH zbiory SM(2!) nie tworz�asigma-ideaªu ([BS℄).De�ni
ja 5.5. Nie
h X bedzie dowoln�a doskonaª�a przestrzeni�a polsk�a. ZbiórA � X jest uniwersalnie pierwszej kategorii (A 2 UM), gdy dla dowolnegoborelowskiego izomor�zmu f : X ! X za
hodzi: f [A℄ 2 M(X)Korzysta¢ b�edziemy z nast�epuj�a
ej 
harakteryza
ji zbiorów UM (patrz:[Z℄):Twierdzenie 5.27 (Zakrzewski). Nast�epuj�a
e warunki s�a równowa»ne:(i) X 2 UM(ii) dla dowolnej doskonaªej przestrzeni polskiej Y i dowolnego B � Y :Je»eli istnieje 
i�agªa i ró»nowarto±
iowa funk
ja f : B ! X, to B 2 M(Y ).Zmierza¢ b�edziemy teraz do pokazania, »e na prostej i w zbiorze Cantoraka»dy zbiór bardzo pierwszej kategorii jest uniwersalnie pierwszej kategorii.Dowód w zna
znej mierze oparty b�edzie na dowoda
h twierdze« A. Nowi-ka, z który
h w sz
zególno±
i wynika, »e SM � UM (por. [NW℄ i [NSW℄).Twierdzenia udowodnione przez Nowika s�a w rze
zywisto±
i mo
niejsze; zdrugiej strony operuj�a one pewnymi dodatkowymi de�ni
jami klas maªy
hzbiorów. Ch
�a
 unikn�a¢ wnikania w tego typu niuanse zaprezentuj�e komplet-ny dowód inkluzji VM � UM. Cz�e±¢ rozumowania po
hodz�a
�a z dowoduNowika uj�a¢ mo»na w nast�epuj�a
y lemat (por. [NW℄):Lemat 5.4 (Nowik). Nie
h X b�edzie doskonaª�a przestrzeni�a polsk�a. Za-ªó»my, »e zbiór A � X speªnia warunek:(N) Dla ka»dego 
i�agu zbiorów doskonaªy
h fQn : n 2 !g istnieje 
i�agzbiorów domkni�ety
h fFm : m 2 !g taki, »e A � Sm Fm, ale 8n;m 2 ! Qn 6�FmWtedy A jest uniwersalnie pierwszej kategorii.Dowód. (por. Fakt 5 w pra
y [NW℄) We¹my zbiór A speªniaj�a
y warunekN, sprawdzimy warunek z twierdzenia 5.27. W tym 
elu we¹my dowoln�a45



ró»nowarto±
iow�a i 
i�agª�a funk
j�e f : B ! A, gdzie B jest podzbioremdoskonaªej przestrzeni polskiej Y , poka»emy, »e B 2 M(Y ). Nie
h fUn : n 2!g b�edzie przeli
zaln�a baz�a topologii w Y . Nie
h J = fm 2 ! : jUm \ Bj >!g. Poniewa» f jest ró»nowarto±
iowa, to dla n 2 J mamy jf [Un \ B℄j >!. Mo»emy zatem znale¹¢ doskonaªy zbiór Qn � f [Un \ B℄. Z warunku Nistniej�a zbiory domkni�ete fFm : m 2 !g takie, »e A � Sn Fn ale 8m 2! 8n 2 J Qn 6� Fm. Spójrzmy na f�1[Fm℄. Poniewa» f jest funk
j�a 
i�agª�a,to s�a to zbiory domkni�ete w B. Mo»emy wi�e
 znale¹¢ zbiory fKm : m 2 !g- domkni�ete w 2! takie, »e f�1[Fm℄ = B \ Km. Zwró¢my jesz
ze uwag�e, »eB � SmKm, dlatego, »e A � Sm Fm. Rozpatrzmy dwa przypadki:1. 8m 2 ! jint(Km) \ Bj ¬ !.W tym przypadku B � Sm[(int(Km) \ B) [ (Kmnint(Km))℄ 2 M.2. 9m0 jint(Km0) \ Bj > !W tym przypadku B musi mie¢ nieprzeli
zalne prze
i�e
ie z pewnymzbiorem bazowym Un0 zawartym w int(Km0): jUn0 \ Bj > ! ^ Un0 �int(Km0). Wynika st�ad, »e n0 2 J , zatem dla n0 wybrali±my zbiórdoskonaªyQn0 � f [Un0 \ B℄. Mamy wi�e
 Un0\B � Km0\B = f�1[Fm0 ℄a st�ad Qn0 � f [Un0 \ B℄ � f [f�1[Fm0 ℄ = Fm0 = Fm0 . OtrzymujemyQn0 � Fm0 - sprze
zno±¢ z warunkiem N, zatem przypadek ten nigdynie za
hodzi.Twierdzenie 5.28. Za
hodz�a inkluzje:� VM(2!) � UM(2!)� VM(R) � UM(R)Dowód. (por. Twierdzenie 9 w pra
y [NSW℄.) Korzystaj�a
 z lematu 5.4musimy sprawdzi¢, »e ka»dy zbiór A 2 VM speªnia warunek N. W tym 
eluwe¹my A 2 VM oraz 
i�ag zbiorów doskonaªy
h fQn : n 2 !g. Korzystaj�a
z twierdzenia Erd�osa - Kunena - Mauldina (tw. 5.18) do ka»dego zbioru Qndobieramy zbiór Hn 2 N taki, »e Qn + Hn = 2!. Zbiór SnHn jest miaryzero, wi�e
 istnieje G 2 N \ GÆ(2!) taki, »e SnHn � G. Spójrzmy na zbiórF = 2!nG. F 2 N �, wi�e
 z de�ni
ji VM istnieje zbiór ftk : k 2 !g taki, »eA � Sk(tk+F ). Dla ka»dego k zbiór (tk+F ) jest typu F�, wi�e
 ªatwo dobra¢zbiory domkni�ete Fm tak by A � Sm Fm oraz 8m 9k Fm � (tk + F ).46



Sprawdzimy, »e zbiory Fm speªniaj�a warunek N. We¹my Qn; Fm, przy-pu±¢my, »e Qn � Fm. Do Qn dobrali±my zbór Hn tak, by 8t 2 2! (t+Hn)\Qn 6= ;. Ale Hn � G, wi�e
 8t 2 2! (t + G) \ Qn 6= ;. Przypu±
ili±my,»e Qn � Fm, zatem równie» 8t 2 2! (t + G) \ Fm 6= ;. Ale zbiory Fmbyªy wybrane tak, »e dla Fm istnieje takie tk, »e Fm � tk + (2!nG) 
zyli(tk +G) \ Fm = ; - sprze
zno±¢.Okazuje si�e jednak, »e mo»na (pra
uj�a
 w ZFC) poda¢ przykªad zbioru,ktory jest uniwersalnie pierwszej kategorii, ale nie jest bardzo pierwszej kate-gorii. Dowód oparty jest na dowodzie twierdzenia E. Grzegorka, mówi�a
ego,»e istnieje zbiór uniwersalnie miary zero, który nie jest silnie miary zerooraz na (niepublikowanej) mody�ka
ji tego dowodu, dokonanej przez P. Za-krzewskiego, w 
elu uzyskania faktu dualnego: istnieje zbiór uniwersalnie pier-wszej kategorii, który nie jest silnie pierwszej kategorii.Twierdzenie 5.29. Istnieje zbiór A � 2! taki, »e A 2 UM(2!), ale A 62VM(2!)Dowód. Skonstruujemy zbiór F � 2! � 2! : F 2 UMnVM. Szukany A �2! otrzymamy za pomo
�a standardowego uto»samienia  : 2! � 2! ! 2!okre±lonego wzorem: (x; y)(n) = ( x(n2 ) dla n parzysty
hy(n�12 ) dla n nieparzysty
h�atwo zauwa»y¢, »e  jest homeomor�zmem za
howuj�a
ym miar�e i izomor-�zmem grup, zatem przeprowadza zbiory VM na zbiory VM, a zbiory UMna zbiory UM.Korzystamy z faktu udowodnionego przez Grzegorka ([G1℄, [G2℄): istniejezbiór UM równoli
zny z pewnym zbiorem drugiej kategorii.Nie
h F : A ! B b�edzie bijek
j�a mi�edzy zbiorem A � 2!; A 62 Mi zbiorem B � 2!; B 2 UM. Twierdz�e, »e F � 2! � 2! jest szukanymzbiorem.Mamy F 2 UM, gdy» w prze
iwnym przypadku (twierdzenie 5.27) dlapewnej przestrzeni Y i pewnego zbioruC � Y C 62 M(Y ) istniaªaby ró»nowarto±-
iowa funk
ja borelowska f : C ! F . Ale wtedy funk
ja g = �2Æf prze
zyªa-by temu, »e B 2 UM.Aby pokaza¢, »e F 62 VM sprawdzimy, »e rzut zbioru VM jest VM. (Ztego naty
hmiast wyniknie teza, gdy» �1[F ℄ = A 62 M).47



W tym 
elu we¹my dowolny X 2 VM(2! � 2!) oraz D 2 N �(2!).Sprawdzimy, »e �1[X℄ � T+D dla pewnego zbioru przeli
zalnego T . Spójrzmyna zbiór D0 = D � 2! � 2! � 2!. Widzimy, »e D0 2 N �(2! � 2!), aX 2 VM(2! � 2!), wi�e
 istniej�a takie hxi; yii 2 2! � 2!; i 2 !, »e X �Si(hxi; yii + D0). Ale hxi; yii + D0 = hxi; 0i + D0 = (xi + D) � 2!, wi�e
�1[X℄ � Si(xi +D).5.2.3 Inne 
harakteryza
je zbiorów bardzo pierwszej kategoriiStwierdzenie 5.30. Zbiór A � G jest bardzo pierwszej kategorii, wtedy itylko wtedy, gdy:8D 2 N � 9(An)1n=0 9(tn)1n=0 2 G! A � 1[n=0An ^ tnAn � DDowód. We¹my A 2 VM, we¹my dowolne D 2 N �. Z de�ni
ji VM istnieje
i�ag (sn)1n=0 taki, »e A � Sn snD. Bierzemy An = snD oraz tn = s�1n : �atwowida¢, »e wtedy A � SnAn oraz tnAn � D.Implika
ji w stron�e prze
iwn�a dowodzimy analogi
znie.De�ni
ja 5.6. Rodzin�e A podzbiorów zbioru X nazywamy �-pokry
iem, gdyka»dy podzbiór zbioru X mo
y mniejszej od � jest zawarty w pewnym elemen-
ie rodziny A.Stwierdzenie 5.31. Zbiór A � G jest bardzo pierwszej kategorii wtedy itylko wtedy, gdy dla ka»dego zbioru H 2 N rodzina fxH : x 2 Ag nie jest!1-pokry
iem.Dowód. We¹my A 2 VM(G) oraz dowolny H 2 N . Na mo
y stwierdzenia5.13 istnieje 
i�ag (tn)1n=0 taki, »e A�1 � Sn(GnH)t�1n . Ozna
za to, »e8x 2 A 9n 2 ! x�1 62 Ht�1nSt�ad mamy: 8x 2 A 9n 2 ! tn 62 xHWe¹my T = ftn : n 2 !g. Wtedy:8x 2 A T 6� xH
zyli T ±wiad
zy o tym, »e fxH : x 2 Ag nie jest !1-pokry
iem.Implika
ji prze
iwnej dowodzimy analogi
znie.48



5.2.4 Pytania otwarte doty
z�a
e zbiorów bardzo pierwszej kate-goriiW zwi�azku z badaniem zbiorów bardzo pierwszej kategorii nasuwaj�a si�enast�epuj�a
e pytania:Problem 5.1. Twierdzenie 5.17 pokazuje w sz
zególno±
i, »e niesprze
znieka»dy zbiór bardzo pierwszej kategorii jest przeli
zaln�a sum�a zbiorów silniepierwszej kategorii. Czy mo»na ten fakt udowodni¢ w ZFC? Ina
zej: 
zy VMjest najmniejszym �-ideaªem zawieraj�a
ym SM?Problem 5.2. Czy mo»na poda¢ prosty i bezpo±redni dowód faktu, »e przyzaªo»eniu hipotezy 
ontinuum VM 6= SM? (twierdzenie 5.26)
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