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Streszczenie

Praca zawiera dowdd faktu, ze funkcja Erdosa - Sierpinskiego na
prostej nie moze byé addytywna. Dodatkowo autor wprowadza definicje
zbioréw bardzo pierwszej kategorii (ang: very meager) jako odpowied-
nika zbioréw silnie miary zero. ' 2

Klasyfikacja tematyczna w/g AMS: 03E20, 22C05, 28E15, 54H05, 54H11.
2Stowa kluczowe: Funkcja Erddsa-Sierpinskiego, zbiér silnie miary zero, zbiér silnie
pierwszej kategorii
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1 Oznaczenia i podstawowe definicje

Wiekszos¢ oznaczen uzywanych w tekscie jest standardowych.

Przez przestrzen polska rozumieé¢ bedziemy przestrzen metryczna osrod-
kowa, metryzowalna w sposéb zupelny. W przestrzeni metrycznej (X, d)
przez B(z,e) oznaczamy kule otwarta o Srodku z i promieniu e: B(x,¢) =
{z € X :d(x,2) < €}, natomiast przez B(z,¢) - kule domknieta: B(z,¢) =
{z € X :d(z,z) < £}. Domknigecie kuli otwartej oznaczamy B(z,¢). Jezeli
x € X azbiér FF C X jest domkniety, to przez dist(x, F') oznaczamy odlegto$é
(odstep) = od F: dist(z, F) = inf{d(x,y) : y € F'}. Przez B(F,¢) oznaczaé
bedziemy kule uogélniona dookota zbioru F: B(F,¢) = U,er B(x,€). Pray-
pomnijmy, ze jezeli zbiér F jest zwarty i zawarty w zbiorze otwartym U, to
istnieje liczba e > 0 taki, ze B(F,e) C U.

Przez doskonaty podzbidr przestrzeni metrycznej rozumiemy jej domkniety,
niepusty podzbiér, ktory nie ma punktéw izolowanych. Podzbiér przestrzeni
metrycznej jest catkowicie niedoskonaty, gdy nie zawiera zadnego zbioru
doskonatego.

Przez Bor(X) oznacza¢ bedziemy sigma-algebre podzbioréw borelowskich
przestrzeni metrycznej X. Przez miare borelowska na przestrzeni X rozumieé
bedziemy o -addytywna, o -skoficzona miare p : Bor(X) — R taka, ze
Ve e X p({z}) =0.

Jezeli G jest grupa, A, B C G, to przez AB oznaczamy zbiér {ab : a €
A,b € B}. Jezeli g € G to przez gA oznaczamy przesuniecie zbioru A o
element g: gA = {ga : a € A}. Element neutralny dziatania grupowego w
notacji multiplikatywnej oznacza¢ bedziemy symbolem e.

Rodzine Z podzbioréw zbioru X nazywamy o - idealem (wlasciwym,
niegléwnym), jezeli spetnia ona nastepujace warunki:
(i)A€eINBCA=BeZl
(ii) Vnew A, €eT)=U, A, €T
(i) X €7
(iv)Vx e X {2} e
Jezeli 7 jest o-idealem na X, to przez Z* oznaczamy filtr dualny do Z:
I ={X\A: AecT}.

Jezeli mamy o-ideal Z na grupie G, to powiemy, ze Z jest (lewo-) prze-
suwalny, gdy oprocz powyzszych warunkow spetnia jeszcze:

(V) VAeZ Vge G gAeT.

Przypomnijmy definicje podstawowych wspotezynnikéw kardynalnych zwia-

zanych z ideatem Z na zbiorze X:




e add(Z) = min{|A|: ACTIAUAET}

e non(Z) =min{|[A|: ACXANA¢T}

e cov(Z) =min{|A|: ACZANUA =X}

e cof(Z) =min{|B|: BCZAVAe€Z 3Be B A C B}

Jezeli p @ Bor(X) — R jest miara borelowska na X, to przez N, (X)
oznaczamy ideal miary na przestrzeni X, tzn. rodzing {A C X : p*(A) = 0}.
Piszemy krétko N, gdy jasne jest z kontekstu na jakiej przestrzeni i dla jakiej
miary rozpatrujemy ten ideal.

Przez M(X) oznaczamy ideal kategorii na przestrzeni X, tzn. rodzine
tych podbioréw X, ktore mozna przedstawic¢ jako przeliczalna sume zbioréw
nigdziegestych. Przypomnijmy, ze jezeli X jest przestrzenia metryzowalna w
sposéb zupelny, to na mocy twierdzenia Baire’a M(X) jest o-idealem wtas-
ciwym. Bedziemy pisa¢ M, gdy jasne jest z kontekstu na jakiej przestrzeni
rozpatrujemy ten ideal.

Przypomnijmy jeszcze, ze na przestrzeni polskiej X z miara borelowska
idealty M i N sa ortogonalne, tzn. 3C e N 3D e M X = C U D.

Zbior liczb naturalnych oznaczaé¢ bedziemy symbolem w. Liczby kardy-
nalne oznacza¢ bedziemy literami greckiego alfabetu (np. k) lub symbola-
mi w,. W szczegélnosci wy = w, a w; oznacza najmniejsza nieprzeliczalng
liczbe kardynalna. Dokladniejsze informacje na temat przyjetych w tej pracy
definicji i oznaczen dla liczb porzadkowych i kardynalnych znalez¢ mozna w
ksiazce [Ku].

Przez [A]*® oznaczamy rodzine wszystkich podzbioréw zbioru A mocy k.
[A]<" oznacza rodzine podzbioréw zbioru A mocy mniejszej niz &.

2 oznacza przestrzen wszystkich ciagéw nieskonczonych o wyrazach w
{0,1} z topologia produktowa. W 2¥ rozpatrujemy réwniez miare produk-
towa. Dziatanie dodawania w 2 pochodzi od struktury przeliczalnego pro-
duktu grup dwuelementowych: ciagi dodajemy po wspétrzednych modulo 2.

Przez 2<% oznaczamy zbidr wszystkich ciagéw skonczonych o wyrazach w
{0,1}. Dla s € 2<¢ definiujemy [s] = {z € 2¥ : s C z}. Rodzina {[s] : s €
2<¥} stanowi baze topologii w 2%.

Przez C,, oznaczamy standardowy forcing dodajacy wy liczb Cohena:

C., = {p|p: dom(p) — {0,1}; dom(p) € [ws X w]<“}

Zbior C,, uporzadkowany jest przez odwrotna inkluzje, tzn. s <t & s D t.
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Skréty CH i MA oznaczaja odpowiednio Hipoteze Continuum i Aksjomat
Martina. Przez ZFC rozumiemy standardowa aksjomatyke teorii mnogosci
Zermelo-Fraenkla 7z aksjomatem wyboru.

Oznaczenia pewnych zdan symbolami graficznymi (np. & & A) wprowad-
zone zostaly wylacznie na uzytek tej pracy w celu ulatwienia orientacji w
tekscie. Nie sa to oznaczenia powszechnie uzywane.



2 Wstep

Definicja 2.1. Niech X bedzie przestrzeniqg polskg wyposazong w miare bore-
lowskq. Funkcjq Erdésa - Sierpinskiego (na X ) nazywamy bijekcje f : X — X
0 nastepujgcej wtasnosci:

VACX [AcMe fIAJeN] & [Ae N & f[A] € M]

Klasyczne twierdzenie pokazuje, ze istnienie takiej funkcji jest niesprzeczne
7 ZFC (patrz: [BJ]):

Twierdzenie 2.1 (Erdés - Sierpinski). Przy zalozeniu hipotezy continu-
um na dowolnej doskonate] przestrzeni polskiej z miarg borelowskq istnieje
funkcja Erddsa - Sierpinskiego.

Funkcja Erdosa-Sierpinskiego istnieje rowniez przy zalozeniu Aksjomatu
Martina jak i przy (jeszcze stabszym) zatozeniu add(N) = cof(N).

Natomiast - co pokazuje ponizszy znany wynik - istnienia funkcji Erdosa
- Sierpinskiego nie mozna udowodni¢ w ZFC:

Twierdzenie 2.2. Niech C,, bedzie forcingiem dodajgcym wy liczb Cohena,
niech G bedzie C,, generic nad V. Wtedy V|G| = "nie istnieje funkcja
Erdisa - Sierpinskiego”.

Dowd6d. Wiadomo, ze jezeli G jest C,, generic nad V, to V[G] = non(N) <
non(M) (zob. [BJ]). Tymczasem z istnienia funkcji Erdésa-Sierpinskiego
natychmiast wynika, ze non(N') = non(M).

U

Funkcja Erdosa-Sierpinskiego z definicji przeksztalca zbiory pierwszej kat-
egorii na zbiory miary zero i vice versa. Pokazemy teraz, ze funkcje Erdosa-
Sierpinskiego mozna skonstruowac zaktadajac istnienie funkcji spelniajacej
tylko jeden z tych warunkéw:

Twierdzenie 2.3.
1. Jezeli istnieje bijekcja f: X — X o wltasnosci:
VACX AeM<s fIA]eN

to istnieje funkcja Erdosa - Sierpinskiego.



2. Jezeli istnieje bijekcja f : X — X o wltasnosci:
VACX AecN & f[Ale M
to istnieje funkcja Erdosa - Sierpinskiego.

Dowdéd. Przeprowadzimy dowdd pierwszego punktu (drugiego dowodzi sie
analogicznie).

Niech f bedzie funkcja taka jak w pkt. 1. Wezmy zbiér D € N N M*. W
pierwszym kroku zmniejszamy D do zbioru G € NN M* tak, by GNf[G] = ()
W nastepujacy sposob:

Skoro D € N, to f~'[D] € M. Kladziemy G = D\ f~'[D]. Wida¢, ze
G e M*NN,bo f'[D] € M oraz G C D. Ponadto G N f~'[D] = 0, wiec
fIGIND = . Mamy G C D, a zatem G N f[G] = (). Zwréémy jeszeze uwage,
ze f[G] e N*N M, oraz X\(GU f[G]) e NN M.

Majac zbior GG o powyzszej wlasnosci okreslamy ¢ : X — X w nastepujacy
sposob:

flz) ze€G
glz) =9 [Hz) =€ f[G]
x dla pozostatych argumentow

OczywiScie g jest bijekcja. Pokazemy, ze g jest funkcja Erdosa - Sier-
pinskiego. Wezmy zbiér A € M. Bez ograniczenia ogdlnosci mozemy za-
ktadac, ze zachodzi jeden z ponizszych przypadkow:

(i) A C G. Wtedy g[A] = f[A] e V.

(ii) A C f]G]. Wtedy g[A] C G € V.

(iii) AN (G U f|G]) = 0. Wtedy g[A] = A e MNN.

Widzimy wiec, ze g, podobnie jak wyj$ciowa funkcja f, przeksztalca zbio-
ry pierwszej kategorii na zbiory miary zero. Ale - jak latwo zauwazy¢ -
g =g ', wiec réwniez VA C X A € N & g[A] € M. Zatem g jest funkcja
Erddsa-Sierpinskiego.

O

Funkcja Erdosa - Sierpinskiego jest izomorfizmem idealéw miary i kate-
gorii. Twierdzenie Erddsa-Sierpinskiego méwi wiec, ze niesprzecznie (np. przy
zalozeniu CH czy MA) idealy miary i kategorii sa izomorficzne. Na ogdt tatwo
jest zauwazy¢, czy dana wlasno$c ideatu jest zachowywana przez izomorfizm
idealéw. Najczestszym zastosowaniem twierdzenia Erdosa - Sierpinskiego jest
przenoszenie wynikéw uzyskanych dla jednego z idealéw M, N na drugi.
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W zagadnieniach zwiazanych z badaniem idealéw miary i kategorii na
grupach (np. na R lub na 2¥) czesto rozwaza sie jednak przesuniecia zbioréw
7z ideatu. Chcac wykorzystac twierdzenie Erdosa-Sierpinskiego do dualizowa-
nia faktéw, w ktorych sformutowaniach pojawiaja sie przesuniecia zbiordw,
musieliby$my dodatkowo zadac¢ od funkcji Erdosa-Sierpinskiego zachowywa-
nia dzialania grupowego. Pytanie, czy niesprzeczne z ZFC jest istnienie funkcji
Erdosa-Sierpinskiego zachowujacej dzialanie dodawania, przypisywane jest
Crzestawowi Ryll-Nardzewskiemu.

Przyktadem zagadnienia, do ktérego rozwiazania przyblizy¢ by nas mogto
istnienie (w pewnym modelu) takiej funkcji, jest problem (oméwiony doktad-
niej w dalszej czedci pracy), czy zbiory silnie pierwszej kategorii tworza o-
ideal. Addytywna funkcja Erdosa-Sierpinskiego przeksztalcalaby zbiory silnie
miary zero (o ktérych wiemy, ze o-ideal tworza) na zbiory silnie pierwszej
kategorii - skad otrzymaliby$my natychmiast, ze (przy zalozeniu istnienia
takiej funkcji) zbiory silnie pierwszej kategorii tworzytyby o-ideal.

W 1998 roku Tomek Bartoszynski w pracy [B] pokazal, ze na 2 nie ist-
nieje addytywna funkcja Erdosa-Sierpinskiego. Zasadniczym celem niniejszej
pracy jest rozwiazanie analogicznego zagadnienia na R. Dowdd, ze nie ist-
nieje addytywna funkcja Erdosa-Sierpinskiego znajduje sie w rozdziatach 3 i
4.

Ponadto w pracy [BS] Tomek Bartoszynski i Saharon Shelah wykazali,
ze przy zalozeniu CH zbiory silnie pierwszej kategorii nie tworza ideatu. W
dalszej czesci pracy (rozdzial 5) przedstawimy definicje klasy zbioréw bardzo
pierwszej kategorii (very meager). Pokazemy (w ZFC), ze podobnie jak zbiory
silnie pierwszej kategorii sa one w pewnym sensie odpowiednikiem zbioréw
silnie miary zero oraz ze tworza o-ideal. Przedstawimy rowniez inne wyni-
ki zwiazane z ta klasa zbioréw, w szczegdlnoSci wykazemy, ze wiele znanych
rezultatow dotyczacych zbiordw silnie pierwszej kategorii jest rowniez prawdzi-
wych dla zbioréw bardzo pierwszej kategorii.



3 Wspdlczynnik przesuwalnosci

W rozdziale tym wprowadzimy definicje wspotczynnika przesuwalnosci. Przed-
stawimy rowniez wyliczenie wartosci tego wspétezynnika dla ideatu kategorii
na do$¢ szerokiej klasie grup polskich oraz dla ideatu miary na zbiorze Can-
tora i prostej.

Nastepujaca definicja zostala wprowadzona przez Carlsona w pracy [C]:

Definicja 3.1. Niech T bedzie przesuwalnym o-ideatem na grupie G. Mowimy
ze T jest (lewo- )k-przesuwalny, gdy:

VA€eZIIABeIVT € Gt e G
tAC () (sB)

seT

Proste stwierdzenie pozwala podac¢ réwnowazne charakteryzacje k-przesu-
walnosci:

Stwierdzenie 3.1. Dla ideatu T na grupie G nastepujoce warunki sq rownowazne:

1.
VAeZdB € IVT € [G]"dt € G
tA C ﬂ (sB)
seT
2.
VAeZ*dB e I*VT € [G]"Ft € G
TB CtA
Ponadto, jezeli G jest grupg przemienng, to powyzszym warunkom rownowazne
sq rowniez nastepujgce:
3.
VAeZdB e IVT € [G]"dt € G
TACtB
4.
VAeZ*dB e I*VT € [G]" Tt € G
tB C ﬂ (sA)
seT



Dowdd. 1. & 2. oraz 3. & 4. otrzymujemy poprzez przejscie do dopelnien.
Pozostaje do sprawdzenia (przy zalozeniu przemiennosci grupy) réwnowaznosé
1. & 3.

TACtB&VseT sACtBeVseT t ' ACs 'Bet'AC (s 'B
seT

Zamieniajac w ostatnim cztonie réwnowaznosci 7' na T ! oraz ¢ ! na t
otrzymujemy teze.
U

Wprowadzimy teraz definicje wspotezynnika przesuwalno$ei, ktéry opisy-
wal bedzie, dla jakich x ideal jest k-przesuwalny:

Definicja 3.2. Dla przesuwalnego o-idealu T definiujemy wspotczynnik prze-
suwalno$ci T w nastepujacy sposob:

7(Z) = min{x : Z nie jest k przesuwalny }

Latwo widad, ze jezeli ideaty Z, J sa izomorficzne oraz ich izomorfizm
zachowuje dziatanie grupowe, to 7(Z) = 7(J). Dowdd, 7e nie istnieje addy-
tywna funkcja Erdosa - Sierpiniskiego przeprowadzimy pokazujac, ze 7(M) #

T(N).

3.1 Wspdblczynnik przesuwalnos$ci idealu kategorii

Okazuje sie, ze na do$¢ szerokiej klasie grup metrycznych 7(M) > w;. Dla
prostej rzeczywistej i zbioru Cantora udowodnit to Carlson w [C]. Prosty
dowdd, 7e 7(M(2¥)) > wy znajduje sie w pracy [B].

Korzystaé bedziemy ze znanego twierdzenia Birkhoffa-Kakutaniego ([Ke],
tw. 9.1):

Twierdzenie 3.2 (Birkhoff-Kakutani). Jezeli G jest grupg topologiczng,
to G jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy G jest przestrzenig Haus-
dorffa © punkt e € G ma przeliczalng baze otoczen. Ponadto, jezeli G jest
metryzowalna to na G istnieje metryka lewo-niezmiennicza, tzn. taka, Ze:

Ve,y € G Vt € G d(tx,ty) = d(z,y).
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Uwaga. Korzystajac z twierdzenia Birkhoffa-Kakutaniego na grupie me-
trycznej tatwo wprowadzi¢ metryke prawo-niezmiennicza rownowazna wyjs-
ciowej. Istotnie, jezeli d jest metryka lewo-niezmiennicza, to wystarczy wziac

d(z,y) =dx 'y ").

Ponizsze lematy pozwalaja uogdlni¢ dowdd Carlsona z R na szersza klase
grup metrycznych:

Lemat 3.1. Niech G - grupa metryczna zwarta, K C G - zwarty, U C G -
otwarty. Wtedy

a) zbior {t € G : tK C U} jest otwarty

b) zbior {t € G : (tK)NU # 0} jest otwarty.

Dowdéd. Na potrzeby dowodu ustalmy na G metryke prawo-niezmiennicza.

Dla dowodu punktu a) wystarczy pokazaé, ze jezeli K C U to 3¢ > 0 :
d(t,e) < e = tK C U. Wezmy ¢ > 0 taki, ze Vo € K B(z,¢e) C U - jest to
mozliwe ze zwarto$ci G. Wowcezas jesli wezmiemy ¢ € G takie, ze d(e,t) < ¢
to z niezmienniczosci metryki mamy d(z,tx) < e, a stad mamy: tK C U.

Dla dowodu punktu b) wystarczy pokazaé, ze jezeli K NU # (), to istnieje
e > 0 takie, ze d(t,e) < e = (tK)NU # (. Wezmy x € K NU. Wtedy
de > 0 B(z,e) C U. Ale jak poprzednio, mamy d(z,tx) < ¢ dla t € G
takich, ze d(e,t) < €. Widzimy, ze wtedy tz € U, zatem:

de,t) <e= (tK)NU # 0.
U

Whniosek 3.3. Niech G - grupa metryczna zwarta, U,V C G - otwarte. Wt-
edy zbior {t € G : U C tV'} jest domkniety.

Dowdd. Zauwazmy, ze U C tV < U Nt(G\V) = (). Zbior G\V jest zwarty,
zatem z punktu b) w poprzednim lemacie wynika, ze {t € G : UNt(G\V) #
0} jest otwarty. Stad {t € G : U Nt(G\V) = 0} jest domkniety.

U

Lemat 3.2. Niech X - zwarta przestrzen metryczna, F© C X - domkniety.
Wtedy dla dowolnego € > 0 zbidr {x € X : B(x,e) N F = 0} jest otwarty.

Dowdd. Zauwazmy, ze warunek B(z,c) N F = () oznacza, ze kazdy punkt
zbioru F jest odlegly od x o wiecej niz e. Zatem B(z,e)NF =0 &z € {2 €
X : dist(z, F) > e}. Zbior ten jest otwarty, bo funkcja dist(z, F') jest ciagta.

U
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Dzieki powyzszym lematom mozemy uogdlni¢ nastepujace twierdzenie z
okregu i zbioru Cantora na szersza klase grup metrycznych (por. tez: [C],
[M])

Twierdzenie 3.4. Niech G bedzie grupg metryczng zwartg. Jezeli A jest
gestym zbiorem typu Gs, to istnieje cigg liczb dodatnich (,)0°, taki, Ze dla
dowolnego ciggu elementow grupy (r,)5°, istnieje t € G takie, Ze

N U B(zn,e,) CtA

k n>k

Dowdéd. Zapiszmy A jako przeciecie zstepujacego ciagu zbioréow otwartych:
A =nN,D,, D, C D,. Ciag (,)new defniujemy indukcyjnie tak, by za-
chowa¢ warunek:

(‘) V(.’EU, ,.’En) € Gn+1 dteG Vi<n F(l‘i,ﬁi) CtD;

Przypus$émy, ze mamy juz zdefiniowane ¢; dla ¢ < n. Wezmy dowolny ciag
(xg, 21, ....0,) elementéw G i popatrzmy na zbiér {t € G : Vi < n B(x;,&;) C
tD;}. Jest to zbiér otwarty na mocy lematu 3.1 oraz - z zalozenia induk-
cyjnego - niepusty. Z kolei zbiér {t € G : z,, € tD,} = (Dpz, )"! jest ot-
warty i gesty. Zatem {t € G : Vi <n B(wz;,&;) CtD;}n{t € G:z, € tD,} =
{te G:Vi<n B(xe) CtD;Ax, € tD,} jest otwarty i niepusty. Oznacza
to, 7e Y(zg,...,x,) € G Ft € G Vi <n B(wi, ;) CtD;| A [z, € tD,], 7a-
tem zbiory Uy = {(zg, ..., x,) € G"' Vi <n B(wi, &) CtD;]) A [z, € tD,]}
stanowia pokrycie G"*. Zauwazmy jeszcze, ze na mocy lematu 3.2 sa to
zbiory otwarte, wiec {U; : t € G} stanowi pokrycie otwarte G"*1. Jako ¢,
bierzemy \/2, gdzie X - liczba Lebesgue’a tego pokrycia (wybrana dla metryki
plz,y) =" d(x;,y;), gdzie d jest metryka na G).

Musimy sprawdzi¢ warunek #. W tym celu wezmy (zo, ..., z,) € G
Wiemy, ze zbidr {xg} x {1} % ... x {2,_1} x B(2p,&,) C G""! ma érednice
mniejsza od A, jest wiec zawarty w pewnym zbiorze U;. Oznacza to wlasnie
- z definicji U, - ze Vi < n B(z;,&;) C tD;.

Sprawdzimy teraz, ze ciag (£,)new skonstruowany tak, by spelnial warunek
A, spelnia rowniez teze twierdzenia:

Wezmy ciag (B(2n,en))new. SPOjrzmy na zbiory F, = {t € G : B(xy,e,) C
tD,}. Z wniosku 3.3 wynika, ze sa to zbiory domkniete, natomiast z warunku
& widaé, ze rodzina {F, : n € w} ma wlasno$¢ skonczonych przeciec¢. Ze
zwarto$ci G otrzymujemy, ze N, F,, # 0, wezmy wiec t € N, Fy,. Z definicji
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F,, mamy zatem: Vn B(z,,&,) C tD,. Stad:

I*°n x € B(zp,e,) = 3% x €tD, = x € ﬂtDn =tA.

Czyli:

O

Mozemy teraz podaé¢ warto$¢ wspolezynnika przesuwalnosci ideatu kat-
egorii na grupach zwartych. Dowdd stanowi uogdlnienie argumentu z pracy

[C]:

Twierdzenie 3.5. Niech G bedzie grupg metryczng zwartg. Wtedy
T(M(G)) = w

Dowéd. Na potrzeby dowodu wprowadzmy na G metryke lewo-niezmiennicza.
Pokazemy, ze:

VAe M* 3B e M* Y(t)p2, It e G |J#B) C tA
k

Wezmy dowolny A € M* (bez ograniczenia ogdlnosci zaktadamy, ze A € Gy)
oraz dobierzmy do A ciag (£,)%°, z twierdzenia 3.4. Ustalmy podzial w na
roztaczne zbiory nieskonczone: |, Jy = w. Znajdujemy punkty {x, : n € w}
takie, by Vn,k zbiér U{B(zm,em) : m > n,m € Ji} byl gesty. W tym
celu wystarczy dla kazdego k wziaé za {z, : n € J;} numeracje dowolnego
przeliczalnego podzbioru gestego w G.

Potézmy By = N, Umsnmes, B(@m,em) oraz B = N, Bj. Wiemy, ze
Vi Umsnimes, B(@m;€m) jest zbiorem gestym otwartym, zatem dla kazdego
k € w zbiér By jest gesty typu Gs. Widzimy zatem, ze B € M*. Sprawdzimy,
Wezmy dowolny ciag (tx)52,. Szukamy t € G takiego, ze

Vk € w t,B C tA.
W tym celu wystarczy znalezé takie t € G, ze

Vk € w 1By C tA,
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Wezmy dowolne k € w, dlam € Ji przyjmijmy oznaczenie I, = tx B(z,, ).
Zauwazmy, ze na mocy przesuwalnosci metryki mamy: I, = B(tx T, €m). Z
twierdzenia 3.4 wynika, ze:

JteG (U In Ct4,

n m>n

a wiec tym bardzie]

tBr=() U Im CtA
n m>n;meJy
]

Do uogélnienia tego rezultatu na szersza klase grup potrzebne nam beda
jeszcze nastepujace proste fakty:

Stwierdzenie 3.6. Niech U bedzie pokryciem otwartym przestrzeni polskiej
X. Wtedy dla dowolnego zbioru A C X mamy:

AeM(X)aVU e ANU € M(U)

Dowdéd. Latwo sprawdzi¢, ze dla kazdego zbioru otwartego U C X oraz
dowolnego zbioru B C U mamy:

BeMU)& BeMU) & Be M(X)

Dzieki tej obserwacji implikacja ”=" jest oczywista.

Pokazemy teraz implikacje ”<". Bez ograniczenia ogdlnosci mozemy za-
tozy¢, 7e U jest pokryciem przeliczalnym. Ale wtedy A = Upey (U N A) jest
przeliczalna suma zbioréw pierwszej kategorii.

O

Stwierdzenie 3.7. Niech G bedzie grupg polskq, a 7 < G jej podgrupg
dyskretng. Wtedy dla kazdego x € G istnieje zbior otwarty U, C G taki,
ze v € U, oraz dla dla dowolnych z,zy € Z mamy:

ZlU_x N ZQU_x - (Z)

Dowéd. W pierwszym kroku pokazemy ten fakt dla x = e. Z twierdzenia
Birkhoffa-Kakutaniego (tw. 3.2) na G istnieje metryka p réwnowazna wyjs-
ciowej niezmiennicza na lewe przesuniecia. Niech ¢ bedzie takie, ze:

B,(e,3c) N Z = {e}
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Nietrudno pokazaé, ze U, = B,(e, ) ma zadana wlasnosc.
Dla dowolnego = € G wystarczy wzia¢ U, = U,x.

O

Lemat 3.3. Niech G bedzie grupg polskq lokalnie zwartg, a Z < G jej nor-
malng przeliczalng podgrupq dyskretng. Oznaczmy przez p: G — G/Z natu-
ralne odwzorowanie ilorazowe. Wtedy dla dowolnego X C G/Z mamy

X e M(G)7) & p 1[X] € M(G).

Dowdéd. Spéjrzmy na dowolny =z € G/Z. Ustalmy dowolny punkt y €
p '[{z}] 1 wybierzmy otwarty zbiér U, C G z lematu 3.7. Bez zmniejszenia
ogolno$ci mozemy zakladaé, ze U, jest zbiorem zwartym. Zauwazmy jeszcze,
ze p '[{z}] C ZU, oraz ze ZU, = p ' [p[ZU,]]. Widzimy stad, ze V, = p[ZU,]
jest otwartym otoczeniem punktu x. Ponadto dla dowolnego z € Z odw-
zorowanie p[ zU, : 2U, — V, jest réznowartosciowe, a zatem (ze zwartosci
U,) jest homeomorfizmem.

Podsumujmy: dla dowolnego =z € G/Z wybraliSmy takie jego otwarte
otoczenie V, ze p~'[V,] jest homeomorficzne z Z x V,. Zatem, jak tatwo

zauwazy¢, dla dowolnego = € G/Z i dowolnego X C V,, mamy:
X e M(V,) & p '[X] ep '[Va].

Ale {p~'[V,] : x € G/Z} stanowi otwarte pokrycie G, zatem ze stwierdzenia
3.6 tatwo otrzymujemy teze.
0

Twierdzenie 3.8. Niech G bedzie nieprzeliczalng grupg polskg o tej wlas-
nosci, ze istnieje Z C G - normalna, dyskretna podgrupa przeliczalna, taka,
ze G/Z jest nieprzeliczalng grupg zwartg. Wtedy 7(M(G)) > wy

Dowdéd. Ustalmy Z jak w zalozeniach. Niech p : G — G/Z bedzie odw-
zorowaniem ilorazowym. Z lematu 3.3 mamy:

VX CG/Z X € M*(G]Z) & p '[X] € M*(G).
Sprawdzimy, ze:
VAe M*(G) 3B e M*(G) VT € [G]* It G TB CtA

W tym celu wezmy A € M*(G). Bez zmniejszenia ogdlnoéci mozemy za-
ktadaé, ze A = ZA (w razie potrzeby bierzemy A" C A, A" = N,c, zA).

15



Dzigki temu zalozeniu A = p~![p[A]]. Skoro p[A] € M*(G/Z), to z w-
przesuwalnosci M(G/Z) istnieje zbiér B' € M*(G/Z) taki, ze dla dowolnego
przeliczalnego T' C G/7Z istnieje s € G/Z takie, ze T'B' C sp|[A]. Wezmy
B = p!'[B']; tatwo zauwazy¢, ze B = p '[p[B]]. Niech T bedzie dowol-
nym przeliczalnym podzbiorem G, bez ograniczenia ogélnosci zaktadamy, ze
T = ZT (w razie potrzeby zamiast T bierzemy ZT); wtedy T = p~![p[T]].
Wezmy T = p[T]. Z w-przesuwalnoéci M(G/Z) istnieje s € G/Z takie, ze

T'B' C sp|4]
Przykladajac p~! do obu stron widzimy, ze
TB Cp '[T'B'| C p~'[splA]

Wezmy  takie, ze s = p(t). Wtedy p~'[sp[A]] = p~'[p(t)p[A]] = p~'[p[tA]] =
t(AZ) =t(ZA) =tA (wiemy, ze AZ = ZA, bo Z < G). Widzimy zatem, ze

TB CtA

czyli M(QG) jest w-przesuwalny.

Whiosek 3.9. Dia dowolnego n >0 7(M(R")) > w,

Dowdéd. Natychmiastowy z poprzedniego wniosku: dla R” odpowiednia pod-
grupa jest Z".
0

3.2 Wspdblczynnik przesuwalnosci idealu miary

W rozdziale tym przedstawimy wyliczenie wartosci wspolezynnika przesuwal-
nosci dla ideatu miary. Wynik ten dla zbioru Cantora uzyskat T. Bartoszynski
w pracy [B]. Poniewaz praca ta istnieje jak na razie jedynie w formie preprintu
(zawierajacego pewne bledy redakcyjne), prezentujemy tutaj pely dowdd
tego twierdzenia.

W dalszej czesci rozdziatu przedstawimy wyliczenie wspotezynnika prze-
suwalnosci ideatu miary na prostej. Bedzie to gtowny rezultat rozdziatlu doty-
czacego wspotczynnika przesuwalnosci.
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3.2.1 Wspdblczynnik przesuwalnos$ci idealu miary na zbiorze Can-
tora

Twierdzenie 3.10 (Bartoszynski). 7(N(2¥)) = 2.
Dowdéd. Musimy pokazac, ze
JA e N VB e N Fty,ty € 2° Vt € 2¥
(t1 +B)N(ta+ B) 7 (t+ A),
czyli po przejsciu do dopelnien:
JA e N* VB e N* Fty,ty € 2 Vt € 2

(ti + B)U (ta+ B) ¢ (t+ A).

W rzeczywisto$ci pokazemy, ze istnieje zbior A € N* taki, ze dla dowolnego
zbioru domknietego C' miary dodatniej

E’.’El,l'g € 2“ Vx S 2%

(t1+C)U (22 +C) € (x+ A).

To wystarczy, gdyz kazdy zbiér miary pelnej zawiera zbiér domkniety miary
dodatniej. Dowdd rozpoczniemy od nastepujacego lematu:

Lemat 3.4. Niech [ C w bedzie zbiorem skonczonym. Rozwazmy zbiory
J, J'"C 2" przyimijmy nastepujace oznaczenia: € = 1 — %; 0=1-— ‘2‘{1“
Jezeli % < e, to istniejg takie ti,ty € 21, Ze

Vse2! (t+J)VU(ta+J) ¢ (s+ ).

Dowdd. Znajdziemy t,,ty € 2 tak, by |(t; + J') U (t2 + J')| > |J]|- W tym
celu rozwazmy zbiér Z = {(z,t1,t9) : 2z € (t1 + J') U (t2 + J')}. Ustalmy
z € 2!, spbjrzmy na (Z),. Widzimy, ze (Z), = {{t1,t2) : 2z € (b + J' )V z €
(ta+ J)} = {{t1,t2) : t1 € 24+ J Viy € z+ J'}. Zatem (2! x 21)\(Z), =
{{ti,ty) i € z+ T Ao 2+ J'} =2\ (2 + J)) x (2"\(2 + J")). Wiemy,

ze % = 0, zatem WX;% = ¢2. Stad dla dowolnego z € 2/ mamy

el =1 - §2>1 ¢
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Widzimy zatem, ze dla kazdego z € 2! miara (liczaca unormowana) sekcji
(Z), jest wieksza od 1 — €. Z twierdzenia Fubiniego musza istnieé 1, t5 takie,
ze miara (Z), 1,) jest wieksza od 1 —e. Ale (Z) ¢, 1) = (L1 + ") U (t2 + J').
Poniewaz miara .J wynosi doktadnie 1 — ¢, widzimy, ze

Vse 2! (tt+J)VU(ta+J) ¢ (s+ ).
O

Dowodzimy teraz twierdzenia. Ustalmy podzial w na kolejne, skoniczone,
roztaczne przedzialy I,,,n € w, takie, ze |I,| = 2" 2.
Dla kazdego n € w wybierzmy .J,, C 2'» tak, by:
1 1 | 1

e

Niech
F={ze€2v:3%n | I, & J,}

Zatem F = {z € 2* : 3%n x| I, € 2"\ J,}. Poniewaz [2/"\J,| < 1, a
wiemy, 7e Y00 | &5 < oo, widzimy, ze F' € N. Wezmiemy A = 2\ F.

Dla dowolnego domknietego zbioru C miary dodatniej skonstruujemy
1, Ty takie, ze

Ve e 2@ +C)U (22 +C) ¢ (z+ A))

Wezmy dowolny zbiér domkniety C' C 2 miary dodatniej. Bez zmniejszenia
ogolnosci mozemy zaltozy¢, ze dla dowolnego zbioru otwartego U C 2 mamy
CNU =0 lub CNU jest zbiorem miary dodatniej. W przeciwnym przy-
padku zamiast C bierzemy C' = C\ U{[s] : s € 2<“, u([s] N C) = 0}. Zbidr
C'" jest nadal domkniety, gdyz odjeliémy sume zbioréw otwartych. Zarazem
u(C") = p(C), gdyz od C odjeliSmy przeliczalna sume zbioréw miary zero
(sume zbioréw postaci [s] N C'). Przyjmijmy jeszcze nastepujace oznaczenia:
Dla s € 2<¥, n € w niech:

Cy={z| (|s|,w) :sCxeC}
Cln={zln:zeC}.

Ciagi x1, x5 zdefiniujemy indukcyjnie, okreslajac ich obciecia do przedzi-
aléw I,,. Przez indukcje okredlamy ciag (ng : n € w) oraz x;[ I, dlai=1,2
(poza przedzialami postaci I,,, ktadziemy z, =z, = 0).
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Zalézmy, ze mamy juz zdefiniowane z;[ I, U ... U I, dlai = 1, 2. Spéjrzmy
na (skonczony!) zbiér C'T I U ... U I,,, ; niech ¢ bedzie liczba jego elementéw.
Mamy zatem C'[ I, U ... U I,,, = {s1, ..., s¢}. Dla dowolnego i < t zbiér [s;]NC
jest niepusty (z definicji C| I; U...U I, ), a wigc (z wlasnosci zbioru C') ma
miare dodatnia. Z twierdzenia Lebesgue’a o gesto$ci wynika, ze w kazdym
zbiorze postaci [s;] N C dla i < t jest punkt r; € 2¥;r; D s; o tej wlasnosci,

" g ML01200) _

Wezmy [ > ny tak duze, zeby dla n = max(l; U...U ;) + 1 i dla kazdego
1 < t zachodzila nieréwnos§é:
pllr) I n]nC) t-1

>
2—n t

Zauwazmy, 7e

w(((ri) I njNC
U)1AY _ it )
Stad otrzymujemy, ze
t—1
H(QIIU O C Y U.. UI,) > 0
wiec zbidr
t
S — 2[1U...Ull % ﬂ Crl- Uy
i=1
ma miare dodatnia.
Dla m > [ patrzymy na zbiory:

J ={z| I, xS}

Odnotujmy w tym miejscu kluczowa dla dalszych rozwazan wtasnosé tych
zbiorow:

Uwaga. Wezmy dowolne m > [. Dla dowolnych z € C'| I, U ... U I, oraz
u € J! istnieje y € C taki, ze y[ [ U ..Ul =z iyl [, =u.

Kontynuujemy konstrukcje x, xy. Zauwazmy, ze:

Scl{ze2*:Vmew x| I, ], }
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Z inkluzji tej wynika, ze p({z € 2 :Vm € w x| I, € J/,}) > 0. Pokazemy
teraz, ze dla nieskonczenie wielu m zachodzi nieréwnosé

J! 1 1
P oy J L1
2\Im\ m2 mp
Rzeczywiscie: tatwo sprawdzié, ze [[,,(1 — ,/# - #) = 0, zatem w przeci-

wnym przypadku mieliby$my p({z € 2* :Vm € w z| I, € J/.}) = 0.
Za ny,, przyjmujemy pierwsze takie m > [. Wezmy ¢, takie, ze

Nk+41 — 1 o 6
2‘1"k+1‘
|Jﬁk+1‘
=1—
oM y1l c
Mamy zatem:
1 1
1—0>1-— \/ 5 = =
k41 k41
a wiec:
2ot 1

Ngg1? Npgr®
7 kolei zbiory J, C 2/ wybraliémy tak, ze
1 1
_|_

2 )
Nk41 ”k+15

|Jﬁk+1‘ .
. =1l-e<1-

czyli
1 1
2 5 SE
Nkgy1 Nkgy1

7 oszacowan tych wynika, ze 62 < ¢, zatem zbiory .J,

k+1
. . . .. . . T . , .
aja zalozenia lematu 3.4. Istnieja wiec ciagi t’f“, t’;“ € 2'"k+1 0 tej wlasnosci,

ze:

oraz J,, . spelni-

Vs € 2lmer (5T ! YU+ T ) (54 Juy )

Nk+1 NE+1

— tllc-l-l; T [~ I — tk-l—l

g 5. To konczy konstrukcje ciagéw

Ktadziemy x| I

Nk+1
T1,T9.
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Sprawdzimy, ze tak skonstruowane 1, x, spetniaja teze twierdzenia. Wezmy
dowolne z € 2, potézmy s, = x| I, dlan < w. Wiemy, ze dla kazdego k € w

Bez ograniczenia ogélnosci mozemy zalozy¢, ze dla nieskonczenie wielu k
x| Iy, + Jyll,c Z Sny + Iny

Oznaczmy przez U C w zbidr takich k. Skonstruujemy z € x; + C' taki,
7e z ¢ ©+ A. Dla k € U mozemy znale7¢ uy, € (1] In, + J;, )\(5n, + )
Ciag z € 2¥ okreslamy indukcyjnie dbajac o to by dla dowolnego k € w:

Lz LU..UI, € (x;+C)] L U..I,
2. 2| I, = uy.

Przypusémy, ze mamy juz okreslony z[ I U...U I, . Z warunku 1. mamy
2 L U..UI,, € (r1+C)] LU..I,, natomiast z wyboru ug;, wiemy, ze
Ug1 € T1] Inyyy + J,’lkﬂ. Z uwagi poczynionej przy konstrukeji zbioru J,’lk+1
otrzymujemy y € x; + C taki, ze y[ L U..UTl, = z[[,U..UI, oraz
Yl In,,, = ugsr- Przyjmujemy z[ LU ... UL, =yl L U..UI, Warun-
ki 1.1 2. sa w oczywisty sposéb spetnione.

Z warunku 1. i z domknietoSci zbioru C' otrzymujemy, ze z € x1 + C. Z
kolei z warunku 2. dla nieskonczenie wielu n mamy:

k41 k+1°

2l Iy & sp+ Jn
zatem (z definicji zbioru F') otrzymujemy z € z + F = z + (2¥\ A). Stad:

2 € (1 4+ C)\(x + A)

3.2.2 Wspdblczynnik przesuwalno$ci ideatu miary na prostej

Okazuje sie, ze rowniez na prostej rzeczywistej wspolczynnik przesuwalnosci
wynosi 2.

Zasadnicza cze$é dowodu przeprowadzimy pracujac w zbiorze (0, 1] z do-
dawaniem modulo 1. Na potrzeby dowodu uméwmy sie, ze jezeli mowa jest
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o rozwinieciu dwojkowym liczby rzeczywistej, to - o ile wyraznie nie za-
znaczono inaczej - mamy na mysli takie rozwiniecie dwojkowe, w ktorym
wystepuje nieskonczenie wiele jedynek. Rozwiniecia takie nazywac¢ bedziemy
nieskonczonymi; rozwiniecia zawierajace od pewnego miejsca same zera nazy-
wal bedziemy skonczonymi. Bedziemy utozsamiaé liczbe z jej rozwinieciem
dwdjkowym (nieskonczonym), to znaczy z ciagiem zero-jedynkowym okreslo-
nym na zbiorze w\{0}. W szczegdlnosci w odniesieniu do rozwinieé¢ dwaj-
kowych liczb 7z (0, 1] stosowa¢ bedziemy oznaczenia typowe dla zbioru Canto-
ra (np. przez [s] oznaczaé bedziemy zbidr liczb, ktérych rozwiniecia dwéjkowe
zaczynaja sie od skonczonego ciagu s).

Przez p (lub czasem p;) oznaczaé bedziemy miare Lebesgue’a na (0, 1].
Przez pi; i p3 oznaczymy miare Lebesgue’a odpowiednio na (0,1]% i (0, 1]3.

Zanim przystapimy do dowodu wtlasciwego twierdzenia, pokazemy kilka
prostych faktéw, z ktorych bedziemy korzystac.

Stwierdzenie 3.11. Niech K = (a,b) C R. Rozwazmy niepusty zbidr mierzal-
ny X C K miary dodatniej. Istnieje x € X taki, ze:

X
dist(z, R\K) > %
Dowdéd. W przeciwnym wypadku mielibySmy X C [a, a+ @)U (b— “(3—X), b).
Ale wtedy zachodzilaby nieréwnosé p(X) < 2u(X) - sprzecznosé.
]

Definicja 3.3. Niech S bedzie liczbg takg, ze 0 < S < 1. Powiemy, ze zbior
X C (0,1] jest S-okresowy, gdy

Vee (0,]] re Xer+SeX

Odnotujmy proste wtasnosci zbioréw okresowych:

Stwierdzenie 3.12. Niech A, B C (0,1] bedg zbiorami S-okresowymi dla
pewnego S > 0. Wtedy nastepujace zbiory sq S-okresowe:

100\ (0, 1\B,
2. ANB; AUB,

3. x4+ A, x+ B dla dowolnego = € (0,1].
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Wprowadzmy jeszcze nastgpujace oznaczenie: jezeli I C w\{0} jest zbiorem
skoficzonym, a J C 2!, to przez J oznaczaé bedziemy zbiér {z € (0,1] :
xz[ I € J}.

Stwierdzenie 3.13. Przy powyzszych oznaczeniach zbidr postaci J jest
Q(mir}il,l) okresowy.

Dowdéd. Zauwazmy, ze liczba ﬁ ma w rozwinieciu dwédjkowym skonc-
zonym poczawszy od miejsca (min /) same zera. Przynalezno$é¢ do zbioru J
rozstrzyga sie wytacznie na miejscach w rozwinieciu o numerach z I, zatem
dodanie liczby m na nia nie wplywa.

O

Stwierdzenie to mozna cze$ciowo odwrdcic:

Stwierdzenie 3.14. Jezeli zbior jest 2%” okresowy, to przynalezno$é liczby

do tego zbioru nie zalezy od m pierwszych miejsc po przecinku jej rozwiniecia
dwojkowego.

Dowdéd. Dodajac do dowolnej liczby x liczbe

1
om = 0,0000...(m — 1 zer)...0100(0)...

zmieniamy ciag x| {1, ..., m} na kolejny, w sensie porzadku leksykograficznego,
element zbioru 24'™} natomiast pozostale cyfry rozwiniecia z pozostaja
bez zmian. Zatem dodajac odpowiednia ilo$¢ razy liczbe 2%”, mozemy uzyskac
dowolny przebieg x na pierwszych m miejscach z zachowaniem przynaleznosSci
do zbioru.

O

Twierdzenie 3.15. 7(N((0,1])) =2

Dowdéd. Dowdd rozpoczniemy od nastepujacego lematu (por. lemat 3.4):

Lemat 3.5. Niech J' bedzie borelowskim podzbiorem (0, 1]. Przyjmijmy oz-
naczenie 6 = 1 — p(J'); weémy e takie, ze 6> < . Niech S = {{t;,t;) €
0,1 : u((ty + ) U (ta+ J')) > 1 —c}. Wtedy 2bidr S jest mierzalny i
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Dowdd. Niech Z = {(z,t1,ty) € (0,1*: 2 € (£, +J")U(ta+J')}. Zauwazmy,
e Z = Z1 U Zy, gdzie:

Zi={{z,tity) 12— t; €T} i=1,2

Zbioér Z; jest borelowski jako przeciwobraz zbioru borelowskiego .J wzgledem
funkcji ciagtej (odejmowania) pomnozony kartezjansko przez (0, 1]. Widzimy
wiec, ze Z jest borelowski. Zauwazmy jeszcze, ze S = {(t1,t2) : u((Z) 1, 15)) >
1 — ¢}, zatem S jest mierzalny.

Pokazemy, 7ze pu3(Z) = 1 — 6% W tym celu ustalmy dowolne z € (0, 1].
Widzimy, ze:

(Z), ={(ti,ta) 1z €ti+J V zeto+t '} ={(t1,ta) i €2-T V th € 2T}
Zatem
0, 1P\(2), = {{ti,ta) i d2z—J A tadz—J}=(2—(0,1]\J)?

Widzimy stad, ze dla dowolnego z € (0,1] u2((2).) =1 — 62, czyli p3(2) =
1 — 6%, 7 twierdzenia Fubiniego otrzymujemy:

1= 0% = 15(2) = [ 1(Da)dpiz+ [ (2 )i

(0,1]2\S
Mamy:
[ 12y )dpa < 1a(S)
oraz
J g MDD )i < (1= )1~ ()
Zatem:

1= 0% < pa(S) + (1= ) (1 = pa(S))
Stad po tatwych przeksztatceniach otrzymujemy:
52

>1— —.
M2(S) -

O

Ustalmy podzial zbioru w\{0} na kolejne, roztaczne przedzialy skonc-
zone I, : n > 0, takie, ze |I,| = 2""3. Zauwazmy, ze wtedy spelnione sa
nierownosci:
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1

1
® o7 < 8

° ‘}n‘ gl—g(n%—#) dlan>1

Dla kazdego n > 0 wybierzmy .J,, C 2/ tak, by:

Dodatkowo zazadajmy, by zbiér .J,, sktadat sie z pierwszych |.J,,| kolejnych
(w sensie porzadku leksykograficznego na 2I*) elementéw zbioru 211

Zbior A okreslamy nastepujaco: bierzemy F' = N, Upsm((0, 1]\ J,,) i kladziemy
A= (0,1]\F. ! Oczywiscie u(F) = 0, zatem A € N*.

Pokazemy, ze dla dowolnego zbioru B € N* istnieja liczby x1, 2, takie,
ze:

Ve € (0,1] (r1+B)U(z9+ B) ¢ (x+ A)

W tym celu wezmy zbiér domkniety C' miary dodatniej taki, ze C' C B\Q.
Skonstruujemy xy, x5 € (0, 1] takie, ze:

Ve € (0,1] (z1+C)U (29 +C) & (z+ A).

Podobnie jak dowodzie dla 2“ bez zmniejszenia ogdlnosci zaktadamy, ze
dla kazdego zbioru otwartego U C (0,1] mamy p(UNC) >0vUNC = 0.
Zauwazmy jeszcze, ze w tej sytuacji dla kazdego s € 2<“ mamy pu([s]NC) >
0V [s]NC = 0. Zbidr [s] nie jest co prawda otwarty w (0, 1], ale jest postaci
(p,q|, gdzie p,q € Q. Zatem jezeli (p,q] N C # 0, to (p,q) N C # 0, gdyz
cNnQ=10.

Przyjmijmy oznaczenia:

® )‘nzl_ﬂ(‘Tn)

Indukcyjnie okreslimy:
1. Scigle rosnacy ciag liczb naturalnych (ny : k € w).

2. Zbiory J;, C 21n takie, ze dla kazdego z € C'is € Jhe,, istniejey € C
takie, ze y| LU .. UI, = LU..UIl, AN yl] =s.

NE+1

1Zauwazmy, ze zbiér A jest tym samym zbiorem co zbiér uzyty w dowodzie dla 2¢, o
ile utozsamimy elementy (0, 1] z ciagami zero-jedynkowymi.
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3. Zbiory Sy, C (0, 1]? takie, ze ps(Sk) > 1 — 7 oraz
V{ti, ts) € S pu((ti + T4 ) U (ta + ) ) > 1 — ey,

Uwaga. Warunek 2. gwarantuje nam, ze dla dowolnego wyboru u; € J;,
istnieje ¢ € C taki, ze
Vk cw cl I, = u;

Istotnie: korzystajac z warunku 2. mozemy skonstruowac ¢ € C indukcyjnie.
Majac okreslone ¢| I),U...U I, € C| I,,U...UI,, dla pewnego k € w pa-
trzymy na I, . Wiemy, ze c[ I;,U..U I, = d[ I,U...UI, dla pewnego
d € C. Zatem, z warunku 2. ciag c[ I,,U... U I, mozemy przedtuzy¢ na I,
zgodnie z ugyy tak, by dla pewnego d' € C zachodzilo c[ I, U... U1, . =
d' I,U..Ul, . 7Z domknigtosci zbioru C' dostajemy, ze ¢ € C.

Przypusémy, ze mamy okreSlone n;,.J; ,S;, dla i < k. Popatrzmy na
Cl I U..UI,, - (skofczony!) zbiér obcigé¢ elementéw C' do przedziatu I; U
... U1, . Niech t bedzie liczba elementéw tego zbioru, mozemy wigc napisac,
ze Cl I U...UI, = {s1,...s;}. Z naszych zalozen o zbiorze C' wiemy, ze dla
kazdego s € C'[ I U ... U I,,, zbidr [s|NC ma miare dodatnia. Postepujac ana-
logicznie jak w dowodzie dla 2¥, 7 twierdzenia Lebesgue’a o gestosci znajduje-
my | > ny oraz rs O s dla kazdego s € C| Iy U ... UL, , dom(ry) = I, U...UI,
o tej wlasnodci, ze zbior

k+1

¢
P =210 M {a) (g, ,w) i ry, Cz € C} C (0,1]

i=1
ma miare dodatnia. Dla m > [ patrzymy na zbiory
J,=A{x| I, : x € P}

Mamy:
Pc{ze(0,1]:Ym>1 x| I, € J;,}

zatem zbiér po prawej stronie ma miare dodatnia, stad:
[T n(7;) > 0.
m

Przyjmijmy oznaczenie 6,, = 1 — u(j’;), mamy wtedy:

11— é,) > 0.

m
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Latwo pokazac, ze
1 1 1
0 sz ) =0

2 5
o m m

a zatem dla nieskonczenie wielu m € w zachodzi:

1 1 1

(1*5m)>(1*W ﬁ*ﬁ)-

Za ny,, bierzemy pierwsze takie m > [. Nietrudno sprawdzié¢, ze zbior Jq’llc+1
spelnia warunek 2.
Zauwazmy, ze spelniona jest nieréwno$c:

1—6,,,,>(1 ! ! !
Mk+1 2k+3 nk+12 nk+157

a wiec:
9 1 1 1
< —
Nk+1 4k+3 nk+12

”k+15

7 kolei zbiér .J.

ney, Wybralismy tak, ze jezeli przyjmiemy A

Npy1 1- M(Jﬂk+1)
to mamy:

1 1
— .
k+1
nk+12 ”k+15

Po pomnozeniu obu stron przez ﬁ mamy:

1 1 1 A

- Ng41
A3 0 12 g Ak+3
Ostatecznie:
9 - 1 1 B 1 )\”k+1
n bl
k+1 4k+3 nk+12 nk+15 4k+3
czyli
2
6”k+1 1
k+3"
Ank“ 4
Rownowaznie: )
6”k+1 < 1
1 k+2°
4)\,1“1 4
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T A
PrzyjeliSmy &, = n'fl“ , zatem mamy:

2 2
6nk+1 _ 6nk+1 1
T i
)\"k+1 €”k+1 4k+2

W szczegblnosci 6nk+1 < 5"’2“ 7 lematu 3.5 natychmiast otrzymujemy

szukany zbidr Sgp1 = {(t1,t2) : p((t; + J7llk+1) (ta + J;LHl)) >1—¢6p,,} C
(0,1]%. Tym samym konstrukcje mozemy uzna¢ za zakoriczona.

Zauwazmy, ze skoro s (Sk) > 1 — ﬁ, to N Sk # 0. Wezmy x4, x4 takie,
ze (r1,x9) € Ng Sk. Sprawdzimy, ze

Ve € (0,1] (1 +C)U (29 +C) ¢ (z+ A).

W tym celu wezmy dowolny x € (0, 1]. Z warunku 3. i z faktu, ze (x1, 12) € Sy,
oraz u(Jp,)) =1 =X\, <1—¢,, widzimy, ze dla kazdego k € w
(21 + T, ) U (22 + T, ) & 2+ T,
Ponadto wiemy, ze p((x; + j,’lvk) U (xg + m)) > 1—¢,, azdrugiej strony
w(x+ Jy,) =1 — \,,. Widzimy zatem, ze
(w1 + T ) U o+ )\ (2 + Jny)) 2 (1= 2n,) = (1= M) = Any — €.
Zatem dla kazdego k € w zachodzi:

u((zs + T\ (@ + Jo)) > 2

2

k k

lub

)\n —&n

pl + )\ (4 Jpy) > 2
Bez zmniejszenia ogoélnosci zaktadamy, ze dla nieskonczenie wielu k € w
zachodzi przypadek pierwszy. Oznaczmy przez U C w zbiér takich k. Skon-
struujemy z € C taki, ze 11+ 2 € o + AL W tym celu dla kazdego k € U
wybierzemy vy € (0,1] tak, by z, + vy € (21 + J, )\(m + Jnk)

Zauwazmy, ze poniewaz zbiory (z— xl)—l-.]nk i Jlk sa W okresowe,

k k

to powyzsza wlasnosc liczby vy nie zalezy od jej miejsc po przecinku o numer-
ach mniejszych od min I,,, . Z kolei jezeli odleglo$é v, od zbioru (z —x1) + Jy,
jest dodatnia, to wtasno$¢ ta nie zalezy od odpowiednio dalekich miejsc po
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przecinku. Pokazemy, ze vy, mozna wybra¢ tak, by numery ”istotnych” dla
tej wlasnosci miejsc po przecinku nalezaty do I,,,. W tym celu wystarczy
wybraé v, tak, by dist(vg, (z — 1) + J,,) > m Pokazemy, ze jest to
mozliwe.

Spéjrzmy na zbiér j:k Jak zauwazyliSmy jest on okresowy o okresie

W Poniewaz elementy zbioru .J,, byly wybrane jako kolejne w

porzadku leksykograficznym, to przedziat (0, 1] mozna podzieli¢ na 2!/19-Ulng -1
przedzialéw postaci [s] = (py,q,] dla s € 209-Vln—1 tak 7e istnieja r, €

(ps» qs) o tej wlasnosci, ze J,, N (ps, ¢s) = (ps, rs]. Innymi stowy:

Jnk = U(ps;TS]; (07 1]\‘77\1; = U(TS;QS]'

Wiemy, ze
_ _ A,
pl(or + LN (@ + ) 2

r  Eny
2 )
zatem rowniez

(e — )+ )\ T) > 2

., ] . . 1 . , . .
Zbior (x1 —x) + J;,, Jest takze ST T okresowy. Nietrudno réwniez
2[1U...U1nk,1 tO

rzauwazyc, ze jesli s,t €
1
(pss gs) = (p1s qe] + STU—UL, 11

oraz .
)
(s as] = (re ] + S o

dla pewnego i < 2/119-Ulng-1l,

Wiynika stad, ze dla kazdych s,t € 2119+YT—1 zachoduzi:

(o —2) + T, 10 [, q.) = pll(x1 —2) + T ] 0 [ ).

oliU.Uln, -1 pachodzi:

Stad otrzymujemy, ze dla dowolnego s €
— Any — En 1

pll(os = 2) + T N ) > 285

Ustalmy dowolne s € 21121 Na mocy stwierdzenia 3.11 istnieje
v € Jy, taki, ze (21 — ) +vp € (1, ¢,) oraz

_ A,

e, 1
dist((x1—x)+uvg, (0, 1)\(7s, ¢5)) = dist((x1—x)+vg, Jn,) = — En

6 Q‘IIU---UITkal“
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1

Od v oczekujemy, ze
dist((xy — x) + v, Jn, ) = dist(vg, (x — x1) + Jp,) > S0
Wystarczy zatem pokazac, ze
)\TLk - Enk 1 1
6 Q‘IIU---UITkal‘ > 2‘]1U...U1nk‘.
Réwnowaznie:
Aoy —En | 200l

> oINMU.Ulny | 7 9llny |

— &y, >

6

= 1A, zatem w szczegolnosci A,

Przypomnijmy, ze mieliSmy ¢,

e Stad:
A = Eny o Ang
6 12
7 kolei wiemy, ze A,, > -5 — -5
k k
Ostatecznie:
Sre I o D s () >
12 7122 nl’ 7 2l

6

(ostatnia nieréwno$é¢ wynika z wyboru przedziatéw I,,). o
Podsumujmy zatem: dla k € U skonstruowaliSmy v, € J), ~tak, ze z; +

v € T+ j:k o tej wlasnosci, ze dla dowolnego y € (0, 1] mamy:
Yl I, = v In, = 214+ y € o+ Jn, .

zatem na mocy uwagi poczynionej przy konstrukeji J,’lk

Ale v | I, € J;,,
istnieje z € C takie, ze:
VkeU z[ 1, =vl I,.

Widzimy zatem, ze x; + 2 € x; + C, ale dla nieskonczenie wielu k£ € w mamy

xl—l-zgfx—l-j:k.St@d:
r+ze(@m+0)N(x+F) = (v +C)\(z+ A),

(t1+C) ¢ (z+ A).

czyli:
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Whiosek 3.16. 7(N(R)) = 2.

Dowéd. Zauwazmy, 7e (0, 1] z dodawaniem modulo 1 jest w istocie izomor-
ficzny z grupa R/Z. Ponadto jezeli p : R — R/Z jest naturalnym odw-
zorowaniem ilorazowym, to mamy:

X e NR/Z) & p '[X] e NR).

Dalsza czes¢ dowodu przeprowadzamy technikami analogicznymi do dowodu
twierdzenia 3.8.
0
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4 Glowne twierdzenie

Twierdzenie 4.1 (Bartoszynski). Nie istnieje addytywna funkcja Erdisa
Sierpinskiego na 2%.

Dowdéd. Nietrudno zauwazy¢, ze gdyby istniata addytywna funkcja Erdosa
- Sierpinskiego na 2, to mielby$my 7(N(2¢¥)) = 7(M(2¥)). Tymczasem
wiemy, ze 7(N(2¥)) = 2 (twierdzenie 3.10), a 7(M(2¥)) > w; (twierdze-
nie 3.5).

U

Dowdd powyszego twierdzenia znajduje sie w pracy [B]. Natomiast gtéwnym
rezultatem tej pracy jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.2. Nie istnieje addytywna funkcja Erdésa Sierpiniskiego na
R.

Dowdd. Podobnie jak w poprzednim twierdzeniu: 7(N(R)) = 2 (wniosek
3.16), a T(M(R)) > wy (wniosek 3.9).
U
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5 Zbiory silnie miary zero, silnie pierwszej
kategorii i bardzo pierwszej kategorii

W tym rozdziale pokazemy (przypuszczalnie nie wystepujaca dotychczas w
literaturze) charakteryzacje zbioréw silnie miary zero. Wychodzac od tej
charakteryzacji przedstawimy propozycje definicji klasy zbioréw bardzo pier-
wszej kategorii. Zbiory bardzo pierwszej kategorii wydaja sie by¢, podob-
nie jak zbiory silnie pierwszej kategorii, dobrym odpowiednikiem o-ideatu
zbioréw silnie miary zero.

Przypomnijmy na poczatek defnicje zbioru Luzina i zbioru Sierpinskiego:

Definicja 5.1. Niech X bedzie przestrzenig polskq z miarg borelowskq.
1. L C X jest zbiorem Luzina, gdy |L| > w, ale VF € M(X) |FNL| € w.

2. S C X jest zbiorem Sierpiriskiego, gdy |S| > w, ale VG € N(X) |GN
Sl <w.

Znany fakt mdéwi, ze istnienie zbioréow Luzina i Sierpinskiego jest niesprzeczne

z ZFC (patrz [BJ)):

Stwierdzenie 5.1. Przy zatozeniu CH istnieje zbior Luzina i zbior Sier-
pinskiego.

O

5.1 Zbiory silnie miary zero

Definicja 5.2. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng oSrodkowq zu-
petng. Mowimy, zZe zbior A C X jest silnie miary zero (ang: strongly null,

A e SN((X,d)) lub krétko A € SN'), gdy:
V(en)new I In)new A C U 1,

new

gdzie dlan € w €, >0, a I, jest zbiorem o $rednicy nie wiekszej od &,,.

Uwaga. W ogdlnym przypadku wlasno$é¢ bycia zbiorem silnie miary ze-
ro zalezy od metryki na przestrzeni X. Dokladniej: znany jest przyktad
przestrzeni metrycznej osrodkowej Y i metryk di,d,, zadajacyh te sama
topologie, takich, ze Y € SN((Y,d;)) ale Y & SN ((Y,d3)). Niemniej jednak
zachodzi nastepujacy znany fakt (por. tez lemat 5.2 w dowodzie twierdzenia

5.5):

33



Stwierdzenie 5.2. Jezeli X jest przestrzeniq polskq lokalnie zwartq, to
SN (X) nie zalezy od wyboru metryki na X .

Dowdéd. W przestrzeni metrycznej lokalnie zwartej kazdy punkt ma otocze-
nie warunkowo zwarte (tzn. takie, ze jego domkniecie jest zwarte). Niech U,
bedzie takim otoczeniem dla x € X. Rozwazmy przeliczalne podpokrycie U
pokrycia {U, : x € X}. Niech d;, dy beda dwoma metrykami na X . Pokazemy,
ze jezeli v 1 (X, dy) — (X, dy) jest homeomorfizmem, to

VAC X AeSN(X) & g[A] € SN(X)

I[stotnie:
ol = ol @A) = U ¢lUn A4
Ueu veu
Nietrudno zauwazy¢, ze obraz zbioru silnie miary zero przy funkcji jed-
nostajnie ciaglej jest silnie miary zero. Dla kazdego U € U zbiér U jest
zwarty, zatem ¢ | U jest jednostajnie ciagla. Zatem jezeli A € SN'(X, d;), to
©olU N Al € SN(X,dsy) jako obraz zbioru silnie miary zero wzgledem funkcji
jednostajnie ciaglej. Stad otrzymujemy, ze p[A] € SN (X, dy) jako przeliczal-
na suma zbioréw silnie miary zero.

O

Definicja zbioréw silnie miary zero jest klasyczna; stanowi ona natu-
ralne wzmocnienie definicji zbioru miary Lebesgue’a zero. Wiecej informacji
na temat zbioréw silnie miary zero znalez¢ mozna w ksiazce [BJ]. Z wielu
udowodnionych tam faktéw odnotujmy w tym miejscu dwa podstawowe:

Stwierdzenie 5.3. Zbiory przeliczalne sq silnie miary zero.

Stwierdzenie 5.4. Zbiory silnie miary zero tworzg o-ideat.

O
Twierdzenie Galvina-Mycielskiego-Solovaya pozwala podaé¢ inna charak-
teryzacje zbioréw silnie miary zero (por. [GMS]):

Twierdzenie 5.5 (Galvin-Mycielski-Solovay). Niech G bedzie dowolng
lokalnie zwartg grupg polskq.

XeSN& VDeM IteG X CtD
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Uwaga. Twierdzenie Galvina-Mycielskiego-Solovaya na og6t formutowane
jest dla G = R lub G = 2%. Mozna je sformutowa¢ w wiekszej ogdlnosci -
tak jak wyzej. Poniewaz - jak sie wydaje - w literaturze nie wystepuje ono
w tej formie, ponizej przedstawiamy jego ogdlny dowdd, oparty na dowodzie
Millera dla prostej (opublikowanym w artykule [M]).

Dowdéd. Dowodzimy implikacji ”"<". Na potrzeby tej czesci dowodu ustalmy
na G metryke lewo-przesuwalna - jest to mozliwe na mocy twierdzenia Birk-
hoffa-Kakutaniego (twierdzenie 3.2). Metryka ta nie musi by¢ zupetna, lecz
przy dowodze tej implikacji z zupelnosci nie bedziemy korzystac.

Niech X bedzie taki, ze VD € M* 4t € G X C tD. Wezmy dowolny ciag
(€n)22,. Niech {g; : i € w} bedzie numeracja przeliczalnego zbioru gestego.
Niech I,, = B(qn, €n). Zbiér U, I, jest otwarty i gesty, wiec z zalozenia istnieje
t € G takie, 7e X C t(U, I) = U, B(tqn,en)-

Na potrzeby dalszej cze$ci dowodu ustalmy na G metryke zupelna (nieko-
niecznie przesuwalna). Dowdd implikacji ” =" rozpoczniemy od nastepujacego
lematu:

Lemat 5.1. Niech D bedzie zbiorem domknietym brzeqowym, K,.J - zbiora-
mi otwartymi warunkowo zwartymi. Wtedy istniejg e > 0 oraz F - skonczona
rodzina zbiorow otwartych zawartych w J takie, ze dla dowolnego zbioru ot-
wartego I C K o $rednicy mniejszej od € istnieje J' € F taki, Ze:

T T)nD =10

Dowdéd. Wezmy dowolny x € K. Istnieje y € J taki, ze yr € G\D, gdyz
w przeciwnym wypadku mielibyémy Jx C D a D jest zbiorem brzegowym.
Zbiér G\ D jest otwarty, wiec (korzystajac z ciagtoéci dodawania) znajdziemy
otoczenie otwarte (w G) I, punktu = oraz otoczenie otwarte .J, C J punktu
y takie, ze

J.I,ND =10

Rodzina {I, : # € K} stanowi otwarte pokrycie K, zatem mozemy wybra¢
z niej podpokrycie skoniczone. Wezmy wiec {z1, 29, ...1,} takie, ze K C
Up_; Iz, Za ¢ przyjmujemy liczbe Lebesgue’a pokrycia {I,, : k =1,2..n} a
za F rodzing {J,, 1 k =1,2..n}.

WezZmy teraz dowolny zbidr otwarty I C K o $rednicy mniejszej od . Z
wyboru ¢ istnieje k < n takie, ze T C I,,. Ale dla I, dobraliémy J,, € F
tak by

Jo I, ND =10
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Tym bardziej wiec

(Jo, I)ND =1

Potrzebny bedzie nam rowniez nastepujacy fakt:

Lemat 5.2. Jezeli G jest grupg polskq lokalnie zwartq, to o-ideat SN (G)
jest (obustronnie) przesuwalny i symetryczny.

Dowéd. Analogicznie do dowodu stwierdzenia 5.2 - przesuniecia i symetrie
sa homeomorfizmami. O

Dowodzimy teraz twierdzenia. W pierwszym kroku ustalmy U - warunk-
owo zwarte otoczenie elementu neutralnego e. Podobnie jak w dowodzie os-
tatniego lematu mozemy znalez¢ przeliczalny zbior H C G tak, by G =
Uzer Uz. Bez zmniejszenia ogolnosci zaktadamy, ze H jest podgrupa G.

Wezmy X € SN oraz D € M*(G) N Gs. Bez ograniczenia ogdlnosci
zakladamy, 76 X = X H oraz D = DH (w razie potrzeby kladziemy X' D X
zdefiniowane jako X' = XH oraz D' C D D' = N,cx(Dy)). Dla dalszych
rozwazan kluczowa bedzie nastepujaca prosta obserwacja:

Wystarczy znalezé¢ t € G tak, by:

(XNU)ctbnU

Rzeczywiscie: X C tD < Vy € H (X NUy) C tD N Uy. Ale poniewaz
zaréwno X jak i D sa niezmiennicze na prawe przesuniecia o elementy z H,
mnozac z prawej strony przez y ! otrzymujemy:

(XNUy)ctbnNUy & XNUCtDNU

Znajdziemy t tak, by XNU C tD. W tym celu zapiszmy G\ D jako U,, F,,,
F,, C F, ;1. Stosujac lemat 5.1 konstruujemy drzewo T' C w<* oraz .J,, €, dla
s € T takie, ze:

1. e,>0
2. Jg~, jest otwartym podzbiorem J;

3. VseT,|s|=n VI C Udiam(I) < e, Im (Jo~p I)NF, =10
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Konstrukeje te tatwo wykonac¢ stosujac w s-tym kroku lemat dla K = U, J =
Jy, D = Fj,. Zwré¢émy jeszcze uwage, ze drzewo T' ma skonczone poziomy,
mozemy zatem wzia¢ &, = min{e, : |s| = n} > 0. Poniewaz X NU € SN to
istnieje taka rodzina {I, : n € w} taka, ze Vn I, C U & diam(l,) < 6, oraz

XnUuc UL
m n>m
Korzystajac z wtasno$ci 1.-3. drzewa T znajdujemy f - nieskonczona gataz

w T taka, ze: B
Vnew (Jme) In) NF, = 0
Wezmy ¢ € G takie, ze t ' € N, J ;. Cheemy sprawdzié, ze X NU C tD,
czyli:
t (X NU)N(G\D) =10

W tym celu wystarczy

Vkew t'(Y U L)NF, =0

m n>m

Niech y € ¢t (M Unsm In). Wtedy 3%°n y € t7'1,. Ale t™' € Jpyuyn) a
(Jti(n+1) 1,) N F,, zatem dla nieskoriczenie wielu n mamy: ¢ 'y € F,. Skoro
jednak ciag Fj, byl rosnacy, oznacza to, ze Vk t'y ¢ F,,. Mamy zatem

>

t ' (XNU)N(G\D) =10
czyli
(XNU) ctD
]

Twierdzenie Galvina-Mycielskiego-Solovaya charakteryzuje wiec zbiory
SN jako takie, ktére mozna przykryé przesunieciem dowolnego zbioru rezid-
ualnego. Pokazemy teraz, ze mozna je réwniez scharakteryzowac jako takie
zbiory, ktore mozna przykry¢ przeliczalna suma przesunie¢ zbioru rezidual-
nego:

Stwierdzenie 5.6. Niech G bedzie dowolng lokalnie zwartq grupg polska.
Wtedy dla X C G mamy

XeSN &eVDeM ITe|G]” XCTD
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Dowdéd. Implikacja z lewej do prawej strony wynika natychmiast z twierdzenia
5.5. Implikacji z prawej do lewej dowodzimy w nastepujacy sposéb:

Ustalmy na G metryke lewo-przesualna (patrz: tw. 3.2). Wezmy zbiér X
taki, ze VD € M*3T € [G]* X C TD. Sprawdzimy, ze X spelnia definicje
SN (definicja 5.2).

Wezmy ciag (£,)2° , &, > 0dlan > 0. Latwo skonstruowac $cisle malejacy

o0

ciag (dn)52,, tak by ciag
01, 09, 09, 03, 03, O3, 04, 04, Oa, O4...

(0; powtorzone i razy) byt mniejszy ”po wspotrzednych” od ciagu
E1,E2,€3,E4,E5,€6,E7, €8, €9, E10---

Wezmy I, = B(qn,0,), gdzie {g; : i € w} jest numeracja pewnego
przeliczalnego zbioru gestego w G. Wezmy D = (", Upsi L. D € M*, wiec z
zalozenia wiemy, ze istnieja {t; : k € w} takie, ze X C Upe, (tx D). Poniewaz
Vk D C Un>k Ina WiQC X C UkEw(tk(Un>k In)) = UkEw Un>k(tkln) WyStar'
czy teraz zauwazy¢, ze dla danego i w sumie Upey, Unsi(teln) Wystepuje co
najwyzej ¢ kul o promieniu §; (dokltadniej: i przesunie¢ kuli I;). Wynika stad,
ze X mozemy przykry¢ kulami o promieniach wyznaczonych przez ciag

617 627 627 637 637 637 647 647 647 64

o0

a wiec takze - 7z konstrukeji (6,)2%; - kulami o promieniach wyznaczonych

pr7ez ciag (54)22.,.

O

Whniosek 5.7. Niech G bedzie dowolng lokalnie zwartg grupg polskag.
X e SN(G) & VA e M(G) AnNX € SN(G)]

Dowdéd. Implikacja "=" jest oczywista.
Dowodzimy ”<=" korzystajac z charakteryzacji ze stwierdzenia 5.6. Wezmy
X taki, ze VA C X Ae M= A e SN. Wezmy dowolny zbiér D € M*.
Pokazemy, 7e istnieje T' € [G]“ taki, ze X C T'D. Mamy X\D € M(G),
zatem z zalozenia istnieje S € [G]¥ taki, ze X\D C SD. Ale wtedy dla
T =SU{e} mamy X C TD.
]

Whiosek ten daje nowy dowdd znanego faktu:
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Whniosek 5.8. W grupie polskiej lokalnie zwartej zbior fuzina jest silnie
miary zero.

Dowdéd. Natychmiast z poprzedniego wniosku: jezeli L jest zbiorem Fuzina,
toVACL Ae M= |Al<w=AeSN
O

5.2 Zbiory silnie pierwszej kategorii i bardzo pierwszej
kategorii

W rozdziale tym przedstawimy propozycje definicji zbioréw bardzo pierwszej
kategorii (ang: very meager). Podobnie jak zbiory silnie pierwszej kategorii
stanowia one w pewnym sensie odpowiednik zbiorow silnie miary zero.

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, dotyczacym zbioréw silnie miary
zero, postaramy sie formutowac rezultaty w do$¢ duzej ogdlnosci. Gdy nie
bedzie to mozliwe, przedstawimy wyniki dotyczace konkretnej przestrzeni -
najczesciej prostej lub zbioru Cantora.

Wydaje sie, ze przyjeta powszechnie definicja zbioréw silnie pierwszej
kategorii ma sens w dowolnej polskiej grupie lokalnie zwartej z miara Haara.
Przyjmijmy wiec umowe, ze jezeli nie zaznaczono wyraznie w jakiej grupie
pracujemy, to rezultat jest ogélny tzn. dotyczy dowolnej grupy polskiej lokalnie
zwartej z miara Haara.

5.2.1 Zbiory bardzo pierwszej kategorii - definicja i podstawowe
wlasnosci

Jako odpowiednik zbioréw SN dla kategorii traktuje sie na og6l zbiory silnie
pierwszej kategorii (SM), ktérych definicja pochodzi od dualnego przefor-
mulowania charakteryzacji SN z twierdzenia 5.5:

Definicja 5.3. Niech G bedzie grupq polskq lokalnie zwartg z miare Haara.
Zbior X C G jest silnie pierwszej kategorii (ang: strongly meager, X €
SM(G) lub krétko X € SM), gdy:

VDe N*IteG X CtD
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Zbiory SM sa to wiec zbiory, ktére mozna przykry¢ przesunieciem dowol-
nego zbioru pelnej miary. Fakt, ze kazdy zbior przeliczalny jest silnie pier-
wszej kategorii wynika 7z nastepujacego znanego faktu:

Stwierdzenie 5.9. Kazdy zbior mocy mniejszej od cov(N) jest silnie pier-
wszej kategorii.

U
Niestety, rodzina SM nie musi tworzy¢ o-ideatlu (zob. [BS)):

Twierdzenie 5.10 (Bartoszynski - Shelah). Przy zatozeniu CH zbiory
SM(2¥) nie tworzq o-ideatu.

Zauwazmy jednak, ze problem ten mozemy omina¢, gdy dopuscimy w
miejsce jednego przesuniecia w defninicji SM sume przeliczalnie wielu prze-
sunie¢ - przeformutowujac dualnie charakteryzacje ze stwierdzenia 5.6. Wpro-
wadzmy nastepujaca definicje:

Definicja 5.4. Niech G bedzie grupg polskq lokalnie zwartq z miarg Haara.
Zbior X C G jest bardzo pierwszej kategorii (ang: very meager, X € VM),

gdy:
VD e N*3T € [G]* X CTD

Ponizsze dwa fakty sa oczywistymi konsekwencjami defincji YM:

Stwierdzenie 5.11. Zbiory VM tworzg przesuwalny o-ideat.

Stwierdzenie 5.12. SM C Y M
]

Stwierdzenie 5.13. Niech G bedzie grupq polskq lokalnie zwartq z miarg
Haara. Dla kazdego zbioru A € VM(G) zbidr A~' spetnia warunek:

VD e N* 3T € [G]* A~ € DT

W szczegolnoscei, jezeli G jest grupg przemienng, to VM jest o-ideatem
symetrycznym, tzn.

YVAe VM A e vy M
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Dowéd. Wezmy dowolny zbiér D € N*, znajdziemy T - przeliczalny, taki,
ze A~! C DT. Bez ograniczenia ogdlnoéci zakladamy, ze D = D! (w razie
potrzeby zamiast D rozpatrujemy D' C D, D' = DN D™ '). Z zalozenia
A € VM, wiec istnieje przeliczalny zbiér T taki, ze A C TD. Wtedy A~' C
(rTD)~' = DT .

O

W dalszej czesci pracy pokazemy, ze zbiory VM sa uniwersalnie pierwszej
kategorii (tzn. sa pierwszej kategorii wzgledem dowolnej topologii polskiej
doskonalej zadajacej standardowe zbiory borelowskie). W tej chwili odnotu-
jmy jednak nastepujace proste stwierdzenie:

Stwierdzenie 5.14. VM Cc M

Dowéd. Wezmy zbiér X € VM oraz D € N* N M. Wtedy dla pewnego
przeliczalnego 1" mamy:

XCTDeM
O
Stwierdzenie 5.15.
XeVME VAeN(G) ANX € YM]
Dowéd. Analogiczny do dowodu wniosku 5.7.
O
Whniosek 5.16. Zbior Sierpinskiego jest bardzo pierwszej kategorii.
Dowdéd. Analogicznie do dowodu wniosku 5.8
O

Uwaga. Mozna rowniez pokazac, ze kazdy zbidr Sierpinskiego w 2¢ jest
silnie pierwszej kategorii (por. [P]). Dowdd tego faktu jest jednak duzo bardziej
skomplikowany.

Poniewaz zbidr Sierpinskiego jest nieprzeliczalny, widzimy, ze niesprzeczne
jest istnienie nieprzeliczalnego zbioru bardzo pierwszej kategorii. Okazuje
sie jednak, ze istnienia takiego podzbioru prostej nie mozna udowodni¢ w
ZFC. Modyfikujac nieznacznie dowdd z pracy [C] otrzymujemy nastepujace
twierdzenie:

41



Twierdzenie 5.17. Niech C,, bedzie forcingiem dodajgcym wo liczb Co-
hena, niech G — C,,, generic nad V. Wtedy V|G| = VM(R) = [R]¥

Dowdéd. Skorzystamy z nastepujacego lematu zawartego w pracy [C]:

Lemat 5.3. Jezeli V = ZFC oraz ¢ jest liczbg Cohena nad V', to Vc] |=
Yistnieje zbior D pelnej miary, ktorego kazde przesuniecie ma przeliczalne
przeciecie z RN V7.

]

Dowodzimy teraz twierdzenia: wezmy X C R, |X| = w;. Pokazemy, 7e

X ¢ VM. Niech {c¢ : £ < wq} - liczby Cohena w V[G] dodawane przez C,,.

Ze standardowych rozwazan wiemy, ze istnieje J C {ce : & < wa}, {ce: €<

wob\J = {c} taki, ze X € V[{ce: £ € J}|. Ale wtedy c jest liczba Cohena

nad V[{ce : £ € J}] oraz V|G| = V[{ce : £ € J}]|[e] Z ostatniego lematu

w V]G] istnieje zbiér D € N*, ktérego kazde przesuniecie ma przeliczalne

przeciecie z RNV [{ce : € € J}] - a wiec iz X. X jest nieprzeliczalny, zatem
VT € [R]* X ¢ T+ D.

]

Pokazemy teraz, ze zbiory Y M na prostej i w zbiorze Cantora sa catkowicie
niedoskonale. Fakt ten wynika co prawda z twierdzenia méwiacego, ze zbiory
VM sa uniwersalnie pierwszej kategorii (tw. 5.28), jednak mozna go réwniez
latwo wywnioskowaé ze znanego twierdzenia Erddsa-Kunena-Mauldina (zob.
[EKM], [C]):

Twierdzenie 5.18 (Erdos-Kunen-Mauldin). Dla kazdego zbioru dosko-
natego P C 2% (lub odpowiednio P C R) istnieje domkniety zbior H € N (2¥)
(odp. H € N(R)) taki, ze ¥Vt € 2 PN (t+ H) # 0. O

Korzystajac z twierdzenia 5.18 otrzymujemy natychmiast wniosek:

Whniosek 5.19. Zbiory SM na prostej © w zbiorze Cantora sq catkowicie
niedoskonate.

O
Dla pokazania, ze rowniez zbiory Y M sa catkowicie niedoskonale potrze-
bujemy jeszcze nastepujacego faktu, udowodnionego przez Carlsona w pracy

[C] dla 2¢ oraz R:

Twierdzenie 5.20. Oznaczmy przez £ o-ideal (podzbioréw prostej lub zbioru
Cantora) generowany przez zbiory domkniete miary zero. Wtedy 7(€) > wy

O
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Twierdzenie 5.21. Dla kazdego zbioru doskonatego P C 2% istnieje zbior
D € N*(2¥) taki, ze
VI'e[2“] P¢ T+ D

Dowéd. Wezmy dowolny zbiér doskonalty P C 2¥. Z twierdzenia Erdosa-
Kunena-Mauldina (tw. 5.18) bierzemy H € £*(2%) taki, ze Vt € 2¥ P ¢
t + H. Korzystajac z w - przesuwalnoéci £ mozemy znalezé D € £* (zatem
w szczegblnosei D € N*) taki, ze VI € [2¢]Y Jt € 2¥ T+ D C t+ H. Latwo
widaé, ze wtedy VI' € [2¥]* P ¢ T + D.

O

Uwaga. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla doskonatych
podzbiorow R.

Whniosek 5.22. Zbiory VM na prostej i w zbiorze Cantora sq catkowicie
niedoskonate. 0]

Podrozdziat ten zakonczymy faktem pokazujacym zwiazek zbioréw bard-
zo pierwszej kategorii z badanym w poprzednim rozdziale wspélczynnikiem
przesuwalnos$ci ideatu miary:

Stwierdzenie 5.23. Niech G bedzie grupq polskq lokalnie zwartq z miarg
Haara. Jezeli w G istnieje zbior VM, ktory nie jest SM, to 7(N(G)) < w.

Dowdd. Sprawdzimy, ze o-ideal A nie jest w-przesuwalny, tzn:
JAe N VBeN IT € [G]* Vt e G

tA ¢ ((sB)

seT

Wezmy X € VM\SM. Mamy X ¢ SM, wiec znajdzie si¢ zbiéor A € N
taki, ze

VteG (tA)NX #£0
WeZmy dowolny zbiér B € N'. Mamy X € VM, a zatem

3T € [G)* |Js(G\B) D X

seT

Stad z praw de Morgana otrzymujemy:

Ir e[G) N sBNX =10

seT
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Widzimy, ze Vt € G (tA)NX £ 0, a Nyer(sB) N X = (. Zatem:

Vte G (tA) ¢ () sB.

seT
[

Uwaga. Przy zalozeniu CH w 2% istnieje zbior bardzo pierwszej kategorii,
ktéry nie jest silnie pierwszej kategorii (por. tw. 5.26).

5.2.2 Zbiory bardzo pierwszej kategorii, a inne klasy zbioré6w matych
w sensie kategorii

Pokazalismy dotad, ze kazdy zbiér bardzo pierwszej kategorii jest pierwszej
kategorii i ze kazdy zbior silnie pierwszej kategorii jest bardzo pierwszej kate-
gorii. Odnotujmy na poczatek prosty fakt:

Stwierdzenie 5.24.
« VM(R) # M(R)
.« VM(29) # M(2)

Dowdéd. Wezmy dowolny nieprzeliczalny zbior FF € M N F,. Zawiera on
podzbiér doskonaty, zatem F' ¢ VM, bo zbiory VM sa catkowicie niedoskon-
ate.

O

Biorac pod uwage réwnowazno$é¢ charakteryzacji SN z twierdzen 5.5 oraz
5.6, mozna by oczekiwac¢, ze rowniez SM = VM. Okazuje sie jednak, ze
rownos¢ SM = VM jest niezalezna od ZFC:

Stwierdzenie 5.25. Niesprzeczne jest, ze SM(R) = VM(R).

Dowéd. Latwo zauwazy¢, ze kazdy zbiér przeliczalny jest silnie pierwszej
kategorii, zatem mamy:

[RIS“ ¢ SM(R) c VM(R)
Pokazali$my (twierdzenie 5.17), ze niesprzecznie [R|S¥ = VM(R). Wtedy jed-

nak [R]s¥ = SM(R) = VM(R).
U
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Twierdzenie 5.26. (CH) YM(2¢) # SM(2%)

Dowéd. Wynika z faktu, ze przy zalozeniu CH zbiory SM(2¥) nie tworza
sigma-ideatu ([BS]).
O

Definicja 5.5. Niech X bedzie dowolng doskonatq przestrzeniq polskq. Zbior
A C X jest uniwersalnie pierwszej kategorii (A € UM ), gdy dla dowolnego
borelowskiego izomorfizmu f : X — X zachodzi: f[A] € M(X)

Korzysta¢ bedziemy z nastepujacej charakteryzacji zbioréw UM (patrz:

[2]):

Twierdzenie 5.27 (Zakrzewski). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) X eUuUmM

(ii) dla dowolnej doskonatej przestrzeni polskiej Y i dowolnego B C Y :
Jezeli istnieje ciggla i roznowarto$ciowa funkcja f: B — X, to B € M(Y).

O
Zmierza¢ bedziemy teraz do pokazania, ze na prostej i w zbiorze Cantora
kazdy zbiér bardzo pierwszej kategorii jest uniwersalnie pierwszej kategorii.
Dowdd w znacznej mierze oparty bedzie na dowodach twierdzen A. Nowi-
ka, z ktorych w szczegdlnoscei wynika, ze SM C UM (por. [NW] i [NSW)).
Twierdzenia udowodnione przez Nowika sa w rzeczywisto$ci mocniejsze; z
drugiej strony operuja one pewnymi dodatkowymi definicjami klas matych
zbioréw. Chcac unikna¢ wnikania w tego typu niuanse zaprezentuje komplet-
ny dowod inkluzji VM C UM. Czesé rozumowania pochodzaca z dowodu
Nowika uja¢ mozna w nastepujacy lemat (por. [NW]):

Lemat 5.4 (Nowik). Niech X bedzie doskonalg przestrzenig polskq. Za-
tozmy, ze zbior A C X spetnia warunek:

(A) Dla kazdego ciggu zbiorow doskonatych {Q, : n € w} istnieje cigg
zbiorow domknietych {F,,, : m € w} taki, ze A C U, Fin, aleVn,m € w Q, ¢
F

Wtedy A jest uniwersalnie pierwszej kategori.

Dowdéd. (por. Fakt 5 w pracy [NW]) Wezmy zbiér A spelniajacy warunek
A, sprawdzimy warunek z twierdzenia 5.27. W tym celu wezmy dowolna
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roznowartosciowa i ciagta funkcje f : B — A, gdzie B jest podzbiorem
doskonalej przestrzeni polskiej Y, pokazemy, ze B € M(Y'). Niech {U,, : n €
w} bedzie przeliczalna baza topologii w Y. Niech J ={m € w: |U,, N B| >
w}. Poniewaz f jest réznowartoSciowa, to dla n € J mamy |f[U, N B]| >
w. Mozemy zatem znalez¢ doskonaly zbiér @, C f[U, N B]. Z warunku A
istnieja zbiory domkniete {F,, : m € w} takie, ze A C U, F, ale Ym €
wVnelJ Q,¢ F,. Spéjrzmy na f[F,,]. Poniewaz f jest funkcja ciagta,
to sa to zbiory domkniete w B. Mozemy wiec znalez¢ zbiory {K,, : m € w}
- domknigte w 2% takie, ze f'[F},] = BN K,,. Zwré¢émy jeszceze uwage, 7e
B c U,, K, dlatego, ze A C U,,, Fin- Rozpatrzmy dwa przypadki:

1. Vm € w |int(K,)N B| < w.
W tym przypadku B C U,,[(int(K,,) N B) U (K,,\int(K,))] € M.

2. Imyg |int(Kpy) N B| > w

W tym przypadku B musi mie¢ nieprzeliczalne przeciecie z pewnym
zbiorem bazowym U,, zawartym w int(K,,,): |Un, N B| > w A Uy, C
int(K,,,). Wynika stad, ze ny € J, zatem dla ny wybraliSmy zbiér
doskonaly Q,,, C f|U,, N B]. Mamy wiec U,,,NB C K,,,NB = f~'[F,,]
a stad Qn, C flUn, N B] C flf Y Fm] = Fing = Fimy- Otrzymujemy
Qn, C Finy - sprzecznos¢ z warunkiem A, zatem przypadek ten nigdy
nie zachodzi.

O
Twierdzenie 5.28. Zachodzq inkluzje:
e YM(2¥) C UM(2¥)
e VM(R) C UM(R)

Dowdéd. (por. Twierdzenie 9 w pracy [NSW].) Korzystajac z lematu 5.4
musimy sprawdzi¢, ze kazdy zbior A € VM spelnia warunek A. W tym celu
wezmy A € VM oraz ciag zbioréw doskonatych {Q, : n € w}. Korzystajac
7 twierdzenia Erdosa - Kunena - Mauldina (tw. 5.18) do kazdego zbioru @,
dobieramy zbiér H, € N taki, ze Q, + H, = 2*. Zbiér U,, H, jest miary
zero, wiec istnieje G € N N G5(2¥) taki, ze U,, H, C G. Spéjrzmy na zbidr
F =2°\G. F € N*, wiec 7 definicji VM istnieje zbiér {t; : k € w} taki, ze
A C Ug(te + F). Dla kazdego k zbioér (¢, + F) jest typu F,, wiec tatwo dobraé
zbiory domkniete F,,, tak by A C U,, F,, oraz Vm 3k F,, C (t; + F).
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Sprawdzimy, ze zbiory F}, spelniaja warunek A. Wezmy @, F},, przy-
pusémy, ze @, C F,. Do @, dobraliSmy zbér H,, tak, by Vi € 2¥ (t+ H,)N
Qn £ 0. Ale H, C G, wiec Vt € 2¥ (t+ G) N Q, # 0. Przypuscilismy,
7e Q, C Fy,, zatem réwniez Vit € 2¥ (t + G) N F,, # 0. Ale zbiory F,,
byly wybrane tak, ze dla F), istnieje takie ty, ze F,, C t, + (2*\G) czyli
(tr + G) N F,,, = 0 - sprzecznosé.

U

Okazuje sie jednak, ze mozna (pracujac w ZFC) podaé przyktad zbioru,
ktory jest uniwersalnie pierwszej kategorii, ale nie jest bardzo pierwszej kate-
gorii. Dowdd oparty jest na dowodzie twierdzenia E. Grzegorka, méwiacego,
ze istnieje zbiér uniwersalnie miary zero, ktory nie jest silnie miary zero
oraz na (niepublikowanej) modyfikacji tego dowodu, dokonanej przez P. Za-
krzewskiego, w celu uzyskania faktu dualnego: istnieje zbior uniwersalnie pier-
wszej kategorii, ktéry nie jest silnie pierwszej kategorii.

Twierdzenie 5.29. Istnieje zbior A C 2% taki, ze A € UM(2¥), ale A ¢
VYM(2¥)

Dowdd. Skonstruujemy zbiér F' C 2¥ x 2¢ : F € UM\VM. Szukany A C
2¥ otrzymamy za pomoca standardowego utozsamienia v : 2¥ x 2¥ — 2¢
okreslonego wzorem:

x(3)  dla n parzystych

y(Tl) dla n nieparzystych

¥, ) () = {

Latwo zauwazy¢, ze v jest homeomorfizmem zachowujacym miare i izomor-
fizmem grup, zatem przeprowadza zbiory VM na zbiory VM, a zbiory UM
na zbiory UM.

Korzystamy z faktu udowodnionego przez Grzegorka ([G1], [G2]): istnieje
zbior UM réwnoliczny z pewnym zbiorem drugiej kategorii.

Niech F' : A — B bedzie bijekcja miedzy zbiorem A C 2%, A ¢ M
i zbiorem B C 2¥; B € UM. Twierdze, ze F' C 2% x 2“ jest szukanym
zbiorem.

Mamy F € UM, gdyz w przeciwnym przypadku (twierdzenie 5.27) dla
pewnej przestrzeni Y i pewnego zbioru C C Y C' ¢ M(Y) istnialaby réznowartos-
ciowa funkcja borelowska f : C' — F. Ale wtedy funkcja g = myo f przeczyta-
by temu, ze B € UM.

Aby pokazaé, ze F' ¢ VM sprawdzimy, ze rzut zbioru VM jest VM. (Z
tego natychmiast wyniknie teza, gdyz m[F] = A & M).
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W tym celu wezmy dowolny X € VM(2¥ x 2¢) oraz D € N*(2¥).
Sprawdzimy, ze m [ X] C T+ D dla pewnego zbioru przeliczalnego T'. Spdjrzmy
na zbior D' = D x 2¥ C 2¥ x 2¥. Widzimy, ze D' € N*(2¥ x 2¥), a
X € YM(2¥ x 2¢), wiec istnieja takie (x;,y;) € 2¥ X 2¥;1 € w, 7e X C
Ui{zi, yi) + D'). Ale (zi,y;) + D' = (2;,0) + D' = (z; + D) x 2¥, wiec
7T1[X] C Uz(l‘l + D)

]

5.2.3 Inne charakteryzacje zbioré6w bardzo pierwszej kategorii

Stwierdzenie 5.30. Zbior A C G jest bardzo pierwszej kategorii, wtedy i
tylko wtedy, gdy:

n=0

VD e N* 3(A,)p2y )il € GY AC |J AuAt,A, C D

n=0
Dowéd. Wezmy A € VM, wezmy dowolne D € N*. Z definicji V.M istnieje
ciag (s,)°, taki, ze A C U, s,D. Bierzemy A, = s,D oraz t,, = s, '. Latwo
widaé, ze wtedy A C U,, A, oraz t, A, C D.
Implikacji w strone przeciwna dowodzimy analogicznie.
O
Definicja 5.6. Rodzine A podzbiorow zbioru X nazywamy k-pokryciem, gdy
kazdy podzbior zbioru X mocy mniejszej od k jest zawarty w pewnym elemen-
cie rodziny A.
Stwierdzenie 5.31. Zbior A C G jest bardzo pierwszej kategorii wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru H € N rodzina {xH : x € A} nie jest
w1 -pokryciem.
Dowéd. Wezmy A € VM(G) oraz dowolny H € N. Na mocy stwierdzenia
5.13 istnieje ciag (£,)2°, taki, ze A~' C U,(G\H)t,'. Oznacza to, ze
Vi€ AInew vt ¢ Ht*

Stad mamy:
Vee Adnewt, ¢ xH

Wezmy T = {t, : n € w}. Wtedy:
Vee AT ¢ xH

czyli T $wiadcezy o tym, 7e {xH : x € A} nie jest w;-pokryciem.
Implikacji przeciwnej dowodzimy analogicznie.
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5.2.4 Pytania otwarte dotyczace zbioré6w bardzo pierwszej kate-
gorii
W zwiazku z badaniem zbioréw bardzo pierwszej kategorii nasuwaja sie

nastepujace pytania:

Problem 5.1. Twierdzenie 5.17 pokazuje w szczegdlnosci, ze niesprzecznie
kazdy zbiér bardzo pierwszej kategorii jest przeliczalna suma zbioréw silnie
pierwszej kategorii. Czy mozna ten fakt udowodni¢ w ZFC? Inaczej: czy VM
jest najmniejszym o-idealem zawierajacym SM?

Problem 5.2. Czy mozna podacé prosty i bezposredni dowdd faktu, ze przy
zatozeniu hipotezy continuum VM # SM? (twierdzenie 5.26)
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