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1 Wstep

Badanie wtasnoéci idealéw miary Lebesgue’a i kategorii Baire’a to juz kla-
syczny, ale ciagle rozwijajacy sie dziat teorii mnogosci. Laczy on w sobie
elementy topologii i teorii miary, uzywajac sity teoriomnogosciowego apa-
ratu do uzyskiwania wynikoéw, ktore bywaja interesujace dla szerokiej rzeszy
matematykow.

Klasyczne wyniki siegaja prac Lebesgue’a, Borela czy Sierpinskiego. Kon-
centruja sie one gtownie na podobieristwach obu tych ideatlow, wiele z nich
zostalo omowionych w ksiazce Oxtoby’ego [31].

Burzliwy rozw6j omawianego dziatu teorii mnogosci nastapil po wprowa-
dzeniu przez P. Cohena metody forcingu. Udostepnita ona aparat pozwa-
lajacy dowodzi¢ niezaleznosci od teorii mnogosci zdan dotyczacych ideatow
miary i kategorii. Mniej wiecej od tego czasu zaczeto tez klasé nacisk na
roznice we wlasnosciach tych idealow. Po przyktady wynikéow uzyskanych
za pomoca metody forcingu, zwlaszcza §wiadczacych o (absolutnych lub nie-
sprzecznych) roznicach pomiedzy tymi ideatami, warto siegna¢ do monografii
Bartoszynskiego—Judaha [3].

W ostatnich latach wiele uwagi po$wieca sie addytywnym, tzn. odwotu-
jacym sie do grupowej struktury przestrzeni, wtasnosciom tych ideatow. Ak-
tualnie prowadzone badania dotycza tez roznego rodzaju podideatow ideatow
miary i kategorii, czesto definiowanych wta$nie w odniesieniu do addytyw-
nej struktury przestrzeni (np. idealty zbiorow silnie miary zero, addytywnie
miary zero, bardzo pierwszej kategorii, addytywnie pierwszej kategorii czy

rodzina zbioréw silnie pierwszej kategorii).
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Innym waznym nurtem wspoétczesnych badan jest badanie ideatéw po-
siadajacych podobne wlasnosci do idealdow miary i kategorii. Sporo uwagi
poswieca sie kwestii, czy idealy miary i kategorii sa jedynymi ideatami posia-
dajacymi pewne wlasnosci. Z drugiej strony bada sie rowniez, czy zachodza
og6lne zwigzki pomiedzy naturalnymi wtasnosciami, ktore ideaty miary i ka-
tegorii posiadajg.

W niniejszej rozprawie nawigzemy do roznych watkow dotyczacych ba-
dan ideatéw miary i kategorii. W rozdziale 3. zajmiemy sie niemierzalnymi
sumami algebraicznymi. Wyniki tego rozdziatu nawiazuja zaréwno do kla-
sycznego twierdzenia Sierpinskiego, mowiacego, ze istnieja dwa zbiory miary
zero takie, ze ich suma algebraiczna jest niemierzalna, jak i do wspolczesnych
wynikow Ciesielskiego, Fejzi¢’a i Freilinga z artykutu [12], czy Cichonia, Mo-
raynego, Ralowskiego i Rylla-Nardzewskiego z pracy [11], dotyczacych nie-
mierzalnych sum algebraicznych. Ponadto, odpowiadajac czeSciowo na py-
tanie postawione przez J. Cichonia, pokazemy konstrukcje ,asymetrycznego”
podzbioru R. Czes¢ rezultatow umieszczonych w tym rozdziale znalazla sie
w pracy [26].

W rozdziale 4. zajmiemy sie badaniami réznych idealéw zwigzanych z
idealami miary i kategorii. W szczegdlnodci interesowaé nas beda zwiazki
miedzy takimi ideatami, a idealami (l) i (myg) zwiazanymi z forcingami La-
vera i Millera. Wyniki z tego rozdziatu znalazly sie we wspolnej pracy autora
z T. Weissem (|27]).

W rozdziale 5. zaprezentujemy konstrukcje ideatu, ktory ma tzw. wta-
snos¢ produktowalnosci, a nie ma tzw. stabej wlasnosci Fubiniego. Kon-

strukcja takiego ideatu stanowi wspolny wynik autora z J. Kraszewskim, za-



1 WSTEP 7

mieszczony w pracy [23]. Wynik ten nawiazuje do omowionego wyzej watku
dotyczacego badan ideatéw podobnych do ideatéw miary i kategorii. W dowo-
dzie tego twierdzenia postuzymy sie pewnymi wtasno$ciami ideatu kategorii
na przestrzeni zwartych podzbioréw zbioru Cantora. Po$wiecimy tez troche
miejsca pytaniu, czy ideal miary ma analogiczne wlasnosci.

Czes¢ wynikow zamieszczonych w niniejszej rozprawie znalazta sie we
wspolnych publikacjach autora z innymi matematykami. Twierdzenia stano-
wiace wktad autora we wspoélne publikacje zostaly umieszczone w rozprawie
wraz z dowodami. Aby umiesci¢ je w odpowiednim kontekscie, konieczne
jest tu rowniez podanie pozostatych wynikow z tych prac, jednak w takim

przypadku po dowo6d odsytamy do oryginalnego artykutu.
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2 Podstawowe fakty, oznaczenia i terminologia

2.1 Oznaczenia

Wiekszos¢ uzywanych w rozprawie oznaczen jest standardowa i zgodna z
oznaczeniami uzywanymi w [3].

Dla dowolnego zbioru X rodzine Z C P(X) nazywamy idealem, jezeli jest
ona zamknieta na branie podzbioréw i skoniczonych sum. Zaktadaé tez be-
dziemy, ze wszystkie rozpatrywane idealy zawieraja singletony oraz sa wta-
Sciwe (tzn. X ¢ 7). Dla idealu Z C P(X) przez IT* oznaczamy jego filtr
dualny, tj. rodzine {X \ A : A € T}. Jezeli ideal jest zamkniety na branie
przeliczalnych sum, to nazwiemy go o-ideatem.

Przez miare na zbiorze X rozumie¢ bedziemy zawsze o-addytywna miare
okreslong na pewnym o-ciele podzbiorow X, znikajaca na punktach. Miare
nazwiemy borelowska, jezeli jest okreslona na o-ciele borelowskich podzbio-
rOw przestrzeni topologiczne;j.

Jezeli p jest miarg okreslong na o-ciele A podzbioréw X, to przez miare

zewnetrzng p* rozumiemy funkcje okreslong wzorem
p*(Y)=inf{u(A): Y C AN A€ A},

dla dowolnego zbioru Y C X.

Dla miary p okreslonej na pewnym o-ciele podzbioréw zbioru X, przez
N,.(X) oznaczaé bedziemy o-ideal zbiorow miary (zewnetrznej) u zero. Jezeli
X jest przestrzenia topologiczna, przez M(X) oznaczamy o-ideal zbiorow
pierwszej kategorii Baire’a w X. We wszystkich przestrzeniach, w ktorych

rozwazaé bedziemy ideal kategorii, bedzie on ideatem wlasciwym.
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Bedziemy pisa¢ krotko N1 M, gdy jasne bedzie z kontekstu jaka prze-
strzen i jaka miare mamy na mys$li. Zgodnie z wprowadzonym wyzej ozna-
czeniem, przez N* oznacza¢ bedziemy rodzine zbioréw pelnej miary, czyli
takich zbioréw, ktorych dopetnienie ma miare zewnetrzna zero. Podobnie,
przez M* oznaczamy rodzine zbioréw rezidualnych, czyli takich, ktorych do-
pelnienie jest pierwszej kategorii Baire’a. Przez LM oraz BP oznaczamy,
odpowiednio, o-ciala zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a oraz z wla-
snoscia Baire’a.

Liczbe naturalng utozsamiamy ze zbiorem liczb naturalnych od niej mniej-
szych, tzn. n = {0,...,n — 1}. Symbol w oznacza zbioér liczb naturalnych.
Jest to jednoczesnie liczba kardynalna — moc dowolnego zbioru (nieskonczo-
nego) przeliczalnego. Przez wy, wy, ..., w, ... (gdzie a jest liczba porzadkowa)
oznaczamy kolejne po w liczby kardynalne; w szczegolnosci wy to najmniej-
sza nieprzeliczalna liczba kardynalna. Moc zbioru liczb rzeczywistych, czyli
liczbe kardynalng continuum, oznaczamy przez c.

Dla dowolnego zbioru A oraz liczby kardynalnej x przez [A]*® oznaczamy
rodzine podzbiorow zbioru A mocy k. Przez A<¥ oznaczamy zbioér skoriczo-
nych ciagéow o wyrazach z A. Dla s € A<Y oraz a € A | przez |s| oznaczamy
dtugosé ciagu s, a przez s”a ciag o dlugosci |s| + 1 powstajacy z s przez
dotaczenie na korncu elementu a.

Wszystkie rozpatrywane przez nas grupy beda grupami przemiennymi,
stosowa¢ bedziemy wiec notacje addytywna dla oznaczenia dziatania grupo-
wego. Jezeli G jest grupa przemienna, t € G oraz A, B C G, to przez t + A
i A+ B oznaczamy odpowiednio zbiory {t +a:a € A} oraz {a+b:a € A,
b € B}. Zbior A + B nazywamy suma algebraiczna zbioréw A, B.
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Powiemy, ze ideal Z podzbioréw pewnej grupy przemiennej GG jest nie-
zmienniczy ze wzgledu na przesuniecia (lub krotko: niezmienniczy), gdy dla

dowolnego A € Z orazt € G mamy t + A € T.

2.2 Podstawowe przestrzenie

Przestrzenia polska nazywac¢ bedziemy przestrzen topologiczna o$rodkowsa i
metryzowalng w sposob zupelny. Niepusty podzbior P przestrzeni polskiej X
nazwiemy zbiorem doskonalym, jezeli P jest domkniety w X i nie ma punk-
tow izolowanych. Przez Perf(X) oznacza¢ bedziemy rodzine doskonalych
podzbioréow przestrzeni X. Bedziemy pisa¢ krotko Perf, gdy jasne bedzie z
kontekstu, jaka przestrzen polska mamy na mysli.

Symbol Bor(X) oznacza¢ bedzie o-cialo borelowskich podzbioréw prze-
strzeni X. Bedziemy pisa¢ krotko Bor, gdy wynika¢ bedzie jednoznacznie z
kontekstu, w jakiej przestrzeni X pracujemy.

Jezeli T C P(X) jest o-idealem, to przez Bor[Z] oznacza¢ bedziemy naj-

mniejsze o-cialo zawierajace Bor(X) oraz Z. Latwo sprawdzié, ze
Bor[Z] ={B A I: B € Bor(X),I € T}.

Oprocz prostej rzeczywistej R z naturalng topologia, struktura grupy ad-
dytywnej i miarg Lebesgue’a, pracowaé¢ bedziemy z innymi przestrzeniami
polskimi, ktére z punktu widzenia badan idealéw miary i kategorii sg do R

podobne. Najwazniejsze z nich to przestrzei Cantora i przestrzen Baire’a.
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2.2.1 Przestrzen Cantora

Jedng z podstawowych przestrzeni bedzie dla nas zbior Cantora 2“, czyli zbior
wszystkich nieskoniczonych ciggéw binarnych. Przestrzen te mozna utozsamic
z przeliczalnym produktem grupy Z,, co w naturalny sposéb zadaje w niej
strukture grupowa. W przestrzeni tej mozna rowniez wprowadzi¢ miare pro-
babilistyczng, bedaca uzupetieniem borelowskiej miary produktowej, pocho-
dzacej od przeliczalnego produktu przestrzeni dwupunktowych {0,1} (z na-
turalna miara probabilistyczna). Latwo sprawdzié, ze miara ta jest niezmien-
nicza na przesuniecia. Miare te nazywac¢ bedziemy rowniez miara Lebesgue’a.
Dla s € 2<¥ przez [s] oznacza¢ bedziemy zbior {x € 2¥ : © D s}. Zbiory
postaci [s] (dla s € 2<¥) tworza baze topologii w 2. Pracujac w przestrzeni
2¢ przez Q oznaczaé¢ bedziemy zbior tych elementéw 2, ktore maja skoncze-
nie wiele jedynek. Symbole 0,1 oznaczaja ciagi state bedace elementami 2¢
rowne tozsamo$ciowo 0 i, odpowiednio, 1. Czasami bedziemy tez nieznacz-
nie naduzywaé tej notacji, oznaczajac w ten sposob ciagi stale rowne 0 i 1
okreslone na podzbiorze zbioru w.

W przestrzeni Cantora idealy N i M maja kombinatoryczne charak-
teryzacje przydatne w badaniu ich wtasnos$ci. Poniewaz bedziemy z tych

charakteryzacji kilkakrotnie korzystaé¢, przypomnimy je w tym miejscu.

Stwierdzenie 2.2.1 (Bartoszynski, [3]|, tw. 2.2.4). Zbior F' C 2% jest
zbiorem pierwszej kategorii Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki po-
dziat {I,, : n € w} zbioru w na kolejne skoriczone przedzialy i taki element
zp € 2Y, ze

FC{rxe2:¥Vnecw x| I,# z2r | I,}.
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Definicja 2.2.2. Powiemy, ze zbior H C 2“ jest maly w sensie Bartoszyn-
skiego, gdy
HC{ze2’:Fnecw x|, €}

dla pewnego podziatu {I,, : n € w} zbioru w na kolejne skonczone przedziaty

|Jn
n€w 2nl

i pewnej rodziny zbioréw .J,, C 2I" o tej wlasnosci, ze > < 0.

Stwierdzenie 2.2.3 (Bartoszynski, [3], tw. 2.5.7). Zbior N C 2¥ jest
zbiorem miary zero wtedy i tylko wtedy, gdy N jest sumq dwoch zbiorow
matych w sensie Bartoszynskiego. Doktadniej, dla kazdego zbioru N € N (2¥)
istniejq ciggi rosngcee ciqgi (ng, my, : k € w) liczb naturalnych i zbiory

I, C 2emesr) g C 2lmemitn) o e wlasnosci, Ze Y okew k] - 2~ (41 —nk)

> rew [i| - 27 mirimme) < oo oraz
N C{x€2¥: 3%k x| [ng, nky1) € I JU{x € 2 : I¥%k x | [my, miy1) € Ji}.

Ponadto mozna zalozyé, ze ng < my < gy < My dla dowolnego k € w.

2.2.2 Przestrzen Baire’a

Wazna dla nas bedzie przestrzen Baire’a w® ztozona z nieskoniczonych ciaggow
o wyrazach naturalnych. Dla s € w<¥ przez [s] oznaczaé¢ bedziemy zbiér
{z € w¥ : 2z D s}. Podobnie jak w 2¥  zbiory te tworza baze topologii w w.
Przestrzen w® jest homeomorficzna zarowno ze zbiorem liczb rzeczywistych
niewymiernych, jak i z 2¢ \ Q (wynika to tatwo z twierdzenia Aleksandrowa—
Urysohna, patrz [20], tw. 7.7.).

Dla f,g € w* piszemy f <* ¢ i mowimy, ze f dominuje g, gdy dla
prawie wszystkich n € w mamy f(n) < g(n). Podobnie dla zbioru A C w® i

funkcji g € w¥ moéwimy, ze g dominuje A (co oznaczamy przez A <* g), gdy
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Vfe A f<*g. Powiemy rowniez, ze zbior A C w” jest zdominowany (lub

o-ograniczony), gdy istnieje funkcja g € w* taka, ze A <* g.

2.2.3 Hiperprzestrzen zbioré6w zwartych

Elementami hiperprzestrzeni K (X), dla dowolnej przestrzeni polskiej X, sa
zwarte podzbiory X. W zbiorze K(X) wprowadzamy topologie Vietorisa,
ktorej zbiory bazowe sa postaci
{(PeK(X):PC|JU; A Vi<n UinP#0},
i<n

dla pewnego ciagu (Uy, ..., U,) otwartych bazowych podzbioréw przestrzeni
X.

Wiadomo, ze dla dowolnej przestrzeni polskiej X przestrzen K(X) jest
przestrzenia polska, ponadto K(X) jest zwarta, o ile X jest przestrzenia

zwarta. Mozna pokazaé, ze przestrzen K (2¢) jest homeomorficzna z 2.

2.3 Drzewa

Jezeli A jest dowolnym zbiorem, to drzewem na A nazywamy dowolny pod-

zbior T C A<¥ zamkniety na obciecia, tzn. spelniajacy warunek
VseT Vn<|s| sIneT.
Dla drzewa T" C A<“ okreslamy jego zbior galezi
T)={x€ A”:Vn z [neT}.

O ile nie zaznaczymy inaczej, zaktadamy, ze wszelkie rozpatrywane drzewa sa

,dobrze przyciete”, tzn. kazdy ich element ma wtasciwe rozszerzenie nalezace
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do drzewa. Wyjatkiem od tej reguty beda drzewa ufundowane, tzn. takie, w
ktorych nie ma nieskoriczonych malejacych ciaggéw elementow.

Jezeli na zbiorze A zadamy topologie dyskretna (co bedzie miato miejsce
w najwazniejszych dla nas przypadkach, czyli A ={0,1} lub A = w), to dla
dowolnego drzewa T na A zbiér [T] jest domkniety w A“; ponadto kazdy
zbior domkniety w A“ jest tej postaci (zobacz [20], tw. 2.4).

Na kazdym drzewie wprowadzamy naturalny porzadek odwrotnej inkluzji.
W szczegolnosei cigg pusty jest najwiekszym elementem kazdego drzewa, a
o ciggu s’ przedluzajacym cigg s mowimy, ze lezy ponizej ciggu s.

Drzewo T' C w<* nazwiemy

e drzewem doskonalym, jezeli

VseT JteT (th/\|{n€w:t“nET}\>1),

e drzewem Lavera, jezeli

dseT YteT (tgs\/|{n6w:t’\nET}\:w>,

e drzewem Millera (lub drzewem superdoskonalym), jezeli

VseT JteT (th/\|{nEw:t’\nET}\:w>.

Innymi stowy drzewo jest doskonate, jezeli rozgatezia si¢ ponizej kazdego
elementu, jest drzewem Millera, jezeli ponizej kazdego elementu rozgatezia
sie w pewnym punkcie na nieskoniczenie wiele nastepnikow, oraz jest drzewem
Lavera, jezeli ponizej pewnego elementu rozgalezia sie w kazdym punkcie na

nieskoniczenie wiele nastepnikow.
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Terminu drzewo doskonale bedziemy roéwniez uzywaé¢ w odniesieniu do
drzew na zbiorze {0,1} spelniajacych analogiczny warunek. Odnotujmy, ze
zbior P C 2% jest doskonaty wtedy, i tylko wtedy, gdy istnieje niepuste drzewo
doskonate T' C 2<% takie, ze P = [T]; analogiczny warunek spelniony jest w
przestrzeni w®.

Dla drzewa T C A<“ okreslamy jego zbior rozgalezien
Split(T)={teT:|{n€ew:t"neT} >1}.
Ponadto, dla m € w definiujemy
Split™(T) = {t € Split(T) : |{n < |t| : t | n € Split(T)}| = m}.

Przez stem(T) bedziemy oznacza¢ jedyny element zbioru Split’(T), czyli

miejsce pierwszego rozgatezienia drzewa T'.

2.4 Forcing

W pracy opieramy sie na podstawowych faktach dotyczacych metody for-
cingu, opisanych na przyktad w [24], jak rowniez na elementarnych wlasno-
$ciach kodow borelowskich opisanych w [18].

Jako podstawowa aksjomatyke teorii mnogosci przyjmujemy teorie ZFC
(patrz [24]). Rozpatrywaé bedziemy wylacznie przechodnie modele (fragmen-
tow) teorii ZFC. Stosujac powszechnie przyjeta konwencje, bedziemy pisaé
M = 7ZFC* dla zaznaczenia faktu, ze M (czy doktadniej (M, €)) spelnia
odpowiednio duzy skonczony fragment teorii ZFC.

Przyjmujemy, ze dla warunkow p,q € P pojecia forcingu (P, <) mamy

p < q, gdy warunek p jest silniejszy od warunku gq.
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Jezeli M |= ZFC*, a B jest zbiorem borelowskim, to piszac B € M mamy
na mysli, ze kod zbioru B nalezy do M. W powyzszej sytuacji przez B
oznaczamy zbior tych elementéw zbioru B, ktore naleza do M.

Szczegblnie interesujace beda dla nas nastepujace pojecia forcingu:
e forcing Cohena C = Bor/M,
e forcing Solovaya B = Bor /N,

e forcing Sacksa S, ktorego warunkami sa drzewa doskonale w 2<¥ a

relacja porzadku — relacja inkluzji,

e forcing Lavera L, ktérego warunkami sa drzewa Lavera w w<“, a relacja

porzadku — relacja inkluzji,

e forcing Millera M, ktorego warunkami sa drzewa Millera w w<%, a re-

lacja porzadku — relacja inkluzji.

Przypomnijmy, ze wymienione wyzej pojecia forcingu moga mie¢ rézne
reprezentacje. W szczeg6lnosci o forcingu S mozna réwniez mysleé¢ jako o
rodzinie drzew doskonalych w przestrzeni w<¥, rodzinie podzbioréw dosko-

natych przestrzeni 2“ czy podzbioréw doskonatych przestrzeni w®.
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2.5 Male zbiory

W rozdziale 4. zajmiemy sie wlasnosciami pewnych rodzin matych podzbio-
row przestrzeni 2*. Sformulujemy tu definicje niektorych takich klas, ktorymi

bedziemy sie zajmowac.

Definicja 2.5.1. Podzbior X dowolnej przestrzeni metrycznej nazywamy
zbiorem silnie miary zero (X € SMZ), jezeli dla dowolnego ciagu dodatnich
liczb rzeczywistych (g, : n € w) istnieje ciag zbiorow otwartych (I, : n € w)

takich, ze 6(1,) < &, dla kazdego n € w oraz X C ., In-

Definicja 2.5.2. Podzbior X przestrzeni polskiej Y nazywamy zbiorem uni-
wersalnie miary zero (X € UMZ), jezeli dla kazdej borelowskiej miary pro-

babilistycznej u na Y znikajacej na punktach mamy p*(X) = 0.

Latwo wida¢, ze zar6wno rodzina SMZ jak i rodzina UMZ jest o-idealem

podzbioréow przestrzeni X.

Definicja 2.5.3. Zbior X C 2¥ nazywamy zbiorem silnie pierwszej kategorii
(X € SFC), jezeli dla dowolnego zbioru G C 2 pelnej miary istnieje element
t € 2% taki, ze X Ct+G.

Galvin, Mycielski i Solovay wykazali w pracy [17], ze zbior X C 2 jest
zbiorem silnie miary zero wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru
rezidualnego G C 2% istnieje liczba t € 2% taka, ze X C ¢t + . Rodzina
zbior6éw silnie pierwszej kategorii powstaje przez dualizacje tej charaktery-
zacji, stanowi zatem naturalny odpowiednik rodziny SMZ. Bartoszynski i
Shelah pokazali jednak w pracy [4], ze przy zalozeniu CH rodzina SFC nie
jest zamknieta na sumy, tzn. istnieja dwa zbiory X,Y € SFC takie, ze
XUY ¢ SFC.
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W swojej pracy magisterskiej [25] autor pokazal, ze zbior X C 2% jest
zbiorem silnie miary zero, gdy dla dowolnego zbioru rezidualnego G C 2%
istnieje zbior przeliczalny T° C 2¢ taki, ze X C T + G. Poprzez dualizacje
tej charakteryzacji otrzymujemy inng klase zbioréw, réwniez bedaca natu-
ralnym odpowiednikiem zbioréw silnie miary zero, ale zamknieta nawet na
przeliczalne sumy. Poza ta réznica, klasa ta wykazuje wiele podobienstw do

klasy zbiorow silnie pierwszej kategorii (zob. [25]).

Definicja 2.5.4. Zbior X C 2“ nazywamy zbiorem bardzo pierwszej katego-
rii (ang. very meager, X € VFC) jezeli dla dowolnego zbioru G C 2¥ pelnej

miary istnieje zbior przeliczalny T' C 2% taki, ze X C T + G.

Zbiory silnie- i bardzo pierwszej kategorii mozna oczywiscie rozpatrywac
w innych grupach niz 2. W szczeg6lnosci ich definicje maja sens w prze-
strzeni [0, 1] (z dodawaniem modulo 1) i w R.

Roéwniez rodzina zbior6w uniwersalnie miary zero ma swoje odpowiedniki

dla kategorii.

Definicja 2.5.5. Podzbior X przestrzeni polskiej Y nazywamy zbiorem za-
wsze pierwszej kategorii (X € AFC), jezeli dla dowolnego zbioru doskona-
lego P zbior X N P jest pierwszej kategorii w przestrzeni P (z topologia

podprzestrzeni przestrzeni V).

Definicja 2.5.6. Podzbior X przestrzeni polskiej Y nazywamy zbiorem uni-
wersalnie pierwszej kategorii (X € UFC), gdy dla dowolnej doskonatej prze-
strzeni polskiej Y’ i borelowskiego izomorfizmu ¢ : Y — Y’ zbior ¢[X] jest

pierwszej kategorii w Y.
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Wiadomo, 7ze w przestrzeni 2“ zachodza nastepujace zwiazki pomiedzy

wymienionymi wyzej klasami zbiorow:
e SMZ C UMZ C N,

e SFC C VFC C UFC C AFC C M.

Definicja 2.5.7. Nieprzeliczalny zbior X C 2“ nazwiemy
e zbiorem Luzina, jezeli VF € M |FN X| < w,
e zbiorem Sierpitiskiego, jezeli VH € N' |[HN X| < w.

Wiadomo, ze kazdy zbidér Sierpiriskiego jest zbiorem silnie pierwszej kate-
gorii (zob. [32]), a kazdy zbior Luzina — zbiorem silnie miary zero (zob. [3],

lemat 8.2.2.).
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3 Wlasnosci addytywne

3.1 Niemierzalne sumy algebraiczne

W tej czesci rozprawy przedstawimy wyniki dotyczace niemierzalnosci zbio-
rOw majacych posta¢ sumy algebraicznej.

Wiele konstrukeji zbioro6w niemierzalnych w sensie Lebesgue’a korzysta ze
struktury addytywnej, jaka posiada przestrzen. Warto tu wspomnieé¢ choc¢by
klasyczny przyktad Vitaliego w R, czyli selektor z warstw podgrupy Q. In-
nym przyktadem zbioru niemierzalnego zwigzanego z addytywna struktura
przestrzeni jest (w przestrzeni 2¥) dowolna podgrupa gesta indeksu 2. Przy-
ktadem takiej podgrupy jest np. kazdy niegltéwny ideal maksymalny na w
(traktowany jako podzbior 2¥ poprzez utozsamienie podzbioréw w z ich funk-
cjami charakterystycznymi).

Naturalnym pytaniem jest, czy zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a sg
zamkniete na operacje sumy algebraicznej. Negatywnej odpowiedzi na to

pytanie udzielil juz Sierpinski dowodzac nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1.1 (Sierpinski, [35]). Istniejq takie dwa zbiory X, Y C R

miary Lebesque’a zero, ze zbior X +Y jest zbiorem niemierzalnym.

Konstrukcje Sierpiniskiego tatwo zmodyfikowaé¢ tak, aby otrzymaé ana-
logiczny przyktad dla kategorii Baire’a. Ponadto niewielka modyfikacja do-
wodu pozwala na podanie przyktadu takiego zbioru X C R miary Lebesgue’a
zero, ze zbior X + X jest niemierzalny. Przyktad analogiczny do przyktadu
Sierpinskiego mozna réwniez skonstruowaé¢ w przestrzeni 2¢.

Uogoblniajac wynik Sierpinskiego, Kharazishvili udowodnil nastepujace

twierdzenie.
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Twierdzenie 3.1.2 (Kharazishvili, [21]). Niech S bedzie niezmienniczym
o-ciatem podzbiorow R, a T C S — niezmienniczym o-ideatem takim, Ze
algebra ilorazowa S/I ma wlasno$é c.c.c. Wtedy nastepujgce warunki sq

rOWNOWAZNE
e XY eI X4+Y €T,
e IXeZ X+X€&8.

Podobne twierdzenie w odniesieniu do idealéw o bazie ztozonej ze zbiorow

koanalitycznych sformutowali Cichoni i Jasinski w pracy [10].

Twierdzenie 3.1.3 (Cichon—Jasinski, [10]). Niech T bedzie niezmienni-
czym o-ideatem podzbiorow R o bazie ztozonej ze zbiorow koanalitycznych.

Wtedy nastepujgce warunki sqg rownowazne:
e XY X+Y (T,
e IX.Y €T X+Y ¢ Bor[Z].

Poniewaz nietrudno przekonaé sie, ze istnieje taki zbior miary zero X C R,
ze X + X = R, wspomniany wyzej wynik Sierpiniskiego jest prostym wnio-
skiem z powyzszego twierdzenia.

Zaréwno w twierdzeniu Sierpinskiego, jak i w twierdzeniu Cichonia i Ja-
sinskiego konstruuje sie zbiory X', Y’ nalezace do pewnego idealu, takie, ze
zbior X' + Y’ jest niemierzalny (tzn. nie nalezy do pewnego o-ciala), zakla-
dajac, ze istnieja takie zbiory X,Y w tym ideale, ze zbior X + Y to tego
idealu nie nalezy. Warto podkresli¢, ze ani w konstrukeji Sierpinskiego, ani

w konstrukeji Cichonia i Jasinskiego otrzymane zbiory X', Y’ nie musza by¢
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podzbiorami odpowiednio zbioréw X i Y. Nasuwa si¢ wiec naturalne pytanie,
czy mozna te twierdzenia wzmocni¢ tak, aby otrzymaé takie inkluzje.
W kontekscie miary Lebesgue’a czesciowa pozytywna odpowiedzia na to

pytanie jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.4 (Ciesielski-Fejzi¢—Freiling, [12]). Dla dowolnego zbio-
ru A C R takiego, ze A+ A & N, istnieje zbior X C A taki, ze X + X jest

zbiorem niemierzalnym.

W rozdziale tym podamy istotnie prostszy dowdd powyzszego twierdze-
nia, pokazemy tez, ze dla dowolnych zbiorow A, B takich, ze A+ B ¢ N
istnieja zbiory X C A oraz Y C B takie, ze X + Y jest zbiorem niemie-
rzalnym. Dokladnie ta sama technika wykazemy analogiczny fakt dla ideatu
kategorii.

W dalszej czedci rozdziatu rozwiniemy zastosowang technike tak, aby ana-
logiczne fakty udowodni¢ tez dla szerokiej klasy o-idealow i o-ciat, w szczegol-
noéci dla o-ideatu zbioré6w Marczewskiego zero i o-ciata zbioréw mierzalnych
w sensie Marczewskiego, a takze dla o-idealow Z o bazie ztozonej ze zbiorow
koanalitycznych i o-cial postaci Bor[Z]. W szczegolnosci udowodnimy twier-
dzenie wzmacniajace wyzej wymienione twierdzenie Cichonia i Jasinskiego.

Wezeéniej jednak rozwazymy naturalne pytanie, czy w twierdzeniu Cie-
sielskiego, Fejzi¢’a i Freilinga mozna zadaé¢ od skonstruowanego zbioru X,
zeby mial miare zero. Przedstawimy prosty kontrprzyktad na te hipoteze
w pelnej ogdlnosci, natomiast wykazemy, ze istotnie mozna taki zbior skon-
struowa¢ przy dodatkowym zaltozeniu mierzalnosci wyjsciowego zbioru A.

Analogiczny fakt udowodnimy roéwniez dla kategorii Baire’a.



3 WEASNOSCI ADDYTYWNE 23

Na koniec tego rozdziatu, nawigzujac do przyktadu Erd&sa—Stone’a zbio-
row borelowskich A, B C R takich, ze A + B nie jest zbiorem borelowskim,
przedyskutujemy mozliwos¢ udowodnienia podobnych twierdzen dla o-ciata
zbioréw borelowskich. W szczegélnosci wykazemy, ze istnieje zbioér borelow-
ski P taki, ze dla dowolnych zbioréw borelowskich A, B C P zbior A+ B jest

borelowski.

3.1.1 Miara i kategoria

Rozpocznijmy od nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1.5. Jezeli zbior A C 2% ma te wlasnosé, ze A + A nie jest
zbiorem miary zero, to istnieje zbior X C A taki, ze X + X jest zbiorem

niemierzalnym.

Dowdd. Bez ograniczenia og6lnosci mozemy przyja¢, ze zbior A + A jest
mierzalny, gdyz jezeli A + A jest niemierzalny, przyjmujemy X = A.

Niech F' C 2“ bedzie nieglownym ultrafiltrem na w a I = F* — idealem
dualnym, czyli rodzina {w \ Y : Y € I'}. Wiadomo, 7e zbiory F oraz I sa
catkowicie niemierzalne (tzn. maja miare wewnetrzna rowna 0, a zewnetrzna
rowng 1). Poniewaz przeciecie zbioru mierzalnego ze zbiorem caltkowicie nie-
mierzalnym jest niemierzalne, I N (A + A) jest zbiorem niemierzalnym.

Poniewaz dodawanie w przestrzeni 2 odpowiada operacji r6znicy syme-
trycznej w P(w), widzimy, ze I+1 = F+F = [ oraz [+ F = F. Wynika stad,
e AZI1AZF, gdyz w przeciwnym przypadku mielibySmy A+ A C I, co

przeczyloby temu, ze I ma miare wewnetrzng 0.
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Przyjmijmy Xg = AN 1 oraz X; = AN F. Mamy
(Xo+Xo)U(Xi+Xy)=(A+A)NT;

z dokonanej juz obserwacji wiemy, ze jest to zbiér niemierzalny. Zatem jeden

ze zbiorow Xy + X i Xy + X, musi by¢ niemierzalny. O

W doktadnie taki sam sposoéb mozna dowie$¢ analogicznego twierdzenia

dla kategorii.

Twierdzenie 3.1.6. Jezeli zbior A C 2% ma te wlasnosé, ze A + A nie jest
pierwszej kategorii, to istnieje X C A taki, ze X + X nie ma wlasnosci

Baire’a. O

Uwaga 3.1.7. Twierdzenie 3.1.5 udowodnili - niezaleznie od autora niniejszej
rozprawy - Ciesielski, Fejzi¢ i Freiling w pracy [12]. Ich dowod odnosi sie co
prawda do przestrzeni R, ale analogiczny dow6d mozna przeprowadzi¢ w 2%,
Dowo6d podany powyzej jest znacznie prostszy od dowodu z [12], w dalszej
czesdci pracy zaprezentujemy roéwniez jego modyfikacje dla przestrzeni R.
Niemal ten sam argument mozna zastosowaé, gdy mamy do czynienia z

suma algebraiczng dwoch réznych zbioréw.

Twierdzenie 3.1.8. Zaldzmy, ze zbiory A, B C 2“ majg te wltasno$é, ze

A+ B nie jest zbiorem miary zero. Wtedy istniejg zbiory X C A orazY C B

takie, ze X +Y jest zbiorem niemierzalnym.

Dowadd. Tak jak poprzednio, mozemy zaltozy¢, ze zbior A+ B jest mierzalny.
Wezmy ultrafiltr F' oraz ideal I takie jak w dowodzie twierdzenia 3.1.5 i

zdefiniujmy Xo=ANI, Xy =ANF,Yy=BNI oraz Y; = BN F. Mamy:

A+ B = (Xo+Yp) U (Xo+ Y1) U (X, +Yp) U (X, +17).
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Poniewaz (A+ B) N1 = (X, + Yp) U (X, UY)), zatem jeden ze zbiorow
(Xo + Yp) i (X1 +Y7) jest niemierzalny. O

Mozemy tez udowodni¢ analogiczne twierdzenie dla kategorii.

Twierdzenie 3.1.9. Jezeli zbiory A, B C 2¥ majq te wtasnosé, ze A+ B jest
drugiej kategorii, to istniejg zbiory X C A +Y C B takie, zZe zbior X +Y

nie ma wtasnosci Baire’a. O

Przedstawimy teraz analogiczne rozumowania dla przestrzeni R. Za-
uwazmy najpierw, ze kluczowym punktem powyzszych dowodéw byto roz-
wazenie wlasnosci nieglownego ultrafiltru na w traktowanego jako podzbior
2¢. Nietrudno przekonaé sie, ze skorzystaliSmy tak naprawde z tego, ze
niegtowny ideal maksymalny (czyli dopelnienie niegtéwnego ultrafiltru) jest
gesta podgrupa indeksu 2 (to znaczy posiadajaca dokladnie dwie warstwy)
grupy 2“. Zauwazmy, ze kazda taka podgrupa, podobnie jak ultrafiltr, jest
calkowicie niemierzalna, tzn. ma miare wewnetrzna réwna zero a zewnetrzna
rowng 1. Obserwacja ta sugeruje probe udowodnienia analogicznych faktow
w R poprzez rozwazenie stosownej podgrupy. Co prawda kazda wlasciwa
podgrupa addytywnej grupy R ma nieskoniczony indeks, ale powyzsze rozu-

mowania mozna zmodyfikowa¢ tak, aby obja¢ rowniez ten przypadek.

Stwierdzenie 3.1.10. Zatoimy, ze G C R jest podgrupg R zawierajgcg zbior
Q takq, ze |R/G| = w. Niech A bedzie wlasciwym niepustym podzbiorem
grupy ilorazowej R/G. Wtedy | J A jest zbiorem catkowicie niemierzalnym.

Dowdd. Poniewaz Q C G, zbior | J A jest Q-niezmienniczy (czyli niezmienni-

czy na przesuniecia wymierne), zatem jest zbiorem miary wewnetrznej zero
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lub petnej, podobnie rzecz ma sie z jego miara zewnetrzna. Gdyby zbior | A
byl miary zewnetrznej zero, kazda z warstw G bylaby zbiorem miary zero,
zatem z przeliczalno$ci indeksu G mielibySsmy R € NV. Z kolei gdyby zbior
A mial miare wewnetrzna pelna, to miara zewnetrzna warstwy nie nale-
zacej do A bytaby réwna zero, a co za tym idzie wszystkie warstwy mialyby
miare zero, co znow dowodziloby, ze R € N. Zatem zbior | J A ma miare

zewnetrzng pelna, a wewnetrzng réwna zero. ]

Whniosek 3.1.11. Jezeli G C R jest podgrupg o wtasnoSciach jak w powyz-
szym twierdzeniu a zbior X nie przecina wszystkich warstw podgrupy G, to

X jest niemierzalny lub X € N. O

Odnotujmy, ze grupa o wtasnosciach wymienionych w zalozeniach powyz-

szego stwierdzenia rzeczywiscie istnieje.
Stwierdzenie 3.1.12. Istnieje grupa G C R zawierajgca Q taka, ze |R/G| = w.

Dowdd. Niech H bedzie baza Hamela (tzn. baza R jako przestrzeni liniowej
nad Q) taka, ze 1,7 € H. Wystarczy zdefiniowa¢ G jako przestrzen liniowa
nad Q rozpieta przez zbior H \ {r}. O

Twierdzenie 3.1.13. Jezeli A C R ma te wtasnosé, ze A+ A nie jest miary

zero, to istnieje X C A taki, ze X + X jest zbiorem niemierzalnym.

Dowdd. Niech G bedzie grupa jak w stwierdzeniu 3.1.12. Ustalmy numeracje
warstw R/G = {T,, : n € w} i zdefiniujmy X,, = ANT,. Poniewaz A+ A =
Un,mew(X“ + X,,), istnieja takie ng, mg, ze X, + X, € N. Niech X =
Xpo U Xy, wtedy X + X € N. Ale zbior X + X przecina co najwyzej trzy
warstwy G, wiec w szczegdlnosci z wniosku 3.1.11 wynika, ze jest zbiorem

niemierzalnym. O
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Stosujac analogiczna technike mozemy tez udowodnié¢ nastepujace twier-

dzenia.

Twierdzenie 3.1.14. Zatozmy, ze zbiory A, B C R majg te wlasnosé, ze
A + B nie jest miary zero. Wtedy istniejg zbiory X C A orazY C B takie,

ze X +Y jest zbiorem niemierzalnym. 0]

Twierdzenie 3.1.15. Jezeli zbior A C R ma te wltasnosé, ze A — A nie jest
miary zero, to istnieje zbior X C A taki, ze zbior X — X jest niemierzalny.

O

Twierdzenie 3.1.16. Jezeli zbior A C R ma te wtasnosé, ze A + A nie
jest pierwszej kategorii, to istnieje X C A taki, ze X + X nie ma wlasnosci

Baire’a. O

Twierdzenie 3.1.17. Jezeli zbior A C R ma te wtasno$é, ze A — A nie
jest pierwszej kategorii, to istnieje X C A taki, ze X — X nie ma wlasnosci
Baire’a. O
Twierdzenie 3.1.18. Jezeli zbiory A, B C R majg te wlasnosé, ze A + B
jest drugiej kategorii, to istniejg zbiory X C A Y C B takie, Ze zbior X +Y
nie ma wtasnosci Baire’a. 0]
Odnotujmy tez, ze powyzsza technika da sie uogélni¢ rowniez na sumy
algebraiczne dtugosci wiekszej niz dwa.
Twierdzenie 3.1.19. Jezeli A C R ma te wtasnosé, ze A+ A+ ...+ A nie

jest miary zero, to istnieje X C A taki, Ze X + X +...+ X (gdzie suma jest

tej samej dlugosci co w A+ A+ ...+ A) jest zbiorem niemierzalnym.

Dowdd. Analogiczny do dowodu twierdzenia 3.1.13. O
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Podkreslmy réowniez, ze powyzsze twierdzenie odnoszace sie do sum dtu-
gosci wiekszej niz dwa mozna rowniez udowodni¢ w przestrzeni 2. Potrzebna
jest do tego konstrukcja podgrupy G C 2¢, ktora ma dokladnie w warstw.
Konstrukcje taka nietrudno wykona¢ podobnie, jak zostalo to zrobione w
dowodzie stwierdzenia 3.1.12, korzystajac z faktu, ze przestrzen 2 jest prze-
strzenig liniowag nad ciatem Zs,.

W $wietle wyniku Sierpiniskiego nasuwa sie pytanie, czy w powyzszych
twierdzeniach mozna zadac¢ od zbiorow X, Y, aby miaty miare zero lub byty
pierwszej kategorii. Przeczy temu oczywisty kontrprzyklad A = Q, B = 2¥.
Innym mozliwym kontrprzyktadem (przy zalozeniu CH) dla miary jest zbior
Sierpinskiego A taki, ze A + A = 2%, a dla kategorii — zbiér Luzina o tej
wlasnosci. Konstrukecje takich zbioréw mozna znalezé w [3| (tw. 8.2.3 i
8.5.3).

Okazuje sie jednak, ze od X,Y mozna zada¢, aby mialy miare zero lub
byty pierwszej kategorii, o ile tylko natlozymy pewne ograniczenia na wyj-
Sciowe zbiory A, B. Zaczniemy tym razem od twierdzenia dotyczacego kate-

gorii Baire’a.

Twierdzenie 3.1.20. Zalozmy, ze zbiory A, B C 2Y majg wlasnosé
Baire’a, ale nie sq pierwszej kategorii. Wtedy istniejq zbiory pierwszej kate-

gorit X C A orazY C B takie, ze X +Y nie ma wltasnosci Baire’a.

Dowdd. Skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat 3.1.21. Zatozimy ze zbior G C 2 jest rezidualny. Wtedy istniejq
zbiory pierwszej kategorii Fy, Fy C G takie, ze Fy + Fy ¢ M.
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Dowaod. Bez ograniczenia og6lnosci mozemy zatozyé, ze
G={re2¥:3°n x| I, =0}

dla pewnego podziatu {I,, : n € w} zbioru w na kolejne skoriczone przedzialy.
Istotnie, ze stwierdzenia 2.2.1 latwo wynika, ze dowolny zbiér rezidualny
w 2“ zawiera przesuniecie zbioru tej postaci, za$ zastapienie zbioru G jego
przesunieciem nie ogranicza ogélnosci rozwazan.

Zdefiniujmy Fy = {z € 2¥ : Vn x | Iy, = 0} oraz F; = {z € 2 :
Vn x | Isn11 = 0}. Nietrudno przekonaé sie, ze oba te zbiory sa domkniete
brzegowe. Ponadto Fy + F} = 2%, gdyz dowolny ciag x € 2 mozna uzyskaé

jako sume zy € Fj zdefiniowanego wzorem

x | I, dlan nieparzystych,
Zo f I, =
0 dla n parzystych.

oraz x; € F} zdefiniowanego wzorem

0 dla n nieparzystych,
T f I, =
x | I, dlan parzystych.

O

Zatozmy teraz, ze zbiory A, B ¢ M maja wlasnoé¢ Baire’a. Niech
G=(Q+A)N(Q+B) € M*. Zlematu 3.1.21 otrzymujemy zbiory pierwszej
kategorii Fy, Fy C G takie, ze Fy + Fy € M.

Dla q € Q rozwazmy Fj = Fon(q¢+A) € Moraz F{! = FiN(q¢+ B) € M.
Poniewaz Fy = (J,cq Fy oraz Fi = U,cq FY, istnieja takie p,¢ € Q, ze
FY + Fl ¢ M. Przyjmijmy X' = p+ FY C Aoraz Y = ¢+ F! C B.
Oczywiscie X', Y € M oraz X' +Y' ¢ M. Mozemy zatem zastosowac

twierdzenie 3.1.9 do zbiorow X', Y’, aby otrzymacé szukane zbiory X,Y. O
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Whiosek 3.1.22. Jezeli A € BP oraz A+ A & M to istnieje taki zbior
pierwszej kategorit X C A, ze X + X & BP.

Dowdd. Jezeli A € M, stosujemy twierdzenie 3.1.6. Jezeli A ¢ M, z po-
przedniego twierdzenia otrzymujemy zbiory pierwszej kategorii Yp,Y; C A
takie, ze Yo +Y; € M. Wtedy X' = YyUY; C A jest pierwszej kategorii oraz
ma te wlasno$é, ze X' + X' € M. Mozemy zatem zastosowac¢ twierdzenie

3.1.6 do X', aby otrzyma¢ szukany zbior X. O
Analogiczny fakt jest prawdziwy réwniez na prostej rzeczywistej.

Twierdzenie 3.1.23. Zalozimy, ze zbiory A,B C R majg wlasnosé Ba-
ire’a, ale nie sq pierwszej kategorit. Wtedy istniejq zbiory pierwszej kategorii

X C A orazY C B takie, zZe X +Y nie ma wtasnosci Baire’a.

Dowaod. Udowodnimy nastepujacy odpowiednik lematu 3.1.21.

Lemat 3.1.24. Zatozmy ze zbior G C R jest rezidualny. Wtedy istniejg
zbiory pierwszej kategorii Fy, Fy C G takie, ze Fy + Fy & M.

Dowod. W pierwszej kolejnoéci zauwazmy, ze dowdéd mozemy przeprowadzié¢

w przestrzeni [0, 1] z dodawaniem modulo 1. Istotnie, bez zmniejszenia ogol-

nos$ci mozemy zalozyé¢, ze G + Z = G. Jezeli zatem znajdziemy zbiory

F|, F; C GNJ0,1] takie, ze F| + Fy = [0, 1] (gdzie + odnosi sie do dodawania

modulo 1) , to nietrudno przekonac sie, ze Fy = F| + Z oraz Fy = F) + Z sa

podzbiorami G takimi, ze Fy + F, = R. Zalozmy zatem, ze G € M*([0, 1]).
Niech ¢ : 2¥ — [0, 1] bedzie funkcja okreslona wzorem

ola) = S 2.

new
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Nietrudno przekonac sie, ze ¢ jest ciagta, a jej zbiorem wartosci jest zbior
[0,1]. Ponadto ¢ | (2 \ Q) jest roznowartosciowa, a dla A C [0, 1] mamy
A e M([0,1]) +— ¢ '[A] € M(2¥). Wynika stad, ze bez ograniczenia
og6lnosci mozemy zatozyé, ze o 'G] ={z € 2¥ : 3%n x | I, = z¢ | I,} dla
pewnego podziatu {I, : n € w} zbioru w na kolejne skonczone przedzialy i
pewnego g € 2¢. Istotnie, ¢ '[G] € M*(2¥), a ze stwierdzenia 2.2.1 wynika,
ze kazdy zbior rezidualny w 2% zawiera zbior postaci {x € 2 : 3*°n x | I,, =
Ta ffn}-

Zdefiniujmy Fy = {z € 2¥ : Vn € w v | Iy, = ¢ | Lo} oraz Fy =
{r € 2 :Vn € wa | Ipy1 = xg | Ions1} oraz polozmy Fy = ¢[F}]
i Fy = p[F5]. Oba zbiory Fy, F5, C [0, 1] sa domkniete, brzegowe i zawarte w
G. Wykazemy, ze F} + F, = [0,1].

Wezmy dowolng liczbe z € [0,1], niech y = z — p(zg). Niech y* € 2¢
bedzie rozwinieciem dwojkowym liczby y; jezeli y ma dwa rozne rozwiniecia,
wowczas wybieramy to, ktore jest od pewnego miejsca rowne zero. Okreslmy

x] € Iy oraz x5 € Iy nastepujaco:

y* | I, dla n nieparzystych,
xg [ 1, dla n parzystych.

xg | I, dla n nieparzystych,
y* | I, dlan parzystych.

Wystarczy teraz zauwazyc, ze

o(x]) + @(r3) = 0(y") + v(r6) = ¥y + (v6) = 2.
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Dalsza czes¢ dowodu twierdzenia jest analogiczna do dowodu dla prze-

strzeni 2¢. O

Bedziemy teraz dowodzi¢ analogicznego twierdzenia dla miary. Potrzebne

bedzie nam nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.25 (Carlson, [9]). Zaldzmy, ze M |= ZFC*, niech c € 2¥
bedzie liczbg Cohena nad M. Wtedy

M[d 3D e N* Yt e 2¢ |(t+ D) (2)M]| < w.

Uwaga 3.1.26. Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe w R (zob. [9]).

Ponizszy lemat wydaje sie byé¢ powszechnie znanym faktem, dla petnosci
rozumowania zamieszczamy go jednak wraz z dowodem. Odpowiednik tego
lematu dla przestrzeni R wynika z mocniejszych faktéw znajdujacych sie
w literaturze, mianowicie z lematu 9 z pracy [15] lub tez z lematu 3 z [33].
Wydaje sie, ze powyzszy dowod, dotyczacy przestrzeni 2, jest jednak istotnie
prostszy.

Lemat 3.1.27. Dla dowolnego zbioru N C 2¥ miary zero istnieje zbior do-

skonaty P C 2% taki, ze P+ N € N.

Dowadd. Poniewaz zbiér N ma miare zero, ze stwierdzenia 2.2.3 otrzymu-
jemy rosnace ciagi (ng, my, : k € w) liczb naturalnych i zbiory I, C 2[mmk+1),
Jpy C 2memied) o tej wlasnosci, ze Yoo [Tk - 270 < toc,

> rew [i| - 27 misimmi) < 400 oraz
N C{z€2¥:3% o | [ng,es1) € I Vo [ [mg, mpy1) € Ji}

Ponadto mozna zalozy¢, ze ny < my < ngi1 < mgy; dla dowolnego k € w.
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Przyjmijmy K, = {0,1} C 2"+ oraz P =[], Ki € 2¥. Oczywiscie

P € Perf. Zauwazmy, ze dla kazdego k € w mamy
{z | [nk, nikg1) c o € P} <2

oraz

H{z [ [mg, mpqq) 12 € P} < 4

Wynika stad, ze zbiér P+ N mozna pokry¢ zbiorami matymi zdefiniowanymi

przez te same ciagi (ng, my : k € w) oraz zbiory
I =A{x | [ng, npyr) - & € Py + I C 2memisn),

Jp, = {x | [mg,mgs1) 12 € P+ J, C olme,mit1)

Nietrudno sprawdzi¢, ze zbiory te istotnie sa male w sensie Bartoszynskiego,

gdyz |I| < 2-|Ij| oraz |J}| < 4-|Jgl O

Kolejny lemat nalezy z pewnoscig do folkloru teoriomnogo$ciowego. Jest
on powszechnie znany dla zbioréw borelowskich (zob. np. [18], lemat 42.4),
natomiast autor nie spotkal sie w literaturze ze sformutowaniem dla zbiorow
analitycznych. Poniewaz wydaje sie, ze dowdd dla zbioréw borelowskich
z 18] nie daje sie prosto zmodyfikowaé¢ tak, aby obja¢ przypadek zbiorow
analitycznych, prezentujemy ten lemat wraz z dowodem (dowod ten warto

porowna¢ z dowodem lematu 42.7 w [18]).

Stwierdzenie 3.1.28. Niech N = ZFC* bedzie przeliczalnym modelem prze-

chodnim oraz niech A bedzie zbiorem analitycznym kodowanym w N takim,

ze N EAeN* Wtedy A e N*.
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Dowdd. Niech D € N* bedzie zbiorem borelowskim takim, ze N E D C A.
Wtedy 1p IF 7 € D, gdzie r jest nazwa na liczbe losows.

Niech r € 2 bedzie liczba losowa nad N. Wtedy N[r] &= r € D.
Poniewaz formuta D C A jest absolutna dla modeli N oraz N|r|, mamy
N[r] =r € A. Ale formula x € A jest klasy X, zatem r € A.

Pokazalismy zatem, ze dowolna liczba losowa nad N nalezy do A. Dowdd
lematu koriczy prosta obserwacja, ze zbior liczb losowych nad N jest peinej

miary. ]

Lemat 3.1.29. Niech G C 2% bedzie zbiorem petnej miary. Wtedy istniejq
takie zbiory miary zero Fy, Fy C G, ze Fy + F; ¢ N.

Dowdd. Bez ograniczenia ogblnoéci mozemy zalozyé¢, ze G + Q = G. Niech
M = ZFC* bedzie przeliczalnym modelem przechodnim takim, ze G € M.
Pracujac w M i korzystajac z lematu 3.1.27 wybierzmy zbior doskonaty
P e M taki, ze M = P+ (2 \ G) € N, przy czym mozemy zalozy¢, ze
0 € P. Przechodzac do dopelnient widzimy, ze M = (),cp(p + G) € N,

zatem mozemy wybraé¢ zbior borelowski pelnej miary G' € M taki, ze

G<(p+0).

peP

Zauwazmy, ze (w M) dla dowolnego p € P mamy p + G' C G. Istotnie,

jezelix € G', tox € p+ G, zatem p+ 1 € p+p+ G = G. Ponadto dla

dowolnego p € PN M inkluzja p+ G’ C G zachodzi w dowolnym rozszerzeniu
generic modelu M.

Niech ¢ € 2¥ bedzie liczba Cohena nad M. Korzystajac z twierdze-

nia 3.1.25, znajdujemy zbiér borelowski pelnej miary D € M]c] taki, ze
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Vt € 2@ |(t+ D) N (2¥)"| < w. Pracujac w M|c| zdefiniujmy Fy = G\ D i
Fy = G N M; oba tak zdefiniowane zbiory maja miare zero.

Interesuje nas zbior Fy+ Fy = {t € 2¥ : (t+ Fy) N F} # 0}. Zauwazmy, ze
{tE 29 |(t+G)ﬂF1\ 2(.(}1} g {t€2w . (t+F0)ﬁF1 %@}

Istotnie, jezeli |(t + G) N Fy| > wy, to (t+ Fo) N Fy = (t+ (G\ D)) N Fy # 0,
gdyz |(t + D) N Fy| € w, na mocy wyboru zbioréw D i Fy. Wystarczy zatem
pokaza¢, ze zbior {t € 2* : |(t + G) N F}| > w } jest pelnej miary.

Ustalmy dowolny = € G' N M. Poniewaz zbior z + G’ jest pelnej miary,
wystarczy pokazac, ze jezeli t € x + G, to |(t+G) N Fy| > w;. Wezmy zatem
dowolne t € z + G'. Zauwazmy, ze mamy x € (t+ G') N (G'N M). Z wyboru

zbioru G' i zbioru P otrzymujemy, ze dla dowolnego p € PM zachodzi
r+pe(t+G)N(GNM)=(t+G)N Fy,

zatem

t+PYC(t+G)N(GNM)=(t+G)NF.

Poniewaz M|c] E |PM| > w, otrzymujemy, ze |(t + G) N Fy| > w;.
Pokazalismy zatem, ze M|c| istnieja dwa zbiory miary zero Fy, F} C G
takie, ze Fy + F; € N*. Bez ograniczenia ogélnosci mozemy przyjac, ze
Fy, Fy sa borelowskie. Wtedy jednak zbior A = Fy + F jest analitycznym
zbiorem pelnej miary kodowanym w M]c|, zatem na mocy lematu 3.1.28,

mamy Fy + F, € N*. O

Twierdzenie 3.1.30. Zalozmy, ze zbiory A, B C 2 sq mierzalne miary
dodatniej. Wtedy istniejg zbiory miary zero X C A oraz Y C B takie, Ze

X +Y jest niemierzalny.
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Dowdd. Analogiczny do dowodu dla kategorii, z tym, ze zamiast z lematu

3.1.21 korzystamy z lematu 3.1.29. U

Analogiczne twierdzenie mozna réwniez udowodni¢ w R. W tym celu
nalezy w miejsce lematu 3.1.27 skorzysta¢ z lematu 3 z pracy [33] oraz z
twierdzenia 3.1.25 we wspomnianej wersji dla R.

Rowniez analogicznie jak dla kategorii otrzymujemy (zaréwno w odnie-

sieniu do 2¥ jak i R) nastepujacy fakt.

Whiosek 3.1.31. Jezeli A € LM oraz A+ A & N, to istnieje taki zbior
miary zero X C A, ze X + X &€ LM. O

Dowodowi dla miary warto poswieci¢ kilka uwag. Przede wszystkim do-
wod lematu 3.1.29 wydaje sie by¢ zaskakujaco skomplikowany w poréwna-
niu z dowodem lematu 3.1.21. Autorowi nie udalo sie poda¢ prostszego, a
w szczegoOlnoscei elementarnego (tzn. nie korzystajacego z metody forcingu,
twierdzen o absolutnodci, itp.) dowodu. Odnotujmy jednak, ze mozna po-
da¢ nieco prostszy dowod, otrzymujac jednoczesnie nieco mocniejsza teze,
jezeli w lemacie 3.1.29 zalozymy, ze dopetnienie zbioru G jest mate w sensie

Bartoszynskiego.

Stwierdzenie 3.1.32. Niech G C 2¥ bedzie takim zbiorem, ze 2* \ G jest
zbiorem matym w sensie Bartoszynskiego. Wtedy istnieje zbior K C G taksi,

ze K+ K = 2%,
Dowadd. Jezeli dopelnienie zbioru G jest zbiorem matym, to

GO {r €2 : V7 x| [ng, ney1) & i}
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dla pewnego rosnacego ciagu (ny : k € w) liczb naturalnych oraz ciagu zbio-
row J, C 2emin) takich, ze Yo, |Jk| - 2707 < oo, W szezegdlnosei
istnieje takie kg € w, ze dla k > ko mamy |Ji| - 2~ ("+17m) < L0 Mozemy
zatem dla k > ko wybraé¢ zbiory K, C 2[mk+1) takie, ze J, N Kj, = () oraz
|| - 27meei=m) = 3 Wtedy dla k > kg mamy Kj + Kj, = 2™+ zatem

jezeli zdefiniujemy
K={x€2:Vk>ky x| [ng,nks1) € Ki},

to otrzymamy K C G i K + K = 2¥. Nietrudno tez zauwazy¢, ze tak

zdefiniowany zbiér K ma miare zero. 0

Odpowiednik lematu 3.1.27 jest rowniez prawdziwy dla kategorii (zaréwno

w odniesieniu do przestrzeni 2¢, jak i R).

Stwierdzenie 3.1.33. Dla dowolnego zbioru F' € M istnieje zbior doskonaty
P taki, zZe P+ F € M.

Dowaod. Bez ograniczenia ogo6lnosci zakladamy, ze F' jest zbiorem Q-niez-
mienniczym typu F,. Wezmy przeliczalny przechodni model M = ZFC*
taki, ze F' € M. Niech ¢ € 2% bedzie liczba Cohena nad M. Wiadomo
([3], lemat 3.3.2, patrz tez stwierdzenie 5.2.5), ze w M|c] istnieje zbior do-
skonaty P ztozony z liczb Cohena nad M.

Zauwazmy, ze Mc] E P + F € M. Istotnie, zbior P + F jest
Q-niezmienniczy, zatem wystarczy pokaza¢, ze P + F ¢ M*. Nietrudno
sprawdzié¢, korzystajac z faktu, ze P sklada sie z liczb Cohena nad M,
ze (P+ F)n (2)M = (. Poniewaz w M[c] mamy (2*)Y & M, zatem
P+ F ¢& M.
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Wystarczy teraz zauwazy¢, ze formuta P+ F € M jest absolutna dla M|c]
i V. Zbior P+ F jest borelowski (nawet typu F,), a dla zbiorow borelowskich
nalezenie do idealu M jest absolutne (zob. [18], lemat 42.4). O

Na zakoniczenie chcieliby$my zaznaczyé, ze zaprezentowane wyzej dowody
twierdzen 3.1.30 dla miary i 3.1.20 dla kategorii sg istotnie r6zne. Dowod dla
kategorii korzysta z eleganckiego opisu kombinatorycznego zbioréw pierwszej
kategorii, jakiego zbiory miary zero nie maja (charakteryzacja przez sumy
dwoch matych zbiorow wydaje sie by¢ tu niewystarczajaca). Z kolei w dowo-
dzie dla miary wykorzystaliémy twierdzenie 3.1.25, ktore nie jest prawdziwe,
jezeli zamienimy w jego tre$ci miare na kategorie, a liczbe Cohena na liczbe

losowa.

3.1.2 Inne algebry

W tej czesci pracy zajmiemy sie uogo6lnieniem tych sposrod dotychezas udo-
wodnionych twierdzen, ktére maja analogiczny dow6d dla miary i kategorii;
mamy tu na mysli twierdzenia 3.1.5, 3.1.6, 3.1.8 i 3.1.9 oraz ich odpowiedniki
dla R.

Odnotowalismy juz, ze w dowodach tych twierdzen dla przestrzeni 2“
ideal maksymalny (czyli dopelnienie rozwazanego ultrafiltru) mozna zasta-
pi¢ dowolng podgrupa gesta indeksu 2. Grupa taka ma dokladnie takie same
wtasnosci, jezeli chodzi o mierzalnosé czy wlasnosé Baire’a, natomiast w do-
wodach nie wykorzystaliémy wcale zamkniecia ideatu na branie podzbioréw.
Obserwacji tej uzyliémy juz dowodzac odpowiednikéw wymienionych twier-
dzen dla R poprzez wybranie odpowiedniej podgrupy.

W dalszych dowodach bedziemy tak wybiera¢ stosowna podgrupe naszej
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przestrzeni, aby miala pewne dodatkowe wtasnosci. W szczegdlnosci okaze
sie, ze zadane przez nas wlasnosci nie zawsze moga by¢ spelnione przez ul-
trafiltr. W szczegolnosci grupa skonstruowana w lemacie 3.1.36 nie moze by¢
dopetnieniem ultrafiltru. Wynika to tatwo z faktu, iz kazdy ultrafiltr na w
zawiera podzbior doskonaty.

Przyjmijmy nastepujaca definicje.

Definicja 3.1.34. Niech Z bedzie idealem podzbioréw przestrzeni polskiej,
a A — cialem podzbiorow tej przestrzeni zawierajacym ideal Z. Powiemy,
ze para (A,Z) ma wlasnos¢ zbioru doskonalego, jezeli dla dowolnego zbioru

X € A\ 7 istnieje zbior doskonaty P C X.

Twierdzenie 3.1.35. Niech T bedzie ideatem podzbiorow przestrzeni 2%,
a A — ciatem podzbiorow tej przestrzeni zawierajgcym ideat L. Jezeli para

(A, T) ma wlasno$é zbioru doskonatego, to

e dla dowolnego zbioru A C 2% takiego, ze A+ A & T istnieje zbior X C A
taki, ze X + X € A,

e dla dowolnych zbiorow A, B C 2“ takich, ze A+ B ¢ T, istniejqg zbiory
X, Y C A takie, ze X +Y & A.

W dowodzie skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat 3.1.36. Istnieje podgrupa G C 2¥, bedgca zbiorem Bernsteina w 2%,
taka, ze 2 = GU (1 + Q).

Dowdd. Ustalmy numeracje {P, : o < ¢} wszystkich doskonalych podzbio-
row przestrzeni 2¢ taka, ze Py, = 2¥. Ponadto, niech {z, : a < ¢} bedzie

numeracja elementow 2“ taka, ze xqg = 0.
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Zauwazmy, ze jezeli wtasciwa podgrupa G C 2“ przecina wszystkie zbiory
doskonate, to jest zbiorem Bernsteina. Istotnie, gdyby istniat zbiér doskonalty
P C G, to mielibysmy G N (P + z) = () dla dowolnego z ¢ G.

Skonstruujemy rosnacy ciag (G, : a < ¢) podgrup grupy 2 tak, by dla

a < ¢ spetnione byly warunki
1.1¢ G,
2. 2o € Golub 1+ 2, € G,
3. P,NG, #0,

Na koniec zdefiniujemy G = |J_. G, Zauwazmy najpierw, ze jezeli spel-

a<c
nione sg warunki 1.-3., to G jest grupa indeksu 2 i jednoczesnie zbiorem
Bernsteina. Istotnie, warunek 1. implikuje, ze G jest wtasciwa podgrupa
grupy 2¥. Warunek 2., gwarantuje, ze kazdy punkt albo nalezy do G, albo
do warstwy elementu 1. Warunek 3., na mocy dokonanej obserwacji, zapew-
nia, ze GG jest zbiorem Bernsteina.

Okres§lmy na poczatek Gy = Q. Przypu$émy, ze skonstruowaliémy juz
podgrupy G¢ dla wszystkich {¢ < a. W pierwszej kolejnosci zadbamy o
spelnienie drugiego warunku. Moze sie zdarzy¢, ze jest on juz spelniony,
tzn. 2o € Uge, Ge lub tez 1+ 2, € U, Ge; w takim wypadku kladziemy
G, = U¢co Ge- Jezeli nie, zdefiniujmy G, jako ({zqa}UU,., Ge), czyli grupe
generowang przez wszystkie elementy zbioru U£<a G¢ i punkt z,. Zauwazmy,
ze przy takiej definicji 1 € G.,.

Aby zadbaé o trzeci warunek, wybierzmy p, € P, tak, by p, ¢ 1+ G i
zdefiniujmy G, = ({p,} UG’ ). Wyboru takiego p, mozemy dokona¢, gdyz
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|GL| < ¢. Znéw nietrudno zauwazy¢, ze 1 ¢ G,. Warunek 3. jest rowniez

spetniony, o czym $wiadczy wlasnie punkt p,. O

Dowdd twierdzenia 3.1.85. Zaloézmy, ze para (A,T) ma whasnosé¢ zbioru do-
skonatego. Niech A C 2“ bedzie zbiorem takim, ze A+ A ¢ 7, a G — grupa
bedaca zbiorem Bernsteina taka, ze 2¥ = G U (1 + G). Bez ograniczenia
ogoblnosci mozemy zatozyé, 7e A+ A € A.

Zauwazmy, ze zbior (A + A) N G nie nalezy do A. Istotnie, gdyby zbior
ten nalezat do A, to poniewaz G nie zawiera zbioru doskonatego, mielibySmy
(A+ A) NG € Z. Wtedy otrzymalibysmy, ze (A + A) N (1 +G) € A\ Z,
zatem istniatby zbior doskonaly P C (A4 A)N(1+ G). Ale zbior 1+ G jest
roOwniez zbiorem Bernsteina, zatem nie moze zawiera¢ zbioru doskonalego.

Przyjmijmy Xo = ANG oraz X; = AN (1+G) = A\ G. Zauwazmy, ze
(A+A)NG=(Xo+Xo)U(X;+ X)) ¢ A.

Wynika stad, ze przynajmniej jeden ze zbiorow Xg + Xy oraz X; + X nie
nalezy do A.

Jezeli mamy dane zbiory A, B C 2“ takie, ze A+ B ¢ Z, to definiujemy
Xo=ANG, X1 =AN(1+G), Yy, =BNGoraz Yy = BN(1+G). Podobnie
jak poprzednio pokazujemy, ze (A + B) NG ¢ A. Mamy jednak

(A+A) NG = (Xo+Yy) U(X) + 1)),
zatem przynajmniej jeden ze zbiorow Xy+Y; oraz X;+Y) nie nalezy do A. [

Podobne twierdzenie mozemy udowodni¢ w odniesieniu do przestrzeni R.

Musimy jednak dodatkowo zalozy¢, ze rozwazany ideat Z jest o-ideatem.
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Twierdzenie 3.1.37. Niech T bedzie o-ideatem podzbiorow przestrzeni R, a
A — o-ciatem podzbiordw tej przestrzeni zawierajgcym ideat . Jezeli para

(A, T) ma wlasno$é zbioru doskonalego, to

e dla dowolnego zbioru A C R takiego, ze A+A € I, istnieje zbior X C A
taki, ze X + X € A,

e dla dowolnego zbioru A C R takiego, ze A—A € I, istnieje zbior X C A
taki, ze X — X ¢ A,

e dla dowolnych zbiorow A, B C R takich, ze A+ B & L, istniejqg zbiory
X,Y C A takie, z2e X +Y & A.

W dowodzie skorzystamy z nastepujacego odpowiednika lematu 3.1.36.

Lemat 3.1.38. Istnieje podgrupa G C R taka, Ze G jest zbiorem Bernsteina
wR i |R/G| =w.

Dowaod. Dowdd jest w zasadzie analogiczny do dowodu dla przestrzeni 2v.
Rozpocznijmy znéw od prostej obserwacji, ze jezeli wlasciwa podgrupa R
przecina wszystkie zbiory doskonate, to jest zbiorem Bernsteina.

Skonstruowana przez nas grupa bedzie podprzestrzenig liniowa przestrzeni
liniowej R nad cialem Q. Podobnie jak w dowodzie lematu 3.1.36, ustalamy
numeracje {P, : a < ¢} wszystkich doskonalych podzbiorow przestrzeni R
taka, ze Py = R. Ponadto, niech {z, : @ < ¢} bedzie numeracja elementow
R taka, ze zy = 0.

Skonstruujemy rosnacy ciag przestrzeni liniowych (G, : a < ¢) tak, by

spetni¢ nastepujace warunki dla a < ¢:

1. 7 & Gg,
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2. z, € Lin(G, U {r}),
3. P,NGy #0.

Na koniec potozymy G = |, . Go. Warunek 1. gwarantuje nam, ze
skonstruowana podgrupa jest wlasciwa, a warunek 2. ze R = Lin(G U {7}),
zatem w szczegolnosci |R/G| = w. Z warunku 3. i z obserwacji poczynionej
na poczatku dowodu wynika natychmiast, ze G jest zbiorem Bernsteina.

Na poczatek przyjmijmy Gy = Q. Przypusémy, ze mamy juz skonstru-
owane przestrzenie G¢ dla wszystkich { < . Konstruujac G, skonstru-
ujemy rowniez (pelniaca pomocniczg role) podprzestrzen G, C G,. Jezeli
To & Lin(Go U {7}), zdefiniujmy G7, = Lin(U,_, G¢ U {z4}), w przeciwnym
wypadku przyjmijmy G, = U§<a G¢. Latwo wida¢, ze w ten sposob gwaran-
tujemy sobie spetnienie warunku 2.. Nietrudno tez przekonac sie, ze w kaz-
dym z powyzszych przypadkow 7 ¢ G.,. Istotnie, jezeli x, € Lin(G, U {7}),
to m & Lin(G, U {z4}), zas w przeciwnym wypadku m ¢ G’ z zalozenia
indukcyjnego.

Nastepnie wybierzmy dowolny element p, € P, \Lin(G,U{r}) i okreslmy
Go = Lin(G!, U{pa}). Oczywiscie gwarantuje nam to spelnienie warunku 3..

Podobnie jak poprzednio mozemy tez sprawdzi¢, ze m € G,. O

Dowdd twierdzenia 3.1.37. Udowodnimy tylko pierwszy punkt twierdzenia,
gdyz dwoch pozostatych dowodzi sie bardzo podobnie.
Niech zatem A C R bedzie zbiorem takim, ze A+ A € 7, a G — podgrupa
R bedaca zbiorem Bernsteina taka, ze |R/G| = w. Ustalmy numeracje warstw
grupy G
R/G ={T, : n € w}.
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Przyjmijmy tez X, = ANT,. Poniewaz mamy A + A = J, (X0 + Xn),
istnieja takie liczby naturalne n,m, ze X, + X,, € Z. Niech X = X, + X,;;;
oczywiscie X + X ¢ 7.

Zauwazmy teraz, ze zbior X 4+ X przecina co najwyzej trzy warstwy grupy

G. Istotnie,
X+XC(T,+T,)U(T,+T,) U (T, +Tn,),

a kazdy ze skladnikow sumy wystepujacej po prawej stronie inkluzji jest
warstwa grupy G. Okazuje sie jednak, ze suma skonczenie wielu warstw
grupy G nie zawiera zbioru doskonaltego; wynika to tatwo z faktu, ze kazda
z warstw grupy G jest zbiorem Bernsteina. Widzimy zatem, ze zbior X + X
nie nalezy do idealu Z, ale nie zawiera zbioru doskonatego. Zatem z faktu,

iz (A,Z) ma wtasno$¢ zbioru doskonatego wynika, ze X + X ¢ A. O

Twierdzenie analogiczne do twierdzenia 3.1.37 mozna sformulowac i udo-
wodni¢ w taki sam sposoéb w dowolnej przestrzeni polskiej majacej strukture
przestrzeni liniowej nad Q. W szczegdlnosci twierdzenie takie jest prawdziwe
w przestrzeniach R", czy w o$§rodkowych przestrzeniach Banacha.

Uwazna analiza dowodu twierdzenia 3.1.37 ujawnia, ze nie skorzystali-
$my z zalozenia, ze rodzina A jest o-cialem. Twierdzenie to mozna by zatem
wzmocni¢ dla dowolnej rodziny zbioréow A (przy sformutowaniu wlasnosci
zbioru doskonatego dla dowolnej rodziny zbiorow A i ideatu Z), ale przed-
stawione powyzej sformutowanie wydaje sie by¢ najbardziej interesujace.

W dowodzie twierdzenia 3.1.35 wykorzystaliémy zamkniecie rodziny A na
skonczone sumy. Przeprowadzajac dowod bardziej skomplikowana metoda,

mozna poming¢ rowniez i to zalozenie.
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Whniosek 3.1.39. Niech I bedzie ideatem podzbiorow przestrzeni 2%,
a A — ciatem podzbiorow tej przestrzeni zawierajgcym ideat L. Jezeli para
(A, T) ma wtasnosé zbioru doskonalego, to nastepujgce warunki sq réwno-

wazne.
e 1IXe7Z X+X¢(ET,
e X eZ X+X{EA,
e IX. YT X4+Y ¢&7T,
e IX.YeT X+Y ¢ A 0J

Whniosek 3.1.40. Niech T bedzie o-ideatem podzbioréw przestrzeni R,
a A — o-ciatem podzbioréw tej przestrzeni zawierajgcym ideat . Jezeli para
(A, T) ma wtasnosé zbioru doskonalego, to nastepujgce warunki sq réwno-

wazne.
e 1IXe7Z X+X¢(ET,
e X eZ X+XEA,
e IX. YT X4+Y ¢&7T,
e IX.YeT X+Y ¢ A U

Przedstawimy teraz szereg zastosowarn powyzszych ogélnych twierdzen.
Poniewaz udowodniliémy te twierdzenia dla przestrzeni R i 2%, jak rowniez
zauwazyliSémy, ze analogiczne fakty zachodza w do$é szerokiej klasie prze-
strzeni, formutujac ogolne wnioski nie bedziemy za kazdym razem precyzo-

wal, w jakiej przestrzeni pracujemy, zaktadajac za kazdym razem, ze mamy
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do czynienia z dowolna przestrzenia, dla ktérej prawdziwe sa tego typu ogdlne
twierdzenia.

Przede wszystkim odnotujmy fakt, ze pary (LM, N') oraz (BP, M) spel-
niaja zalozenia twierdzen 3.1.351 3.1.37. Jako wnioski z powyzszych ogblnych
twierdzen mozna zatem uzyskaé¢ niektore twierdzenia z rozdzialu 3.1.1.

Zajmiemy sie teraz zbiorami mierzalnymi w sensie Marczewskiego. Przy-

pomnijmy nastepujaca definicje.

Definicja 3.1.41. Zbior X jest mierzalny w sensie Marczewskiego (X € (s)),
jezeli dla dowolnego zbioru doskonatego P istnieje zbiér doskonaty Q C P
taki, ze Q C X lub QN X = (. Zbior X jest zbiorem Marczewskiego-zero
(zbiorem sg, X € (s¢)), jezeli dla dowolnego zbioru doskonalego P istnieje

zbior doskonaly @ C P taki, ze QN X = ().

Oczywiscie definicja ta ma sens w dowolnej przestrzeni polskiej. Wia-
domo, ze zbiory mierzalne w sensie Marczewskiego tworza o-cialo, a zbiory
sg tworza o-ideal. Nietrudno tez przekonaé sie, ze para ((s), (so)) ma wla-
snosé¢ zbioru doskonatego.

W pracy [14] F. Dorais i R. Filipow badali sumy algebraiczne zbiorow sg.
W szczegolnosei podali przyktad zbioru X € (sg) takiego, ze X + X ¢ (s).
Nawigzujac do ich wyniku warto sformutowaé¢ odnotowaé nastepujacy wnio-

sek z twierdzen 3.1.351 3.1.37.
‘Whniosek 3.1.42.

e Dla dowolnego zbioru A takiego, ze A+ A & (s¢), istnieje zbior X C A
taki, ze X + X & (s).
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e Dla dowolnych zbiorow A, B o tej wtasnosci, ze A+ B & (s¢), istniejg
zbiory X C A oraz Y C B takie, ze X +Y & (s). O

Jako wniosek 7z ogélnych twierdzen mozna uzyskaé¢ réwniez twierdzenia
dotyczace o-ideatéow Z o bazie ztozonej ze zbiorow koanalitycznych i o-cial
postaci Bor[Z]. Idealy i ciala tej postaci byly badane przez Cichonia i Jasiii-
skiego w pracy [10]. Przedstawione nizej twierdzenia stanowia wzmocnienie

gltownego wyniku z tej pracy.

Twierdzenie 3.1.43. Niech T bedzie o-ideatem o bazie ztozZonej ze zbiorow

koanalitycznych. Wtedy

e dla dowolnego zbioru A takiego, ze A+ A &€ I, istnieje zbior X C A
taki, ze X + X ¢ Bor[Z],

e dla dowolnych zbiorow A, B takich, ze A+ B ¢ T, istniejg zbiory X C A
oraz Y C B takie, ze X +Y ¢ Bor[Z].

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego zbioru X € Bor|Z]\Z istnieje
zbior doskonaly P C X. Istotnie, niech B € Bor bedzie takim zbiorem, ze
B A X €T. Oczywiscie B € Z. Niech C' € 7 bedzie zbiorem koanalitycznym
takim, ze B A X C C. Wtedy zbior B\ C jest analitycznym podzbiorem
zbioru X. Poniewaz B\ C ¢ Z, zatem w szczegolnosci |B \ C| > w, istnieje
wiec zbior doskonalty P C (B\ C) C X. O

Whiosek 3.1.44. Nastepujgce warunki sg rcwnowazne dla o-ideatu L o bazie

ztozonej ze zbiorow koanalitycznych:

1.3AcT A+ A¢T,
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2. 3A €T A+ A¢ BorlT],
93.3A,BeT A+B¢T,
4. 3A,B€TI A+ B¢ BorlT]. O

W dowodach ogolnych twierdzen dotyczacych par (A, Z) o wlasnosci zbioru
doskonatego skorzystaliémy wylacznie z nastepujacych wtasnosci rodziny Per f

W rozwazanej przestrzeni:
o |[Perf| <v,
e VP € Perf |P|=rc.

Obserwacja ta pozwala nam w analogiczny sposoéb udowodnié nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.45. Niech I bedzie ideatem podzbiorow przestrzeni 2%, a
A — ciatem podzbiorow 2¥ zawierajgcym ideat Z. Zatozmy, ze istnieje rodzina
F C [2¥] mocy co najwyzej ¢, o tej wtasnosci, ze dla kazdego zbioru X € A\Z

istnieje zbior F' € F zawarty w X. Wtedy

e dla dowolnego zbioru A C 2% takiego, ze A + A € T, istnieje zbior
X C A taki, z2e X + X € A,

e dla dowolnych zbiorow A, B C 2“ takich, ze A+ B ¢ T, istniejqg zbiory
X C AorazY C B takie, ze X +Y & A. O

Z tak sformutowanego twierdzenia mozemy wyciggnac¢ ogblne wnioski do-
tyczace cial i ideatéw posiadajacych tak zwang reprezentacje Marczewskiego—

Burstina odpowiedniej postaci.
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Przypusémy, ze mamy dana rodzine zbiorow F C P(2¢) \ {0}. Niech
MB(F) bedzie rodzina takich zbiorow X, ze

VPeF IQeF (QgP/\(QmX:@ngX)),
a MB(F) — rodzina takich zbiorow X, ze
vPeF Qe F (RCPAQNX =0).

Nietrudno sprawdzi¢, ze rodzina MB(F) tworzy zawsze cialo zbiorow, a
rodzina M B (F) jest ideatem (zob. [2]). W og6lnym przypadku ani to cialo,
ani ideat nie musza by¢ jednak o-zupelne.

Powiemy, ze cialo zbioréw A podzbioréw przestrzeni 2“ jest reprezento-
walne w sensie Burstina-Marczewskiego (lub krotko: MB-reprezentowalne),
jezeli istnieje taka rodzina F C P(2¥) \ {0}, ze A = MB(F). Analogicz-
nie, ideal 7 jest reprezentowalny w sensie Burstina—Marczewskiego, jezeli
T = MB(F) dla pewnej takiej rodziny F.

Dla przyktadu odnotujmy, ze mamy nastepujace reprezentacje niektorych

rozwazanych dotychczas o-cial i o-idealéw (zobacz [7] 1 [8]).
o (s)=MB(Perf) i (so) = MBy(Perf),
o LM = MB(Perf\N)i N = MBy(Perf\N),
e BP = MB(G;\ M) i M = MBy(Gs\ M).

Jako prosty wniosek z twierdzenia 3.1.45 mozemy odnotowaé nastepujacy

fakt.
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Whniosek 3.1.46. Niech F C [2¥]° bedzie rodzing zbioréw takq, ze |F| < c.
Wtedy

e dla dowolnego zbioru A C 2% o tej wlasnosci, ze A+ A ¢ MBy(F),
istnieje zbior X C A taki, ze X + X ¢ MB(F),

e dla dowolnych zbioréw A, B C 2% o tej wtasnosci, ze A+ B ¢ MBy(F),
istniejq zbiory X C A orazY C B takie, ze X +Y ¢ MB(F). O

Odnotujmy tez, ze fakty analogiczne do twierdzenia 3.1.45 i wniosku
3.1.46 mozna udowodni¢ w przestrzeni R, zakladajac jednak dodatkowo, ze
rozwazany ideal jest o-ideatem.

Whiosek 3.1.46 mozna stosowaé do wielu cial i idealéw rozwazanych w teo-
rii mnogosci. W szczego6lnosci zalozenia tego twierdzenia spelnia ciato zbio-
row calkowicie Ramseya i ideal zbiorow Ramseya-zero (zob. [20], str. 133—
134). Wprost z definicji wynika réwniez, ze MB-reprezentacje spelniajace
zalozenia wniosku 3.1.46 posiadaja rozwazane w rozdziale 4. idealy (lp) i

(mo).

3.1.3 Algebra zbioréw borelowskich

Nasuwa sie naturalne pytanie, czy jakiekolwiek analogiczne rezultaty mozna
udowodnié¢ dla o-algebry zbioréw borelowskich. Oczywiscie, jezeli A, B sa
niepustymi zbiorami borelowskimi i przynajmniej jeden z nich jest nieprze-
liczalny, to istniejg takie zbiory X C A oraz Y C B, ze X +Y ¢ Bor.
Zaktadajac, ze zbior B jest nieprzeliczalny, wystarczy wybra¢ X = {z} dla

pewnego x € A, a za Y przyja¢ dowolny nieborelowski podzbior zbioru B.
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Korzystajac z juz udowodnionych twierdzei mozemy wykaza¢ (zaréwno

w przestrzeni 2¢ jak i R) nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 3.1.47. Jezeli A jest nieprzeliczalnym zbiorem borelowskim,

to istnieje zbior X C A taki, ze X + X ¢ Bor.

Dowdd. Para (Bor(2¥),[2]S¥) (odpowiednio (Bor(R), [R]S“)) ma wlasnosé
zbioru doskonatego, zatem fakt ten wynika natychmiast z twierdzen 3.1.35 i

3.1.37. 0

W literaturze zostaly opisane przyktady zbioréw borelowskich, ktorych
sumy algebraiczne sa analityczne, ale nie sa borelowskie. Przyktady takie
podane zostaly w pracach [16], [34], temat ten byt tez dyskutowany w [10]. W
kontekscie zaprezentowanych dotychczas wynikow nasuwa sie pytanie, czy dla
dowolnych nieprzeliczalnych zbioré6w borelowskich A, B znajdziemy zbiory
borelowskie A" C A oraz B' C B takie, ze zbiér A'+ B’ nie bedzie borelowski.

Ponizsze twierdzenie odpowiada na to pytanie negatywnie.

Twierdzenie 3.1.48. Istnieje zbior doskonaty P C R taki, zZe dla dowolnych
zbiorow borelowskich A, B C P zbior A+ B jest borelowski. W szczegdlnosci,

dla dowolnego zbioru borelowskiego A C P, zbior A + A jest borelowsk:.

Dowaod. Niech P bedzie zbiorem doskonatym liniowo niezaleznym nad Q
(zob. [20], ¢éwiczenie 19.2). Zauwazmy, ze dla dowolnych par (pg,qo),
(p1,q1) € P?, jezeli zachodzi rowno$¢ py + qo = p1 + q1, to spelniony jest

jeden z ponizszych warunkéw

1. <p07q0> = <p1aq1>a

2. <pan{]> = <Q1,p1>-
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Istotnie, jezeli py + qo = p1 + q1, to korzystajac z liniowej niezalezno$ci
P, tatwo pokazujemy, ze punkty pg, qo,p1,q1 nie moga byé¢ parami rézne.
Jezeli pg = p1 lub ¢ = ¢1, to spelniony jest warunek 1., natomiast rownosé
po = ¢ lub gy = p; implikuje warunek 2. Jezeli py = ¢y, to mamy roéwnosé
2po = p1 + q1 (przypadek p; = ¢ jest oczywiscie analogiczny). Liniowa
niezaleznos¢ zbioru P implikuje, ze trzy punkty wystepujace w tej rownosci
nie moga by¢ parami rozne. Jezeli p; = ¢, to otrzymujemy warunek 1., w
pozostalych przypadkach otrzymamy réwnosé po = p1 = qo = ¢4.

Niech C* = {(p,q) € P> : p < q} oraz C, = {(p,q) € P?> : p > q}.
Widzimy, ze P? = C* UC, i oba zbiory C*, C, sa borelowskie. Z powyzszych
rozwazan wynika, ze operacja dodawania ® : P x P — P + P, okreSlona
wzorem ®(p, q) = p+ q, jest réznowartosciowa po obcieciu do kazdego z tych
zbiorow.

Jezeli zatem wezmiemy dowolne zbiory borelowskie A, B C P, to mamy
A+ B=9[(Ax B)NC*"|UP[(A x B)NC,].

Oba sktadniki sumy po prawej stronie powyzszej rownosci sa zbiorami bore-

lowskimi, jako r6znowartosciowe ciagle obrazy zbioréw borelowskich. O

Analogiczny fakt jest prawdziwy w zbiorze Cantora. Zaprezentowany
ponizej dowo6d jest w zasadzie analogiczny do dowodu dla R, choé¢ rozni sie

istotnie w szczegotach technicznych.

Twierdzenie 3.1.49. Istnieje zbior doskonaty P C 2% taki, ze dla dowolnych
zbiordw borelowskich A, B C P zbior A+ B jest borelowski. W szczegdlno$ci,

dla dowolnego zbioru borelowskiego A C P, zbior A+ A jest borelowski.
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Dowod. Niech P C 2% bedzie zbiorem doskonalym, liniowo niezaleznym
nad Z, (istnienia takiego zbioru dowodzi sie analogicznie jak w R). Przyj-
mijmy rowniez A = {(p,p) : p € P}. Zauwazmy, ze dla dowolnych par
(po, q0), (p1, 1) € P2, jezeli po + qo = p1 + q1, to spelniony jest jeden z

ponizszych warunkow

L. <pUaQU> = <p1;q1>;
2. <pUaQU> = <Q1ap1>;

3. (po, @), (p1, 1) € A.

Istotnie, jezeli po+ qo = p1 + q1 to, podobnie jak w poprzednim dowodzie,
punkty po, qo, p1, @1 nie moga by¢ parami rozne. Jezeli py = p; lub ¢y = ¢4, to
spetniony jest warunek 1.; pg = ¢; lub ¢y = p; implikuje warunek 2., wreszcie
Po = qo lub p; = ¢y pociaga za soba warunek 3..

Rozwazmy relacje < ostrego porzadku na zbiorze P okreslong wzorem
<y <= x(Ngy) < Y(Nay),

gdzie n,, = min{n € w: x(n) # y(n)} dla xz,y € P takich, ze x # y. Niech
C* = {{p,q) € P? : p < q} oraz C, = {{p,q) € P? : ¢ < p}. Widzimy,
ze P? = C* U A U C,, ponadto latwo sprawdzi¢, ze zbiory C*,C, oraz A sa
borelowskie. Z powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja ® : Px P — P+ P,
okreslona wzorem ®(p,q) = p + ¢, jest réznowartosciowa po obcieciu do
zbiorow C,, C*. Okazuje sie jednak, ze w przeciwienstwie do dowodu dla R,
nie jest ona réznowartosciowa po obcieciu do A, gdyz ®[A] = {0}.

Dla dowolnych zbiorow A, B C P mamy

A+B=9[(Ax B)NC,JUP[(A x B)NnC,]UP[(A x B)NA].
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Jezeli zatem zbiory A, B sa borelowskie, to dwa pierwsze sktadniki powyzszej
sumy sa zbiorami borelowskimi jako réznowarto$ciowe i ciggte obrazy zbiorow

borelowskich. O
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3.2 Asymetryczne podzbiory prostej

W rozdziale tym zaprezentujemy konstrukcje ,asymetrycznego” podzbioru
prostej rzeczywiste;.

Dotychczasowa wiedza dotyczaca algebraicznych sum podzbioréw proste;j
wydawala sie sugerowac, ze suma algebraiczna dwoch zbioréw jest w jakis
sposob podobna do ich réznicy. Doktadniej, sadzono, ze jezeli suma algebra-
iczna dwoch zbiorow jest w jakims sensie mala (np. miary zero, czy pierwszej
kategorii) to ich réznica jest rowniez mata. Przekonaniu temu mogly sprzyjac

na przyktad nastepujace klasyczne wyniki.

Twierdzenie 3.2.1 (Steinhaus, [31]). Jezeli zbior A jest mierzalny miary
dodatniej lub ma wlasno$é Baire i jest drugiej kategorii, to A+ A oraz A— A

majq niepuste wnetrza.

Stwierdzenie 3.2.2 (Steinhaus). Niech C C [0, 1] bedzie ,,tréjkowym” zbio-
rem Cantora. Wtedy C + C =[0,2] oraz C — C = [-1,1].

Na konferencji w Ladku Zdroju w 2001 roku (zob. [1]) J. Cichoni przed-
stawil nastepujacy przyktad.

Przyktad 3.2.3 (Cichon). Niech A = {0,2,3} C Z7 oraz B = A¥ C (Z7)".
Wtedy B — B = (Z7)”, a B+ B € N((Z)¥).

Ponadto sformutowal nastepujaca hipoteze ([1]).
Hipoteza 3.2.4. Istnieje zbior doskonaty P C R taki, ze
e zhior P — P ma niepuste wnetrze,

e P+P+...+PeN dla dowolnej sumy skoriczonej dtugosci.
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W rozdziale tym udowodnimy nastepujace twierdzenie, cze$ciowo odpo-

wiadajace na pytanie Cichonia.

Twierdzenie 3.2.5. Istnieje zbior doskonaty P C R taki, ze P — P =R, a
P+PeNNM.

Dowdd. Skonstruujemy doskonaly zbior zwarty P’ taki, ze P'+P' € NNM,
a P'— P' =[-7,7]ipotozymy P = P' + Z.

Otrzymany zbiér P’ bedzie postaci () ., P, dla zstepujacego ciagu

ncw
(P, : n € w) zbioréw zwartych. Zbiory P, skonstruujemy tak, aby P, — P, =
[=7,7] oraz AN(P, + P,) < 2+ (£)" dla kazdego n € w. Oczywiscie drugi z
tych warunkow gwarantuje nam, ze P' + P' € N. Ze zwartosci zbioru P’
otrzymujemy natychmiast, ze zbior P’ + P’ jest zwarty, zatem z faktu, iz
P'+ P' € N wynika tez, ze P' + P' € M.

Aby przekona¢ sie, iz warunek Vn P, — P, = [-=7,7] implikuje, ze
P'— P' =[-7,7], potrzebny nam bedzie nastepujacy prosty lemat.

Lemat 3.2.6. Niech (P, : n € w) bedzie zstepujacym ciggiem zbioréw zwar-
tych i niech P' =, P,. Wtedy P' — P' =, (P, — P»).

Dowdd. Oczywiscie P'—P' C (), (P, —P,). Aby udowodni¢ odwrotna inklu-
zje, wezmy dowolny = € (), (P, — P,). Dla kazdego n € w istnieja p,, ¢, € P,
takie, ze x = p, — q,. Korzystajac ze zwartosci i zastepujac ciag (P, : n € w)
jego podciagiem mozemy zalozyé¢, ze p, — p oraz q, — q. Nietrudno pokazac,

7e p,q € P', zatem z ciggloSci odejmowania otrzymujemy, ze t =p —q. O

Dla redakcji dalszej czesci dowodu zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru

X C R, zbiér X + X jest rzutem zbioru X x X na 0§ pozioma w kierunku
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prostej o rownaniu y = —x, natomiast zbior X — X jest rzutem wzdluz
prostej y = x.

Niech Py = [0,7]. Oczywiscie Py — Py = [-7,7], a Py + P, = [0, 14].
Przyjmijmy P, = [0,1] U [2,3] U [6,7]. Latwo przekona¢ sie, ze P, — P, =

[—7,7], co ilustruje nastepujacy rysunek:

Okazuje si¢ jednak, ze P, + P, = [0,10] U [12, 14] # [0, 14]:

10 12 14

0 2 4 6 8 10 12 14

Jak tatwo wida¢, AN(P; + P;) = g - MNPy + By). Po przejsciu od Py do
Py zbior Py + Py = [0, 14] zostaje podzielony na 7 rownych czesci, z ktorych

w sktad P, + P; wchodza wszystkie oprocz czesci szostej, czyli przedziatu
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[10,12] (nazwijmy go umownie lukq).

Zbior Py sktada sie z trzech przedzialow domknietych. Powstat on poprzez
podzielenie przedzialu P, na siedem réwnych czesci i pozostawienie czesci
pierwszej, trzeciej i ostatniej. Aby zdefiniowa¢ zbior P, wykonamy analo-
giczng operacje na kazdym z przedzialéw wchodzacych w sktad P;. Ogolnie,
kazdy konstruowany zbior P, bedzie sumg przedziatow, z ktorych kazdy po-
dzielimy na 7 réwnych czesci i pozostawimy z nich pierwsza, trzecia i ostatnia,
otrzymujac w ten sposéb P, ..

Nastepujacy rysunek ilustruje zachowanie zbioru P, przy operacji sumy

algebraiczne;j:

10 12 14

°.- a
RoEE n
~

®

0 2 4 6 8 10 12 14

Widzimy, ze w kazdym z przedziatow wchodzacych w sktad P, + P, po-
jawia sie po przejsciu do P, + P, analogiczna luka, zatem A(P, + Py) =
SA(P + Py).
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Z kolei, jak wida¢ na nastepnym rysunku, P, — P, = [-7,7]:

p ; S mm m
m mm w mm m >

Nietrudno przekonacé sie, ze kontynuujac taka procedure konstrukeji zbio-
row P,, spelnimy warunki P, — P, = [-7,7] oraz AP,y + Poy1) =
g AP, + P,). O

Jako wniosek otrzymujemy rowniez nastepujacy fakt.

Whiosek 3.2.7. Istnieje zbior X C R taki, ze X + X € N, a X — X jest

zbiorem niemierzalnym.
Dowdd. Wynika tatwo z twierdzen 3.2.51 3.1.15. U

Whniosek 3.2.8. Istnieje zbior X C R taki, z2e X + X € M, a X — X nie

ma wtasnosci Baire’a.
Dowod. Wynika tatwo z twierdzen 3.2.51 3.1.17. O

Stwierdzenie 3.2.9. Istniejg zbiory domkniete P, (Q C R takie, ze P+ Q =
R, aP-—QeNNM.

Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ () = —P, gdzie P C R jest zbiorem domknie-
tym takim, ze P— P=R,aP+P e N NM. O
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Whiosek 3.2.10. Istniejg zbiory X,Y C R takie, z2e X =Y e N, a X +Y

jest zbiorem niemierzalnym. O

Whniosek 3.2.11. Istniejg zbiory X, Y C R takie, ze X — Y € M, a zbior

X +Y nie ma wlasno$ci Baire’a. O

W kontekscie powyzszych wynikéw naturalna jest nastepujaca hipoteza,
do udowodnienia ktorej wykorzystane powyzej geometryczne techniki wydaja

sie by¢ zbyt stabe.

Hipoteza 3.2.12. Istnieje zbior doskonaly P C R taki, ze P+ P = R,
aP-PeNNM.

Na poparcie tej hipotezy przedstawimy nastepujaca obserwacje.

Stwierdzenie 3.2.13. Istnieje zbiér doskonaly B C (Zyy)® taki, ze
B—BGNHM, CZB—FB:(ZH)W.

Dowdd. Rozwazmy zbior A = {3,6,7,8,10,11} C Z;,. Nietrudno przekona¢
sie, ze A+ A =175, ale 6 ¢ A — A. Wystarczy zatem przyja¢ B = A¥. O
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4 Male zbiory i drzewiaste forcingi

W rozdziale tym zajmiemy sie wlasno$ciami réznych rodzin matych zbiorow,
ktore sa blisko zwigzane z idealami miary i kategorii.

W rozdziale 2.5. wprowadziliSmy definicje rodzin zbioréw silnie miary
zero (SMZ), uniwersalnie miary zero (UMZ), silnie pierwszej kategorii (SFC),
bardzo pierwszej kategorii (VFC), uniwersalnie pierwszej kategorii (UFC)
i zawsze pierwszej kategorii (AFC). Badanie wlasnosci tych rodzin stanowi
istotny nurt wspolczesnej teorii mnogosci.

Jednym z watkow przewijajacych sie w literaturze jest rozwazanie zwiaz-
kow tych klas z ideatami zwigzanymi w naturalny sposéb ze znanymi poje-
ciami forcingu.

Niech F bedzie pojeciem forcingu, ktérego warunki sa borelowskimi pod-
zbiorami 2“, a porzadkiem — relacja inkluzji. Z forcingiem F mozemy zwigzac
w naturalny sposob ideal f, = MBy(F). Przypomnijmy, ze oznacza to, iz
X € fy wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego warunku P € F istnieje
warunek Q < P taki, ze Q N X = (). Nietrudno przekona¢ sie, ze dla F = C
zachodzi fo = M, a dla F = B mamy f, = N.

W poprzednim rozdziale wprowadziliémy pojecie zbioréw sg. Oczywidcie
ideal (sq) jest idealem odpowiadajacym (w powyzszym sensie) forcingowi
Sacksa S. Zauwazmy, ze zbior X C w® jest zbiorem sy wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego drzewa doskonatego T istnieje drzewo doskonate T" C T
takie, ze [T']N X = (.

W podobny sposoéb definiujemy analogiczne klasy dla forcingéw Lavera i

Millera.
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Definicja 4.0.14. Moéwimy, ze zbior X C w®
e ma wlasnos¢ [y (X € (ly)), gdy

VI eL3IT'eL(T'"CT A[T]NX =0),

e ma wlasnos¢ my (X € (my)), gdy

VI EMIr eM(T'CT A [T']NX =0).

Stosujac oznaczenia z poprzedniego rozdzialu, mozemy powiedzie¢, ze
lo=MBy({[T]: T € L}) oraz mqg = MBy({[T] : T € M}).

Zwiazki pomiedzy klasami (ly), (mqg), (so) byly juz badane. W szczegol-
nosci J. Brendle w pracy [5] pokazal (w ZFC) | Ze pomiedzy zadnymi dwiema
z tych klas nie zachodzi inkluzja.

Wiadomo, ze AFC U UMZ C (sq). Wynika stad w szczegolnosei, ze
wszystkie wymienione we wstepie klasy malych zbiorow (jak SMZ, SFC,
VFC) sa rowniez zawarte w klasie (sg).

W pracy 6] J. B. Brown rozwazal miedzy innymi pytanie, czy zbiory
SMZ maja wlasnos¢ (cr)o (jest to analogiczna wlasnosé¢ zwiazana z forcin-
giem Mathiasa). Rowniez w pracy [28| rozwazane sa zwiazki pomiedzy klasa
(cr)o a innymi klasami matych zbiorow.

W rozdziale tym zajmiemy sie pytaniem, ktore z klas SMZ, UMZ, SFC,
VFC, UFC, AFC, zwiazanych z idealami miary i kategorii s zawarte w
ideatach (ly) i (my). Badania tego tematu zostaly rozpoczete przez Nowika i
Weissa w pracy [29].

Poniewaz wtasnosci klas SFC, VFC,SMZ, AFC, UMZ rozpatruje sie
najczescie] w przestrzeni 2% na potrzeby dalszych rozwazan rozszerzymy po-

jecia wtasnosci [y i my na podzbiory tej przestrzeni. Odnotujmy tez, ze w
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sposob analogiczny do opisanego ponizej, mozna wprowadzi¢ definicje zbio-
row lo i mgy rowniez w przestrzeni [0,1]. Wszystkie zaprezentowane dalej
rezultaty dotyczace tych idealéw w przestrzeni 2 maja swoje odpowiedniki
rowniez dla przestrzeni [0, 1].

Oznaczmy przez w'™ zbior wszystkich §cigle rosnacych funkcji bedacych
elementami przestrzeni w”. Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcja ¢; : w® — w!™

okreslona nastepujaco
¢1 : <$U,ZL'1,{L'2, > — <IL'0 + 0,.%(] + T+ 1,1‘0 + 21+ 29 + 2, >

jest homeomorfizmem. Rowniez funkcja ¢y : w!* — [w]¥ C 2, przyporzadko-
wujaca funkcji f € w! funkcje charakterystyczng zbioru rg(f) C w, jest ho-
meomorfizmem przestrzeni w' z przestrzenia [w]*. Zatem funkcja ¢ = ¢o0¢;
jest homeomorficznym zanurzeniem przestrzeni w® na ko-przeliczalny pod-

zbibr przestrzeni 2¢.

Definicja 4.0.15. Powiemy, ze zbior X C 2 ma wlasnos¢ [y (odpowiednio

my), jezeli zbior ¢~'[X] ma wlasnosé Iy (odpowiednio mg) w przestrzeni w®.

Definicja zbioréw sy ma sens w kazdej przestrzeni polskiej, w szczegdlnosci
w przestrzeniach 2¥ i w“. Moglibyémy jednak, wychodzac od standardowe]
definicji zbiorow sy w przestrzeni w®, zdefiniowa¢ wlasnosé sqg w przestrzeni
2¥ w taki sposob, jak zrobiliémy to dla wtasnosci Iy i mo w definicji 4.0.15.
Odnotujmy, ze definicja taka bylaby réwnowazna zwyktlej definicji zbiorow

sg W przestrzeni 2%,

Stwierdzenie 4.0.16. Zbior X C 2% jest zbiorem sy wtedy i tylko wtedy,

gdy ¢ L[ X] jest zbiorem sy w przestrzeni w®.
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Dowdd. Latwo wynika z faktu, ze dla dowolnego zbioru doskonalego w 2¢

istnieje jego doskonaly podzbior zawarty w [w]®. O

Homeomorfizm ¢ : w* — [w]* ustaliliémy dla logicznej poprawnosci defi-
nicji 4.0.15. Nietrudno przekonaé sie, ze definicja zbioréw mg nie zalezy od
wyboru konkretnego homeomorfizmu tych przestrzeni. Rowniez stwierdze-
nie 4.0.16 pozostanie prawdziwe, jezeli wykorzystamy inny homeomorfizm w
miejsce ¢. Nie jest jasne, czy definicja klasy (ly) w przestrzeni 2¥ zalezy od
wyboru homeomorfizmu, niemniej wszystkie przedstawione w dalszej czesci
rozprawy dowody pozostana poprawne, jezeli rozwazymy inny homeomorfizm
W miejsce ¢.

Zauwazmy tez, ze zbior X C 2% jest zbiorem AFC (UMZ) wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢ 1[X] jest zbiorem AFC (odpowiednio UMZ) w przestrzeni

ww

Jezeli zatem potraktujemy ¢ jako utozsamienie przestrzeni w“ z pod-
przestrzenia przestrzeni 2“, mozemy nie odwotywac sie za kazdym razem do
konkretnej przestrzeni piszac o zbiorach AFC czy UMZ.

Wtiasnosé SMZ jest zdefiniowana w odniesieniu do metryki i w ogélnym

przypadku moze istotnie zaleze¢ od jej wyboru. Ustalmy zatem w przestrzeni

w* metryke okreslona wzorem

1

d(w,y) = min{n € w:z(n) #y(n)} +1

dla z # .

Piszac SMZ(w*) bedziemy mieli na mysli rodzine zbior6w silnie miary zero
w przestrzeni metrycznej (w*, d).

Poniewaz wiadomo, ze w przestrzeniach zwartych wtasnos¢ SMZ nie za-
lezy od wyboru metryki na calej przestrzeni, bedziemy pisaé krotko SMZ(2%),

majac na mysli rodzine zbioréw silnie miary zero w przestrzeni 2¢.
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Odnotujmy jeszcze prosty fakt (nalezacy z pewnoscia do folkloru teorio-
mnogosciowego) dotyczacy idealow (lg) i (myg), z ktorego kilkakrotnie skorzy-

stamy:
Stwierdzenie 4.0.17. Jezeli | X| < ¢, to X na wtasnos$é ly i wtasnosé my.

Dowdd. FLatwo wynika z faktu, ze jezeli T jest drzewem Lavera (Millera), to
istnieje rodzina {7, : @ < ¢} drzew Lavera (odpowiednio Millera) zawartych
w T i takich, ze dla o # 8 mamy [T,] N [T5] = 0. Jezeli zatem |X| < ¢, to

dla pewnego o < ¢ mamy X N [T,] =0 O

4.1 Podidealy idealu kategorii
W pracy [29] udowodniono nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1.1 (Nowik—Weiss). Jezeli X C 2¥ jest zbiorem VFC, to

X ma wltasnodé ly © wtasnosé my.

Okazuje sie, ze rozwazajac wlasno$¢ my twierdzenie to mozna znacznie

wzmocnic.
Twierdzenie 4.1.2. Kazdy zbior X € AFC ma wlasno$é my.

Dowdd. Skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat 4.1.3. Dla dowolnego zbioru F € M(w®) istnieje drzewo Millera T
takie, ze FN[T] = 0.

Dowadd. Bez ograniczenia ogolnosci mozemy przyjac, ze zbior F' jest bore-
lowski. Kechris wykazatl w [19], Ze dowolny zbiér borelowski B C w* jest

o-ograniczony lub zawiera zbiér gatezi pewnego drzewa Millera. Wystarczy
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zatem zauwazy¢, ze zbior w® \ F, jako zbior rezidualny, nie moze by¢ zdomi-

nowany. 0

Powiemy, ze zbiér domkniety P C w* jest nigdziezwarty, jezeli dla do-
wolnego niepustego zbioru U C P otwartego (w topologii podprzestrzeni P)

zbior U N P nie jest zwarty.

Lemat 4.1.4. Niech P C w* bedzie zbiorem domknietym, a T C w<¥ -
drzewem takim, ze P = [T)|. Wtedy P jest nigdziezwarty wtedy i tylko wtedy,
gdy T jest drzewem Millera.

Dowadd. Przypusémy, ze T nie jest drzewem Millera. Wowczas istnieje takie
s € T, ze T ma wylacznie rozgalezienia skonczone ponizej s, zatem zbior
[T] N [s] jest zwarty.

Dla dowodu implikacji odwrotnej wezmy dowolne drzewo Millera T'. Gdyby
zbior [T] N U byt zwarty dla pewnego zbioru otwartego U, to zwarty bylby
rowniez zbior [T] N [s] dla kazdego s € T takiego, ze [s] C U. Wtedy nie-
trudno pokazad, ze drzewo T miatoby wylacznie skoriczone rozgatezienia po-
nizej s. U

Wezmy X € AFC oraz dowolne drzewo Millera T. Zbior [T] N X jest
pierwszej kategorii w [T']. Poniewaz zbior [T] jest homeomorficzny z w*, ko-
rzystajac z lematow 4.1.3 i 4.1.4 znajdujemy domkniety nigdziezwarty pod-
zbior P zbioru [T] roztaczny z X. Wtedy drzewo T" C T takie, [T"] = P jest
drzewem Millera i [T'] N X = 0. O

Okazuje sie jednak, ze dla wtasnosci [y analogiczne twierdzenie nie jest
prawdziwe nawet w odniesieniu do mniejszej klasy zbioréw, mianowicie zbio-

row uniwersalnie pierwszej kategorii.
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Twierdzenie 4.1.5 (Weiss, [27]). Przy zatozeniu CH istnieje zbidr UFC,

ktory nie ma wlasnosci ly.

Dowod opiera sie na konstrukeji wy-skali (czyli rosnacego w sensie <* i
dominujacego ciagu dtugosci wy, ztozonego 7 elementow w®), ktora przecina
zbiory galezi wszystkich drzew Lavera. Wiadomo bylo wczesniej ([30]), ze
wi-skala jest tzw. zbiorem AFC', a wlasnoéé¢ ta implikuje w szczegolnoscei
wtasnos¢ UFC.

Przyktadu takiego, jak w twierdzeniu 4.1.5, nie mozna skonstruowaé¢ w
ZFC. Przy zalozeniu aksjomatu CPA (patrz [13|, tw. 1.1.4) kazdy zbior

AFC ma moc mniejsza niz ¢, a jak wiemy, zbiory takie maja wtasnosé l.

4.2 Podidealy idealu miary

W rozdziale tym skoncentrujemy sie na badaniu zbioréw silnie miary zero.
Wyniki dotyczace ideatu UMZ uzyskamy w zasadzie jako wnioski z twierdzen
dotyczacych SMZ.

Jak zauwazyliSmy na wstepie, poniewaz przestrzen w® nie jest o-zwarta,
dla podzbiorow tej przestrzeni wlasnosé bycia zbiorem silnie miary zero moze
zaleze¢ od przyjetej metryki. Uprzednio wprowadziliSmy i ustalili$my me-
tryke d na tej przestrzeni, do ktorej bedziemy sie zawsze odwotywaé piszac o
zbiorach SMZ(w®). Zauwazmy jednak, ze korzystajac z ustalonego wczesniej
homeomorfizmu ¢, utozsamiajacego przestrzen w® z przestrzenia [w]¥ C 2¢,
mozemy my$le¢ o przestrzeni w® jako o podprzestrzeni przestrzeni Cantora,
wprowadzajac zarazem w w® metryke dziedziczong z 2“.

Dzieki takiemu podej$ciu mozemy mysleé¢ o rezultatach dotyczacych zbio-

row SMZ(2¥) jako o rezultatach dotyczacych zbioréw silnie miary zero w
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przestrzeni w* z metryka dziedziczona z 2¥ (traktujac czes¢ zbioru zawarta
w [w]|<¥ jako zaniedbywalng). Nietrudno przekonaé sie, ze wybor konkretnej
metryki na 2“ jest tu nieistotny.

Okazuje sie, ze klasa zbiorow silnie miary zero w w® zdefiniowana w ter-
minach metryki d r6zni sie istotnie od analogicznej klasy zdefiniowanej dla
metryki dziedziczonej ze zbioru Cantora. W szczego6lnosci dla pierwszej z tych
klas wykazemy, ze zawarta jest w idealach (ly) i (my), tymczasem dla dru-
giej z nich skonstruujemy (przy zatozeniu Hipotezy Continuum) przyktady

zbiorow, ktore sa w tej klasie, ale nie maja whasnosci [y i my.
4.2.1 Zbiory silnie miary zero w przestrzeni Baire’a
Twierdzenie 4.2.1. Jezeli X € SMZ(w”), to X ma wlasno$é my.

Dowdd. Skorzystamy z nastepujacego kombinatorycznego lematu.

Lemat 4.2.2. Dla kazdej przeliczalnej rodziny F C w*, istnieje funkcja ro-
sngca g € w¥ taka, ze dla dowolnej roznowartosciowej funkcji v : w — w oraz

dowolnej funkcji f € F zachodzi
goi &* f.
Dowdd. Wezmy $cisle rosnaca funkcje g taka, ze
Ve FVen f(n) < g(n).

Wykazemy, ze g spetnia zagdany warunek.
Niech (i, : n € w) bedzie roznowartosciowym ciagiem liczb naturalnych.
Przypu$émy, ze ciag ten Swiadczy o tym, ze g nie spelnia tezy lematu, to

znaczy V*°n g(i,) < f(n) dla pewnej funkeji f € F.
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Zauwazmy, ze

I*°n i, > n.

Istotnie, gdyby tak nie byto, mielibySmy V*°n 7, < n. Wowczas istniataby

liczha N € w taka, ze Vn > N 1, < n, przyjmijmy tez
K =max({ix : k < N}U{N}) + 1.

Latwo zauwazy¢, ze Vk < K i, < K, wiec {iy : k < K} = K. Wtedy jednak
ix = K, co jest sprzeczne z faktem, ze K > N.

Poniewaz 4°°n i,, > n, mamy
3%n f(n) = g(in) = g(n)
co jest sprzeczne z wyborem g. O

Niech X bedzie zbiorem silnie miary zero w w“, a T’ — dowolnym drzewem
Millera. Dla kazdego s € Split(T') zdefiniujemy funkcje f; € w®. Zalézmy,
ze s € Split™(T). Niech (s, : n € w) bedzie leksykograficzna numeracja
elementow zbioru {s' € Split™t"(T) : s’ D s}; definiujemy f,(n) = |sy].
Niech F = {fs : s € Split(T)}.

Stosujac lemat 4.2.2 otrzymujemy funkcje rosnaca g € w” taka, ze dla
dowolnej roznowarto$ciowej funkcji 7 : w — w i dowolnej funkcji f € F za-
chodzi goi £* f. Nietrudno zazada¢ dodatkowo od g, aby ¢(0) > |stem(T)].
Przyjmijmy ¢, = ﬁ. Niech {t, : n € w} C w<¥ bedzie takim ciagiem, 7e
X C U,lta] 1 6([tn]) < €n, dla kazdego n € w. Nietrudno przekonaé sie, ze
ltal > g(n).

Zauwazmy, ze dla dowolnego m € w oraz s € Split™(T), jezeli tylko

Vn € wt, € s, to istnieje nieskoriczenie wiele s’ € Split™*!(T) takich, ze
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s' D sorazVn € wt, ¢ s'. Istotnie, niech {s, : n € w} bedzie numeracja
leksykograficzng takich s € Split™*(T), ze s' D s. Przypusémy, ze dla
prawie wszystkich n € w istnieje takie i, € w, ze s, 2O t; . Z zalozenia,
ze Vn € w t, ¢ s, wynika, iz dla n # n' mamy i, # i,. Wtedy dla
prawie wszystkich n € w mieliby$my fs(n) = |s,| > [t;,| = g(in), co przeczy
wyborowi funkcji g.

Korzystajac z powyzszej obserwacji skonstruujemy drzewo Millera 7" C T
takie, ze [T'] N U, [tn] = 0. Poniewaz ¢(0) > [stem(T")|, na mocy powyzszej

obserwacji zbior
Si={s €Split'(T) :Vnewt, ¢ s}
jest nieskonczony. Podobnie, dla dowolnego s € Sy zbior
Sy ={s eSplit’(T) : s’ Ds AVnecuwt, ¢ s}

jest nieskoficzony. Polézmy Sy = (J g, S5

Ogolnie, definiujemy dla s € Sy zbior
ta={s eSplit"™(T): ¢ DsAVnewt, ¢}

— S
oraz Sgy1 = Uses, Sigr-

Nietrudno przekonaé sie, ze jezeli okreslimy 7" jako najmniejsze drzewo
zawierajace wszystkie zbiory Sy dla &k > 0, to otrzymamy drzewo Millera,
ktorego zbior galezi jest roztaczny ze zbiorem | J, [t,], a wiec tym bardziej ze

zbiorem X. O
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Twierdzenie 4.2.3 (Weiss, [27]). Jezeli X € SMZ(w"), to X ma wla-

snosé .

Ogolna idea dowodu jest bardzo podobna do dowodu twierdzenia 4.2.1.
Podobnie jak w twierdzeniu 4.2.1, dla zadanego drzewa Lavera trzeba skon-

struowa¢ odpowiednio szybko rosnacy ciag (¢, : n € w). W tym jednak

1

przypadku wystarczy wziaé ciag €, = e ()T

4.2.2 Zbiory silnie miary zero w przestrzeni Cantora

Zajmiemy sie teraz zbiorami silnie miary zero w przestrzeni 2¥. Jak wspo-
mnieliémy, rezultaty uzyskane dla tej klasy sa inne, niz dla klasy SMZ(w").
Pokazemy teraz, ze przy zatozeniu Hipotezy Continuum zbiory silnie miary

zero w przestrzeni 2 nie musza mie¢ wlasnosci [y, ani my.

Twierdzenie 4.2.4 (Weiss, [27]). Przy zalozeniu CH istnieje zbior

X € SMZ(2%), ktdry nie ma wlasnosci my.

Zaprezentujemy tu dowdéd podany przez autora niniejszej rozprawy, inny
niz dowod T. Weissa zamieszczony w pracy [27] i nie korzystajacy z me-
tody forcingu. Nalezy zaznaczyé¢, ze dowod ten jest wzorowany na znanym
powszechnie dowodzie faktu (ktory mozna przypisa¢ prawdopodobnie Roth-

bergerowi), ze tzw. wi-granica jest zbiorem silnie miary zero.

Dowdd. Niech {T, : a < w;} bedzie numeracja wszystkich drzew Millera,
a {fa : @ < wy;} — numeracja elementéw przestrzeni w*. Skonstruujemy

indukeyjnie ciag (g, : @ < wy) elementoéw przestrzeni w® tak, by

® 9o £¥ ge dla & < a,
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e g, € [T4],
® go £* fa-

Przypusémy, ze skonstruowaliSmy juz g¢ dla £ < a. Niech h, € w“ bedzie
funkcja taka, ze fe <* hy dla & < a. Korzystajac z prostego faktu, ze [T,] jest
zbiorem nieograniczonym, mozemy znalez¢ g, € [T,] takie, ze g, £* f, oraz
Ga L* ho. Latwo sprawdzi¢, ze wtedy dla dowolnego £ < a mamy g, £* ge.

Zbior X = {g, : @ < wy} ma niepuste przeciecie ze zbiorem galezi kazdego
drzewa Millera, zatem jego obraz ¢[X|] nie ma wlasnosci mg w 2¥. Wystarczy
wiec pokazaé, ze zbior ¢[X| jest zbiorem silnie miary zero w 2¢. W tym celu
pokazemy, 7ze zbior ten jest skoncentrowany wokot Q, tzn. |¢[X]\ U| < w
dla dowolnego zbioru otwartego U O Q. Nietrudno sprawdzi¢, ze wtasnosé
ta implikuje wlasnos¢ SMZ(2%).

Niech U C 2“ bedzie takim zbiorem otwartym. Zbior 2¢ \ U jest wtedy
zwartym podzbiorem [w]®, zatem ¢~'[F] jest zwartym podzbiorem prze-
strzeni w¥. Wezmy ap < w; takie, ze ¢ '[F| <* fa,. Z konstrukcji ciagu
(go : @ < wq) wynika, ze dla 8 > ap zachodzi gg € ¢ '[F]. Wynika stad, ze
jezeli ¢(gs3) ¢ U, to B < ap. O

Twierdzenie 4.2.5 (Weiss, [27]). Przy zalozeniu CH istnieje zbior
X € SMZ(2%), ktory nie ma wlasnosci .

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 4.1.5, przyktadem jest w;-skala,

ktora nie ma wtasnosci (.
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4.2.3 Zbiory uniwersalnie miary zero

Poniewaz wiadomo, ze w przestrzeni 2* kazdy zbior silnie miary zero jest
uniwersalnie miary zero, jako wniosek z dotychczas udowodnionych twierdzen

otrzymujemy nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 4.2.6. Przy zatozeniu CH
e istnieje zbior uniwersalnie miary zero, ktory nie ma wtasnosci ly,
e istnieje zbior uniwersalnie miary zero, ktory nie ma wltasno$ci my.

Dodajmy tez, ze przyklad ten (jak i poprzednie przyktady dla SMZ)
wymaga skorzystania z pewnego dodatkowego aksjomatu, w tym wypadku
CH. Istotnie, przy zatozeniu aksjomatu CPA kazdy zbiér uniwersalnie miary
zero jest mocy mniejszej niz ¢ ([13], tw. 1.1.4), a zatem ma zaréwno wlasnosé

lo jak i mg. Przyktadu takiego nie mozna zatem skonstruowaé¢ w ZFC.
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5 Produktowalny ideal bez stabej wlasnosci
Fubiniego

W rozdziale tym zajmiemy sie badaniem ogélnych wlasnosci idealow na prze-
strzeni 2. W szczegblnosci interesowaé¢ nas beda dwie wlasnosci: produkto-
walno$¢ oraz staba wtasno$¢ Fubiniego.

Dla dowolnego zbioru nieskoriczonego 1" C w, mozemy utozsami¢ w natu-
ralny sposob przestrzen 2 z przestrzenia 27 x 2°\T. O ideale Z podzbiorow
przestrzeni 2 mozemy zatem mysle¢ jako o ideale podzbioréw przestrzeni
2T x 2\T',

Oznaczmy przez INJ rodzine wszystkich funkeji réznowartoéciowych
[+ w — w, a przez CIR rodzine takich f € INJ, ze |w \ rg(f)| = w. Dla
dowolnej funkcji f € INJ mozemy w naturalny sposob zdefiniowaé¢ kopie

ideatu Z na przestrzeni 2'8)) nastepujaco:
Ir={xc2e) . {zof . 2ecX}ecT}
Definicja 5.0.7. Powiemy, ze ideal Z podzbioréw przestrzeni 2“

e jest produktowalny, jezeli dla dowolnej funkcji f € INJ i podzbioru
X g 21“g(f) mamy

XeT; = X x 29Vl ¢ T,

e ma staba wlasnoé¢ Fubiniego, jezeli dla dowolnej funkeji f € INJ i

podzbioru X C 2¢() mamy

X x 29\l € T = X € Iy,
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Moéwigc mniej precyzyjnie, ideal Z jest produktowalny, jezeli zawiera
wszystkie cylindry nad zbiorami z ideatéw Z;, natomiast ma staba wlasnosé
Fubiniego, jezeli z faktu, ze cylinder nalezy do ideatu Z wynika, ze jego pod-

stawa nalezy do ideatu Zy.

Uwaga 5.0.8. Sformutowanie definicji produktowalnosci i stabej wtasnosci
Fubiniego odbiega od sformutowania uzytego w pracy [23]. Latwo jednak
sprawdzi¢ rownowaznos¢ podanych tu definicji z definicjami uzywanymi w

[23], czy [22].

Z twierdzen Kuratowskiego—Ulama i Fubiniego (zob. [31]) wynika tatwo,
ze idealy M i N maja obie powyzsze wlasnosci.

W pracy [22]| J. Kraszewski badal dokladniej zastosowania wlasnosci pro-
duktowalnosci idealéw na przestrzeni 2. Niektore z udowodnionych tam
twierdzen dotyczacych produktowalnych ideatéw wymagaty dodatkowego za-
tozenia, ze ideat ma staba wtasnos¢ Fubiniego. Nie wiadomo, czy zatozenie to
jest istotne, w rozdziale tym pokazemy jednak, ze nie wynika ono z samej pro-
duktowalnodci ideatu. Pokazemy zatem przyktad takiego ideatu, w ktérym
znajduja si¢ wszystkie cylindry nad zbiorami z idealow Z;, ale jednoczesnie
jest w tym ideale cylinder, ktory nie jest tej postaci.

Warto zaznaczy¢, ze wszystkie naturalne przyktady ideatéw produktowal-
nych, takie jak wspomniane wyzej ideaty miary i kategorii, czy rozwazany w
[22] najmniejszy nietrywialny produktowalny o-ideat S, maja staba wtasnosé
Fubiniego. Nietrudno tez pokazac, ze staba wtasnos¢ Fubiniego nie implikuje

produktowalnosci, najprostszym przyktadem jest tu ideal [2¢]S%.
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5.1 Konstrukcja idealu

Badajac zagadnienie istnienia produktowalnego idealu bez stabej wtasnosci
Fubiniego, J. Kraszewski sprowadzit je do konstrukecji rodziny podzbioréw
zbioru w o pewnej kombinatorycznej wlasnosci (zob. [23], dowdd twierdzenia

4.1).

Lemat 5.1.1 (Kraszewski). Zaldzmy, ze istnieje rodzina A C P(w), za-

wierajgca zbiory O oraz w i taka, ze dla dowolnej rodziny F € [CIR]Y mamy
JAc AVpe F o l[A] ¢ A

Wtedy istnieje produktowalny o-ideat podzbiorow 2% bez stabej wtasnosci Fu-

biniego. O

W rozdziale tym wykazemy, ze istnieje rodzina, o jakiej mowa w lemacie
5.1.1.

Odnotujmy, iz J. Kraszewski pokazal tez, ze z istnienia produktowalnego
o-idealu bez stabej wtasnosci Fubiniego mozna tatwo udowodnié¢ istnienie
rodziny, o jakiej mowa w powyzszym lemacie. Konstrukcja rodziny o tych
wlasnosciach jest zatem istotnym i w jakim§ sensie koniecznym krokiem w
pokazaniu przyktadu takiego ideahu.

Potrzebny nam bedzie w dowodzie topologiczny lemat dotyczacy hiper-
przestrzeni nad produktem przestrzeni zwartych. Dla petnosci rozumowania,
lemat ten, wraz z dowodem autorstwa P. Milewskiego, zostal umieszczony w

pracy [23], choé¢ nalezy on podobno do folkloru topologicznego.

Lemat 5.1.2. Dla dowolnych zwartych przestrzeni polskich X,Y rodzina tych

zbiorow doskonatych P C X XY, ktore sq wykresami czesciowych funkcji z
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X wY jest rezidualna w przestrzeni K(X x YY) zwartych podzbiorow X x'Y
z topologig Vietorisa. U

Ponizszy fakt jest powszechnie znany i tatwy do udowodnienia.

Lemat 5.1.3. Dla dowolnego zbioru G € M*, zbior {P € Perf . P C G}
jest rezidualny w K(24). O

Niech T bedzie nieskoriczonym i zarazem ko-nieskonczonym podzbiorem
zbioru w, a X — podzbiorem zbioru 27 mocy mniejszej niz ¢. Przez W, ozna-
cza¢ bedziemy o-ideal podzbioréow przestrzeni 2“ generowany przez zbiory
postaci [X] = X x 2“\T (przy naturalnym utozsamieniu przestrzeni 2% z

27 x 2¢\T) dla wszystkim takich zbiorow T i X.

Lemat 5.1.4. Dla kazdego zbioru G € M*(2%) i zbioru W € W, istnieje
zbior doskonaty P C G\ W.

Dowdd. Wezmy dowolne zbiory G € M* oraz W € W._.. Z definicji
o-ideatu W, otrzymujemy, ze W = {J, ., [X,], gdzie X,, € [27]<¢ dla kaz-
dego n € w. Skonstruujemy schemat Cantora (Ps : s € 2<¥) zlozony ze
zbioréw doskonatych tak, by Py C G oraz P,N[X5] = 0. Na koniec zdefiniu-
jemy P =), U‘s‘:n P,; tak zdefiniowany zbior P, jak latwo sprawdzi¢, jest
szukanym zbiorem doskonatym.

Korzystajac z lematow 5.1.2 i 5.1.3 latwo znajdujemy zbiér doskonaty
@ C G taki, ze dla dowolnego n € w (przy naturalnym utozsamieniu)
Q C 2™ x 29\Tn jest wykresem funkeji czesciowej z 2™ w 29\ Jak la-

two zauwazy¢, |Q N [Xo]| < ¢, mozemy wiec znalez¢ doskonaty zbior Py C Q

roztaczny z [Xy.
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Przypusémy, ze zbiory Pj zostaly juz skonstruowane dla wszystkich s € 2<¥
takich, ze |s| < n. Dla kazdego s € 2<“ takiego, ze |s| = n, znajdujemy dwa
roztaczne podzbiory doskonale Qs o, Qs~1 zbioru Ps. Poniewaz zbior Q,—;
(dla i € {0,1}) jest podzbiorem zbioru @, jest on réwniez wykresem funkcji
czesciowej z 2T+ w 29\Tn+1 Mamy zatem |Qq—; N [X,q1]| < ¢ dlad € {0, 1},
mozemy wiec wybrac¢ zbiory doskonate P, —; C Q,~; (dlai € {0,1}) roztaczne
z [ Xni1]- O

Lemat 5.1.5. Dla dowolnej rodziny A C P(2¥) mocy mniejszej niz c, ist-
nieje rodzina A" O A ztozona z podzbioréw w, taka, zZe dla dowolnej rodziny

F € [CIR]* mamy
JAe A VfeF flA ¢ A.

Dowdd. Niech k = |A| < ¢. Ustalmy numeracje (A, : @ < k) elementoéw
rodziny A oraz numeracje (F, : k£ < a < ¢) przeliczalnych podrodzin CIR.
Rodzine A" = (A, : a < ¢) skonstruujemy indukcyjnie, konstruujac zbiory
A, dla a € [k, ¢) tak, aby spelnione byly nastepujace warunki dla kazdego

a € [k, c):
1. f7YAL) & {Ae : € < o} dla kazdego [ € F,,
2. f7'AL] # A, dla kazdego f € F,,
3. A # f[Ag] dla kazdych £ < ai f € Fe.
Zauwazmy, ze warunki te gwarantuja nam, iz dla dowolnego « € [k, ¢)

Ve Fa A & A
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Istotnie, warunek 1. gwarantuje nam, ze zbior f~'[A,] nie nalezy do czesci
rodziny skonstruowanej dotychczas, warunek 2. — ze zbioru tego nie doda-
jemy w kroku «, a warunek 3. — ze nie dodamy go w nastepnych krokach
konstrukcji.

Przypus¢my, ze okredlilismy juz A, dla kazdego £ < a. W pierwszej
kolejnosci pokazemy, ze zbior elementéw P(w) spelniajacych warunek 2. jest
rezidualny w 2¢.

Zauwazmy, ze dla ustalonej funkcji f € CIR warunek A = f~'[A] oznacza,
zeVn € w (n € A& f(n) € A). Dla dowolnego n € w okreslmy zbior
orby(n) = {n, f(n), f(f(n)),...}. Widzimy, ze warunek A = f~[A] zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja charakterystyczna zbioru A jest stata na
zbiorze orby(n), dla kazdego n € w.

Dla pewnego n € w zbior orbg(n) jest nieskoriczony. Istotnie, gdyby dla
kazdego n € w zbior orbs(n) byl skonczony, to mielibysmy rg(f) = w, co stoi
w sprzecznosci z faktem, ze f € CIR. Poniewaz zbiér tych A C w, ktoérych
funkcje charakterystyczne sa stale na ustalonym zbiorze nieskonczonym, jest
pierwszej kategorii, widzimy, ze dla prawie kazdego (w sensie kategorii) zbioru
A € P(w) mamy A # f~'[A]. Przeliczalnoé¢ rodziny F, implikuje zatem, ze
zbior elementéw spetniajacych warunek 2. jest rezidualny w 2¢.

Niech zatem G € M*(2¥) bedzie zbiorem tych A C w, ktore spelniaja
warunek 2.. Pokazemy teraz, ze zbior W C 2“ ztozony z tych A C w, ktore
nie spelniaja warunku 1., nalezy do ideatu W_.. Istotnie, f~'[A] = A wtedy
i tylko wtedy, gdy A Nrg(f) = f[A¢]. Dla ustalonego f € F, zbior takich
A Cuw, ze ANrg(f) = flA¢] mozemy zapisac¢ jako {f[A¢] : € < a} x 2¢\8()

a zbior tej postaci jest jednym z generatorow ideatu W_..
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Z lematu 5.1.4 otrzymujemy zbior doskonaty P C G \ W. Istnieje zatem
continuum elementéw 2 spetniajacych jednocze$nie warunki 1. i 2.. Ponie-
waz elementow 2% nie spelniajacych warunku 3. jest mniej niz ¢, mozemy z

tatwodcia znalezé element A, C w spelniajacy warunki 1.—3.. O

Twierdzenie 5.1.6. Istnieje produktowalny o-ideal podzbiorow przestrzeni

2¥, ktory nie ma stabej wtasnosci Fubiniego.

Dowdd. Latwo wynika z lematow 5.1.1 1 5.1.5. O

5.2 Miara i kategoria w hiperprzestrzeni

Dowo6d lematu 5.1.5 oparty byl na — stanowiacym tresé¢ lematu 5.1.4 — zwigzku
idealu W_ z idealem kategorii w 2¥. Do udowodnienia tego zwiazku postu-
zyliSmy sie wlasno$ciami ideatu kategorii w przestrzeni K (2%).

Ideat kategorii petnit w dowodzie lematu 5.1.5 wylacznie role pomocnicza.
Interesujacym pytaniem jest, czy w takiej pomocniczej roli mozna uzy¢ ideatu
miary.

W dowodzie lematu 5.1.5 wykorzystalismy w pewnym momencie fakt, ze
dla ustalonej funkcji f € CIR, zbior tych A € P(w), ze f~'[A] = A, jest
pierwszej kategorii. Stosujac analogiczng metode mozna rowniez pokazac, ze
zbior taki jest miary zero.

Nie jest jasne, czy jest prawdziwy jakikolwiek ,miarowy” odpowiednik

lematu 5.1.4. Sformutujmy zatem nastepujace pytania.

Problem 5.2.1. Czy dla dowolnych zbiorow N € N*(2¥) i W € W_, mamy
N ¢ W? Innymi stowy, czy dla dowolnego W € W, mamy W & N*?
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Problem 5.2.2. Czy dla dowolnych zbiorow N € N*(2¥) i W € W_, istnieje
zbior doskonaly P C N\ W?

FLatwo sprawdzi¢, ze odpowiedZ pozytywna na oba powyzsze pytania wy-
nika z zaltozenia, ze kazdy zbiér mocy mniejszej niz ¢ ma miare zero. W szcze-
go6lnosci pozytywna odpowiedz jest niesprzeczna z ZFC.

W dowodzie lematu 5.1.5 wykorzystywaliémy ideal kategorii na prze-
strzeni K(2¥) w celu ,mierzenia” rodzin zbiorow doskonalych. Istotnym
krokiem w dowodzie byt lemat 5.1.3, ktéry mowi, ze jezeli ustalimy zbior rezi-
dualny G w 2¥| to prawie kazdy (w sensie kategorii w K (2¢)) zbior doskonaly
jest zawarty w GG. Pokazemy, ze ,miarowy” odpowiednik tego twierdzenia nie

jest prawdziwy.

Stwierdzenie 5.2.3. Nie istnieje borelowska probabilistyczna miara p na
zbiorze Per f(2¥), znikajgca na punktach, o tej wtasnosci, ze dla dowolnego

zbioru H C 2¥ miary Lebesgue’a petnej
{PePerf(2*): PCH} €N,

Dowdd. Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5.2.4 (Cichon, [3]|, tw. 3.2.17). Oznaczmy przez R(V)
zbior liczb losowych nad V. Wtedy

1g Ik R(V) nie zawiera zbioru doskonatego,

gdzie symbol B oznacza forcing Solovaya. U

Przypus$émy, ze istnieje miara pu, o jakiej mowa w stwierdzeniu. Wtedy al-

gebra B’ = Bor(Per f(2¥))/N, jest izomorficzna z algebra B = Bor(2¥)/N.
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Zbior generic G dla B’ jest kodowany w kanoniczny sposob przez jeden ele-
ment przestrzeni Per f(2¢), zwany liczba losowa. Niech R € Per f(X) bedzie
B'-nazwa na liczbe losowa w Perf(2¥), czyli nazwa na taki element prze-
strzeni Per f(2¥), ze dla dowolnego borelowskiego zbioru N C Per f miary p
zero mamy

1z IF R ¢ N.

WezZzmy dowolny zbiér borelowski H C 2* miary Lebesgue’a pelnej. Z za-

tozenia, ze {P € Perf(2¥): P C H} € N} wynika, iz
1y IF R C H.

Zatem element 1y forsuje, ze R jest zbiorem doskonalym zlozonym z liczb

losowych nad V, co prowadzi do sprzecznosci z twierdzeniem 5.2.4. 0

Odnotujmy tez, ze z lematu 5.1.3 tatwo wynika nastepujace znane stwier-

dzenie.

Stwierdzenie 5.2.5 ([3], lemat 3.3.2). Zaldimy, e M = ZFC a M[G]
jest jego rozszerzeniem generic. Jezeli w M|G| istnieje liczba Cohena nad

M, to w M[G)] istnieje zbior doskonaly ztozony z liczb Cohena nad M.

Dowdd. W modelu M[G] istnieje liczba Cohena P w przestrzeni K (2¢). Po-
niewaz Perf € M*(K(2¥)), mamy P € Perf. 7Z lematu 5.1.3 wynika tez,
ze dla dowolnego G € M* kodowanego w M mamy P C G, zatem P jest

zbiorem doskonalym ztozonym z liczb Cohena nad M. U
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