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1 WST�P 51 Wst�pBadanie wªasno±
i ideaªów miary Lebesgue'a i kategorii Baire'a to ju» kla-sy
zny, ale 
i¡gle rozwijaj¡
y si� dziaª teorii mnogo±
i. �¡
zy on w sobieelementy topologii i teorii miary, u»ywaj¡
 siªy teoriomnogo±
iowego apa-ratu do uzyskiwania wyników, które bywaj¡ interesuj¡
e dla szerokiej rzeszymatematyków.Klasy
zne wyniki si�gaj¡ pra
 Lebesgue'a, Borela 
zy Sierpi«skiego. Kon-
entruj¡ si� one gªównie na podobie«stwa
h obu ty
h ideaªów, wiele z ni
hzostaªo omówiony
h w ksi¡»
e Oxtoby'ego [31℄.Burzliwy rozwój omawianego dziaªu teorii mnogo±
i nast¡piª po wprowa-dzeniu przez P. Cohena metody for
ingu. Udost�pniªa ona aparat pozwa-laj¡
y dowodzi¢ niezale»no±
i od teorii mnogo±
i zda« doty
z¡
y
h ideaªówmiary i kategorii. Mniej wi�
ej od tego 
zasu za
z�to te» kªa±¢ na
isk naró»ni
e we wªasno±
ia
h ty
h ideaªów. Po przykªady wyników uzyskany
hza pomo
¡ metody for
ingu, zwªasz
za ±wiad
z¡
y
h o (absolutny
h lub nie-sprze
zny
h) ró»ni
a
h pomi�dzy tymi ideaªami, warto si�gn¡¢ do monogra�iBartoszy«skiego�Judaha [3℄.W ostatni
h lata
h wiele uwagi po±wi�
a si� addytywnym, tzn. odwoªu-j¡
ym si� do grupowej struktury przestrzeni, wªasno±
iom ty
h ideaªów. Ak-tualnie prowadzone badania doty
z¡ te» ró»nego rodzaju podideaªów ideaªówmiary i kategorii, 
z�sto de�niowany
h wªa±nie w odniesieniu do addytyw-nej struktury przestrzeni (np. ideaªy zbiorów silnie miary zero, addytywniemiary zero, bardzo pierwszej kategorii, addytywnie pierwszej kategorii 
zyrodzina zbiorów silnie pierwszej kategorii).



1 WST�P 6Innym wa»nym nurtem wspóª
zesny
h bada« jest badanie ideaªów po-siadaj¡
y
h podobne wªasno±
i do ideaªów miary i kategorii. Sporo uwagipo±wi�
a si� kwestii, 
zy ideaªy miary i kategorii s¡ jedynymi ideaªami posia-daj¡
ymi pewne wªasno±
i. Z drugiej strony bada si� równie», 
zy za
hodz¡ogólne zwi¡zki pomi�dzy naturalnymi wªasno±
iami, które ideaªy miary i ka-tegorii posiadaj¡.W niniejszej rozprawie nawi¡»emy do ró»ny
h w¡tków doty
z¡
y
h ba-da« ideaªów miary i kategorii. W rozdziale 3. zajmiemy si� niemierzalnymisumami algebrai
znymi. Wyniki tego rozdziaªu nawi¡zuj¡ zarówno do kla-sy
znego twierdzenia Sierpi«skiego, mówi¡
ego, »e istniej¡ dwa zbiory miaryzero takie, »e i
h suma algebrai
zna jest niemierzalna, jak i do wspóª
zesny
hwyników Ciesielskiego, Fejzi¢'a i Freilinga z artykuªu [12℄, 
zy Ci
honia, Mo-raynego, Raªowskiego i Rylla-Nardzewskiego z pra
y [11℄, doty
z¡
y
h nie-mierzalny
h sum algebrai
zny
h. Ponadto, odpowiadaj¡
 
z�±
iowo na py-tanie postawione przez J. Ci
honia, poka»emy konstruk
j� �asymetry
znego�podzbioru R. Cz�±¢ rezultatów umiesz
zony
h w tym rozdziale znalazªa si�w pra
y [26℄.W rozdziale 4. zajmiemy si� badaniami ró»ny
h ideaªów zwi¡zany
h zideaªami miary i kategorii. W sz
zególno±
i interesowa¢ nas b�d¡ zwi¡zkimi�dzy takimi ideaªami, a ideaªami (l0) i (m0) zwi¡zanymi z for
ingami La-vera i Millera. Wyniki z tego rozdziaªu znalazªy si� we wspólnej pra
y autoraz T. Weissem ([27℄).W rozdziale 5. zaprezentujemy konstruk
j� ideaªu, który ma tzw. wªa-sno±¢ produktowalno±
i, a nie ma tzw. sªabej wªasno±
i Fubiniego. Kon-struk
ja takiego ideaªu stanowi wspólny wynik autora z J. Kraszewskim, za-



1 WST�P 7miesz
zony w pra
y [23℄. Wynik ten nawi¡zuje do omówionego wy»ej w¡tkudoty
z¡
ego bada« ideaªów podobny
h do ideaªów miary i kategorii. W dowo-dzie tego twierdzenia posªu»ymy si� pewnymi wªasno±
iami ideaªu kategoriina przestrzeni zwarty
h podzbiorów zbioru Cantora. Po±wi�
imy te» tro
h�miejs
a pytaniu, 
zy ideaª miary ma analogi
zne wªasno±
i.Cz�±¢ wyników zamiesz
zony
h w niniejszej rozprawie znalazªa si� wewspólny
h publika
ja
h autora z innymi matematykami. Twierdzenia stano-wi¡
e wkªad autora we wspólne publika
je zostaªy umiesz
zone w rozprawiewraz z dowodami. Aby umie±
i¢ je w odpowiednim kontek±
ie, konie
znejest tu równie» podanie pozostaªy
h wyników z ty
h pra
, jednak w takimprzypadku po dowód odsyªamy do oryginalnego artykuªu.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 82 Podstawowe fakty, ozna
zenia i terminologia2.1 Ozna
zeniaWi�kszo±¢ u»ywany
h w rozprawie ozna
ze« jest standardowa i zgodna zozna
zeniami u»ywanymi w [3℄.Dla dowolnego zbioru X rodzin� I � P(X) nazywamy ideaªem, je»eli jestona zamkni�ta na branie podzbiorów i sko«
zony
h sum. Zakªada¢ te» b�-dziemy, »e wszystkie rozpatrywane ideaªy zawieraj¡ singletony oraz s¡ wªa-±
iwe (tzn. X 62 I). Dla ideaªu I � P(X) przez I� ozna
zamy jego �ltrdualny, tj. rodzin� fX n A : A 2 Ig. Je»eli ideaª jest zamkni�ty na branieprzeli
zalny
h sum, to nazwiemy go �-ideaªem.Przez miar� na zbiorze X rozumie¢ b�dziemy zawsze �-addytywn¡ miar�okre±lon¡ na pewnym �-
iele podzbiorów X, znikaj¡
¡ na punkta
h. Miar�nazwiemy borelowsk¡, je»eli jest okre±lona na �-
iele borelowski
h podzbio-rów przestrzeni topologi
znej.Je»eli � jest miar¡ okre±lon¡ na �-
iele A podzbiorów X, to przez miar�zewn�trzn¡ �� rozumiemy funk
j� okre±lon¡ wzorem��(Y ) = inff�(A) : Y � A ^ A 2 Ag;dla dowolnego zbioru Y � X.Dla miary � okre±lonej na pewnym �-
iele podzbiorów zbioru X, przezN�(X) ozna
za¢ b�dziemy �-ideaª zbiorów miary (zewn�trznej) � zero. Je»eliX jest przestrzeni¡ topologi
zn¡, przez M(X) ozna
zamy �-ideaª zbiorówpierwszej kategorii Baire'a w X. We wszystki
h przestrzenia
h, w który
hrozwa»a¢ b�dziemy ideaª kategorii, b�dzie on ideaªem wªa±
iwym.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 9B�dziemy pisa¢ krótko N i M, gdy jasne b�dzie z kontekstu jak¡ prze-strze« i jak¡ miar� mamy na my±li. Zgodnie z wprowadzonym wy»ej ozna-
zeniem, przez N � ozna
za¢ b�dziemy rodzin� zbiorów peªnej miary, 
zylitaki
h zbiorów, który
h dopeªnienie ma miar� zewn�trzn¡ zero. Podobnie,przezM� ozna
zamy rodzin� zbiorów rezidualny
h, 
zyli taki
h, który
h do-peªnienie jest pierwszej kategorii Baire'a. Przez LM oraz BP ozna
zamy,odpowiednio, �-
iaªa zbiorów mierzalny
h w sensie Lebesgue'a oraz z wªa-sno±
i¡ Baire'a.Li
zb� naturaln¡ uto»samiamy ze zbiorem li
zb naturalny
h od niej mniej-szy
h, tzn. n = f0; : : : ; n � 1g. Symbol ! ozna
za zbiór li
zb naturalny
h.Jest to jedno
ze±nie li
zba kardynalna � mo
 dowolnego zbioru (niesko«
zo-nego) przeli
zalnego. Przez !1; !2; : : : ; !� : : : (gdzie � jest li
zb¡ porz¡dkow¡)ozna
zamy kolejne po ! li
zby kardynalne; w sz
zególno±
i !1 to najmniej-sza nieprzeli
zalna li
zba kardynalna. Mo
 zbioru li
zb rze
zywisty
h, 
zylili
zb� kardynaln¡ 
ontinuum, ozna
zamy przez 
.Dla dowolnego zbioru A oraz li
zby kardynalnej � przez [A℄� ozna
zamyrodzin� podzbiorów zbioru A mo
y �. Przez A<! ozna
zamy zbiór sko«
zo-ny
h 
i¡gów o wyraza
h z A. Dla s 2 A<! oraz a 2 A , przez jsj ozna
zamydªugo±¢ 
i¡gu s, a przez s_a 
i¡g o dªugo±
i jsj + 1 powstaj¡
y z s przezdoª¡
zenie na ko«
u elementu a.Wszystkie rozpatrywane przez nas grupy b�d¡ grupami przemiennymi,stosowa¢ b�dziemy wi�
 nota
j� addytywn¡ dla ozna
zenia dziaªania grupo-wego. Je»eli G jest grup¡ przemienn¡, t 2 G oraz A;B � G, to przez t + Ai A +B ozna
zamy odpowiednio zbiory ft+ a : a 2 Ag oraz fa + b : a 2 A;b 2 Bg. Zbiór A +B nazywamy sum¡ algebrai
zn¡ zbiorów A;B.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 10Powiemy, »e ideaª I podzbiorów pewnej grupy przemiennej G jest nie-zmienni
zy ze wzgl�du na przesuni�
ia (lub krótko: niezmienni
zy), gdy dladowolnego A 2 I oraz t 2 G mamy t+ A 2 I.2.2 Podstawowe przestrzeniePrzestrzeni¡ polsk¡ nazywa¢ b�dziemy przestrze« topologi
zn¡ o±rodkow¡ imetryzowaln¡ w sposób zupeªny. Niepusty podzbiór P przestrzeni polskiejXnazwiemy zbiorem doskonaªym, je»eli P jest domkni�ty w X i nie ma punk-tów izolowany
h. Przez Perf(X) ozna
za¢ b�dziemy rodzin� doskonaªy
hpodzbiorów przestrzeni X. B�dziemy pisa¢ krótko Perf , gdy jasne b�dzie zkontekstu, jak¡ przestrze« polsk¡ mamy na my±li.Symbol Bor(X) ozna
za¢ b�dzie �-
iaªo borelowski
h podzbiorów prze-strzeni X. B�dziemy pisa¢ krótko Bor, gdy wynika¢ b�dzie jednozna
znie zkontekstu, w jakiej przestrzeni X pra
ujemy.Je»eli I � P(X) jest �-ideaªem, to przez Bor[I℄ ozna
za¢ b�dziemy naj-mniejsze �-
iaªo zawieraj¡
e Bor(X) oraz I. �atwo sprawdzi¢, »eBor[I℄ = fB M I : B 2 Bor(X); I 2 Ig:Opró
z prostej rze
zywistej R z naturaln¡ topologi¡, struktur¡ grupy ad-dytywnej i miar¡ Lebesgue'a, pra
owa¢ b�dziemy z innymi przestrzeniamipolskimi, które z punktu widzenia bada« ideaªów miary i kategorii s¡ do Rpodobne. Najwa»niejsze z ni
h to przestrze« Cantora i przestrze« Baire'a.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 112.2.1 Przestrze« CantoraJedn¡ z podstawowy
h przestrzeni b�dzie dla nas zbiór Cantora 2!, 
zyli zbiórwszystki
h niesko«
zony
h 
i¡gów binarny
h. Przestrze« t� mo»na uto»sami¢z przeli
zalnym produktem grupy Z2, 
o w naturalny sposób zadaje w niejstruktur� grupow¡. W przestrzeni tej mo»na równie» wprowadzi¢ miar� pro-babilisty
zn¡, b�d¡
¡ uzupeªnieniem borelowskiej miary produktowej, po
ho-dz¡
ej od przeli
zalnego produktu przestrzeni dwupunktowy
h f0; 1g (z na-turaln¡ miar¡ probabilisty
zn¡). �atwo sprawdzi¢, »e miara ta jest niezmien-ni
za na przesuni�
ia. Miar� t� nazywa¢ b�dziemy równie» miar¡ Lebesgue'a.Dla s 2 2<! przez [s℄ ozna
za¢ b�dziemy zbiór fx 2 2! : x � sg. Zbioryposta
i [s℄ (dla s 2 2<!) tworz¡ baz� topologii w 2!. Pra
uj¡
 w przestrzeni2!, przez Q ozna
za¢ b�dziemy zbiór ty
h elementów 2!, które maj¡ sko«
ze-nie wiele jedynek. Symbole 0; 1 ozna
zaj¡ 
i¡gi staªe b�d¡
e elementami 2!równe to»samo±
iowo 0 i, odpowiednio, 1. Czasami b�dziemy te» niezna
z-nie nadu»ywa¢ tej nota
ji, ozna
zaj¡
 w ten sposób 
i¡gi stale równe 0 i 1okre±lone na podzbiorze zbioru !.W przestrzeni Cantora ideaªy N i M maj¡ kombinatory
zne 
harak-teryza
je przydatne w badaniu i
h wªasno±
i. Poniewa» b�dziemy z ty
h
harakteryza
ji kilkakrotnie korzysta¢, przypomnimy je w tym miejs
u.Stwierdzenie 2.2.1 (Bartoszy«ski, [3℄, tw. 2.2.4). Zbiór F � 2! jestzbiorem pierwszej kategorii Baire'a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki po-dziaª fIn : n 2 !g zbioru ! na kolejne sko«
zone przedziaªy i taki elementzF 2 2!, »e F � fx 2 2! : 81n 2 ! x � In 6= zF � Ing:



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 12De�ni
ja 2.2.2. Powiemy, »e zbiór H � 2! jest maªy w sensie Bartoszy«-skiego, gdy H � fx 2 2! : 91n 2 ! x � In 2 Jngdla pewnego podziaªu fIn : n 2 !g zbioru ! na kolejne sko«
zone przedziaªyi pewnej rodziny zbiorów Jn � 2In o tej wªasno±
i, »e Pn2! jJnj2jInj <1.Stwierdzenie 2.2.3 (Bartoszy«ski, [3℄, tw. 2.5.7). Zbiór N � 2! jestzbiorem miary zero wtedy i tylko wtedy, gdy N jest sum¡ dwó
h zbiorówmaªy
h w sensie Bartoszy«skiego. Dokªadniej, dla ka»dego zbioru N 2 N (2!)istniej¡ 
i¡gi rosn¡
e 
i¡gi hnk; mk : k 2 !i li
zb naturalny
h i zbioryIk � 2[nk;nk+1), Jk � 2[mk;mk+1) o tej wªasno±
i, »e Pk2! jIkj � 2�(nk+1�nk),Pk2! jJkj � 2�(mk+1�mk) < +1 orazN � fx 2 2! : 91k x � [nk; nk+1) 2 Ikg[fx 2 2! : 91k x � [mk; mk+1) 2 Jkg:Ponadto mo»na zaªo»y¢, »e nk < mk < nk+1 < mk+1 dla dowolnego k 2 !.2.2.2 Przestrze« Baire'aWa»na dla nas b�dzie przestrze« Baire'a !! zªo»ona z niesko«
zony
h 
i¡gówo wyraza
h naturalny
h. Dla s 2 !<! przez [s℄ ozna
za¢ b�dziemy zbiórfx 2 !! : x � sg. Podobnie jak w 2!, zbiory te tworz¡ baz� topologii w !!.Przestrze« !! jest homeomor�
zna zarówno ze zbiorem li
zb rze
zywisty
hniewymierny
h, jak i z 2! nQ (wynika to ªatwo z twierdzenia Aleksandrowa�Urysohna, patrz [20℄, tw. 7.7.).Dla f; g 2 !! piszemy f 6� g i mówimy, »e f dominuje g, gdy dlaprawie wszystki
h n 2 ! mamy f(n) 6 g(n). Podobnie dla zbioru A � !! ifunk
ji g 2 !! mówimy, »e g dominuje A (
o ozna
zamy przez A 6� g), gdy



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 138f 2 A f 6� g. Powiemy równie», »e zbiór A � !! jest zdominowany (lub�-ograni
zony), gdy istnieje funk
ja g 2 !! taka, »e A 6� g.2.2.3 Hiperprzestrze« zbiorów zwarty
hElementami hiperprzestrzeni K(X), dla dowolnej przestrzeni polskiej X, s¡zwarte podzbiory X. W zbiorze K(X) wprowadzamy topologi� Vietorisa,której zbiory bazowe s¡ posta
ifP 2 K(X) : P � [i6nUi ^ 8i 6 n Ui \ P 6= ;g;dla pewnego 
i¡gu hU0; : : : ; Uni otwarty
h bazowy
h podzbiorów przestrzeniX. Wiadomo, »e dla dowolnej przestrzeni polskiej X przestrze« K(X) jestprzestrzeni¡ polsk¡, ponadto K(X) jest zwarta, o ile X jest przestrzeni¡zwart¡. Mo»na pokaza¢, »e przestrze« K(2!) jest homeomor�
zna z 2!.2.3 DrzewaJe»eli A jest dowolnym zbiorem, to drzewem na A nazywamy dowolny pod-zbiór T � A<! zamkni�ty na ob
i�
ia, tzn. speªniaj¡
y warunek8s 2 T 8n 6 jsj s � n 2 T:Dla drzewa T � A<! okre±lamy jego zbiór gaª�zi[T ℄ = fx 2 A! : 8n x � n 2 Tg:O ile nie zazna
zymy ina
zej, zakªadamy, »e wszelkie rozpatrywane drzewa s¡�dobrze przy
i�te�, tzn. ka»dy i
h element ma wªa±
iwe rozszerzenie nale»¡
e



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 14do drzewa. Wyj¡tkiem od tej reguªy b�d¡ drzewa ufundowane, tzn. takie, wktóry
h nie ma niesko«
zony
h malej¡
y
h 
i¡gów elementów.Je»eli na zbiorze A zadamy topologi� dyskretn¡ (
o b�dzie miaªo miejs
ew najwa»niejszy
h dla nas przypadka
h, 
zyli A = f0; 1g lub A = !), to dladowolnego drzewa T na A zbiór [T ℄ jest domkni�ty w A!; ponadto ka»dyzbiór domkni�ty w A! jest tej posta
i (zoba
z [20℄, tw. 2.4).Na ka»dym drzewie wprowadzamy naturalny porz¡dek odwrotnej inkluzji.W sz
zególno±
i 
i¡g pusty jest najwi�kszym elementem ka»dego drzewa, ao 
i¡gu s0 przedªu»aj¡
ym 
i¡g s mówimy, »e le»y poni»ej 
i¡gu s.Drzewo T � !<! nazwiemy� drzewem doskonaªym, je»eli8s 2 T 9t 2 T �t � s ^ jfn 2 ! : t_n 2 Tgj > 1�;� drzewem Lavera, je»eli9s 2 T 8t 2 T �t � s _ jfn 2 ! : t_n 2 Tgj = !�;� drzewem Millera (lub drzewem superdoskonaªym), je»eli8s 2 T 9t 2 T �t � s ^ jfn 2 ! : t_n 2 Tgj = !�:Innymi sªowy drzewo jest doskonaªe, je»eli rozgaª�zia si� poni»ej ka»degoelementu, jest drzewem Millera, je»eli poni»ej ka»dego elementu rozgaª�ziasi� w pewnym punk
ie na niesko«
zenie wiele nast�pników, oraz jest drzewemLavera, je»eli poni»ej pewnego elementu rozgaª�zia si� w ka»dym punk
ie naniesko«
zenie wiele nast�pników.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 15Terminu drzewo doskonaªe b�dziemy równie» u»ywa¢ w odniesieniu dodrzew na zbiorze f0; 1g speªniaj¡
y
h analogi
zny warunek. Odnotujmy, »ezbiór P � 2! jest doskonaªy wtedy, i tylko wtedy, gdy istnieje niepuste drzewodoskonaªe T � 2<! takie, »e P = [T ℄; analogi
zny warunek speªniony jest wprzestrzeni !!.Dla drzewa T � A<! okre±lamy jego zbiór rozgaª�zie«Split(T ) = ft 2 T : jfn 2 ! : t_n 2 Tgj > 1g:Ponadto, dla m 2 ! de�niujemySplitm(T ) = ft 2 Split(T ) : jfn < jtj : t � n 2 Split(T )gj = mg:Przez stem(T ) b�dziemy ozna
za¢ jedyny element zbioru Split0(T ), 
zylimiejs
e pierwszego rozgaª�zienia drzewa T .2.4 For
ingW pra
y opieramy si� na podstawowy
h fakta
h doty
z¡
y
h metody for-
ingu, opisany
h na przykªad w [24℄, jak równie» na elementarny
h wªasno-±
ia
h kodów borelowski
h opisany
h w [18℄.Jako podstawow¡ aksjomatyk� teorii mnogo±
i przyjmujemy teori� ZFC(patrz [24℄). Rozpatrywa¢ b�dziemy wyª¡
znie prze
hodnie modele (fragmen-tów) teorii ZFC. Stosuj¡
 powsze
hnie przyj�t¡ konwen
j�, b�dziemy pisa¢M j= ZFC� dla zazna
zenia faktu, »e M (
zy dokªadniej hM;2i) speªniaodpowiednio du»y sko«
zony fragment teorii ZFC.Przyjmujemy, »e dla warunków p; q 2 P poj�
ia for
ingu hP;6i mamyp 6 q, gdy warunek p jest silniejszy od warunku q.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 16Je»eliM j= ZFC�, a B jest zbiorem borelowskim, to pisz¡
 B 2M mamyna my±li, »e kod zbioru B nale»y do M . W powy»szej sytua
ji przez BMozna
zamy zbiór ty
h elementów zbioru B, które nale»¡ do M .Sz
zególnie interesuj¡
e b�d¡ dla nas nast�puj¡
e poj�
ia for
ingu:� for
ing Cohena C = Bor=M,� for
ing Solovaya B = Bor=N ,� for
ing Sa
ksa S, którego warunkami s¡ drzewa doskonaªe w 2<!, arela
j¡ porz¡dku � rela
ja inkluzji,� for
ing Lavera L, którego warunkami s¡ drzewa Lavera w !<!, a rela
j¡porz¡dku � rela
ja inkluzji,� for
ing Millera M , którego warunkami s¡ drzewa Millera w !<!, a re-la
j¡ porz¡dku � rela
ja inkluzji.Przypomnijmy, »e wymienione wy»ej poj�
ia for
ingu mog¡ mie¢ ró»nereprezenta
je. W sz
zególno±
i o for
ingu S mo»na równie» my±le¢ jako orodzinie drzew doskonaªy
h w przestrzeni !<!, rodzinie podzbiorów dosko-naªy
h przestrzeni 2! 
zy podzbiorów doskonaªy
h przestrzeni !!.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 172.5 Maªe zbioryW rozdziale 4. zajmiemy si� wªasno±
iami pewny
h rodzin maªy
h podzbio-rów przestrzeni 2!. Sformuªujemy tu de�ni
je niektóry
h taki
h klas, którymib�dziemy si� zajmowa¢.De�ni
ja 2.5.1. Podzbiór X dowolnej przestrzeni metry
znej nazywamyzbiorem silnie miary zero (X 2 SMZ), je»eli dla dowolnego 
i¡gu dodatni
hli
zb rze
zywisty
h h"n : n 2 !i istnieje 
i¡g zbiorów otwarty
h hIn : n 2 !itaki
h, »e Æ(In) 6 "n dla ka»dego n 2 ! oraz X � Sn2! In.De�ni
ja 2.5.2. Podzbiór X przestrzeni polskiej Y nazywamy zbiorem uni-wersalnie miary zero (X 2 UMZ), je»eli dla ka»dej borelowskiej miary pro-babilisty
znej � na Y znikaj¡
ej na punkta
h mamy ��(X) = 0.�atwo wida¢, »e zarówno rodzina SMZ jak i rodzinaUMZ jest �-ideaªempodzbiorów przestrzeni X.De�ni
ja 2.5.3. Zbiór X � 2! nazywamy zbiorem silnie pierwszej kategorii(X 2 SFC), je»eli dla dowolnego zbioruG � 2! peªnej miary istnieje elementt 2 2! taki, »e X � t +G.Galvin, My
ielski i Solovay wykazali w pra
y [17℄, »e zbiór X � 2! jestzbiorem silnie miary zero wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbiorurezidualnego G � 2! istnieje li
zba t 2 2! taka, »e X � t + G. Rodzinazbiorów silnie pierwszej kategorii powstaje przez dualiza
j� tej 
haraktery-za
ji, stanowi zatem naturalny odpowiednik rodziny SMZ. Bartoszy«ski iShelah pokazali jednak w pra
y [4℄, »e przy zaªo»eniu CH rodzina SFC niejest zamkni�ta na sumy, tzn. istniej¡ dwa zbiory X; Y 2 SFC takie, »eX [ Y 62 SFC.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 18W swojej pra
y magisterskiej [25℄ autor pokazaª, »e zbiór X � 2! jestzbiorem silnie miary zero, gdy dla dowolnego zbioru rezidualnego G � 2!istnieje zbiór przeli
zalny T � 2! taki, »e X � T + G. Poprzez dualiza
j�tej 
harakteryza
ji otrzymujemy inn¡ klas� zbiorów, równie» b�d¡
¡ natu-ralnym odpowiednikiem zbiorów silnie miary zero, ale zamkni�t¡ nawet naprzeli
zalne sumy. Poza t¡ ró»ni
¡, klasa ta wykazuje wiele podobie«stw doklasy zbiorów silnie pierwszej kategorii (zob. [25℄).De�ni
ja 2.5.4. Zbiór X � 2! nazywamy zbiorem bardzo pierwszej katego-rii (ang. very meager, X 2 VFC) je»eli dla dowolnego zbioru G � 2! peªnejmiary istnieje zbiór przeli
zalny T � 2! taki, »e X � T +G.Zbiory silnie- i bardzo pierwszej kategorii mo»na o
zywi±
ie rozpatrywa¢w inny
h grupa
h ni» 2!. W sz
zególno±
i i
h de�ni
je maj¡ sens w prze-strzeni [0; 1℄ (z dodawaniem modulo 1) i w R.Równie» rodzina zbiorów uniwersalnie miary zero ma swoje odpowiednikidla kategorii.De�ni
ja 2.5.5. Podzbiór X przestrzeni polskiej Y nazywamy zbiorem za-wsze pierwszej kategorii (X 2 AFC), je»eli dla dowolnego zbioru doskona-ªego P zbiór X \ P jest pierwszej kategorii w przestrzeni P (z topologi¡podprzestrzeni przestrzeni Y ).De�ni
ja 2.5.6. Podzbiór X przestrzeni polskiej Y nazywamy zbiorem uni-wersalnie pierwszej kategorii (X 2 UFC), gdy dla dowolnej doskonaªej prze-strzeni polskiej Y 0 i borelowskiego izomor�zmu � : Y ! Y 0 zbiór �[X℄ jestpierwszej kategorii w Y 0.



2 PODSTAWOWE FAKTY, OZNACZENIA I TERMINOLOGIA 19Wiadomo, »e w przestrzeni 2! za
hodz¡ nast�puj¡
e zwi¡zki pomi�dzywymienionymi wy»ej klasami zbiorów:� SMZ ( UMZ ( N ,� SFC � VFC ( UFC � AFC (M.De�ni
ja 2.5.7. Nieprzeli
zalny zbiór X � 2! nazwiemy� zbiorem �uzina, je»eli 8F 2 M jF \Xj 6 !,� zbiorem Sierpi«skiego, je»eli 8H 2 N jH \Xj 6 !.Wiadomo, »e ka»dy zbiór Sierpi«skiego jest zbiorem silnie pierwszej kate-gorii (zob. [32℄), a ka»dy zbiór �uzina � zbiorem silnie miary zero (zob. [3℄,lemat 8.2.2.).



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 203 Wªasno±
i addytywne3.1 Niemierzalne sumy algebrai
zneW tej 
z�±
i rozprawy przedstawimy wyniki doty
z¡
e niemierzalno±
i zbio-rów maj¡
y
h posta¢ sumy algebrai
znej.Wiele konstruk
ji zbiorów niemierzalny
h w sensie Lebesgue'a korzysta zestruktury addytywnej, jak¡ posiada przestrze«. Warto tu wspomnie¢ 
ho¢byklasy
zny przykªad Vitaliego w R, 
zyli selektor z warstw podgrupy Q . In-nym przykªadem zbioru niemierzalnego zwi¡zanego z addytywn¡ struktur¡przestrzeni jest (w przestrzeni 2!) dowolna podgrupa g�sta indeksu 2. Przy-kªadem takiej podgrupy jest np. ka»dy niegªówny ideaª maksymalny na !(traktowany jako podzbiór 2! poprzez uto»samienie podzbiorów ! z i
h funk-
jami 
harakterysty
znymi).Naturalnym pytaniem jest, 
zy zbiory mierzalne w sensie Lebesgue'a s¡zamkni�te na opera
j� sumy algebrai
znej. Negatywnej odpowiedzi na topytanie udzieliª ju» Sierpi«ski dowodz¡
 nast�puj¡
ego twierdzenia.Twierdzenie 3.1.1 (Sierpi«ski, [35℄). Istniej¡ takie dwa zbiory X; Y � Rmiary Lebesgue'a zero, »e zbiór X + Y jest zbiorem niemierzalnym.Konstruk
j� Sierpi«skiego ªatwo zmody�kowa¢ tak, aby otrzyma¢ ana-logi
zny przykªad dla kategorii Baire'a. Ponadto niewielka mody�ka
ja do-wodu pozwala na podanie przykªadu takiego zbioruX � R miary Lebesgue'azero, »e zbiór X +X jest niemierzalny. Przykªad analogi
zny do przykªaduSierpi«skiego mo»na równie» skonstruowa¢ w przestrzeni 2!.Uogólniaj¡
 wynik Sierpi«skiego, Kharazishvili udowodniª nast�puj¡
etwierdzenie.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 21Twierdzenie 3.1.2 (Kharazishvili, [21℄). Nie
h S b�dzie niezmienni
zym�-
iaªem podzbiorów R, a I � S � niezmienni
zym �-ideaªem takim, »ealgebra ilorazowa S=I ma wªasno±¢ 
.
.
. Wtedy nast�puj¡
e warunki s¡równowa»ne� 9X; Y 2 I X + Y 62 I,� 9X 2 I X +X 62 S.Podobne twierdzenie w odniesieniu do ideaªów o bazie zªo»onej ze zbiorówkoanality
zny
h sformuªowali Ci
ho« i Jasi«ski w pra
y [10℄.Twierdzenie 3.1.3 (Ci
ho«�Jasi«ski, [10℄). Nie
h I b�dzie niezmienni-
zym �-ideaªem podzbiorów R o bazie zªo»onej ze zbiorów koanality
zny
h.Wtedy nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne:� 9X; Y 2 I X + Y 62 I,� 9X; Y 2 I X + Y 62 Bor[I℄.Poniewa» nietrudno przekona¢ si�, »e istnieje taki zbiór miary zeroX � R,»e X + X = R, wspomniany wy»ej wynik Sierpi«skiego jest prostym wnio-skiem z powy»szego twierdzenia.Zarówno w twierdzeniu Sierpi«skiego, jak i w twierdzeniu Ci
honia i Ja-si«skiego konstruuje si� zbiory X 0; Y 0 nale»¡
e do pewnego ideaªu, takie, »ezbiór X 0 + Y 0 jest niemierzalny (tzn. nie nale»y do pewnego �-
iaªa), zakªa-daj¡
, »e istniej¡ takie zbiory X; Y w tym ideale, »e zbiór X + Y to tegoideaªu nie nale»y. Warto podkre±li¢, »e ani w konstruk
ji Sierpi«skiego, aniw konstruk
ji Ci
honia i Jasi«skiego otrzymane zbiory X 0; Y 0 nie musz¡ by¢



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 22podzbiorami odpowiednio zbiorówX i Y . Nasuwa si� wi�
 naturalne pytanie,
zy mo»na te twierdzenia wzmo
ni¢ tak, aby otrzyma¢ takie inkluzje.W kontek±
ie miary Lebesgue'a 
z�±
iow¡ pozytywn¡ odpowiedzi¡ na topytanie jest nast�puj¡
e twierdzenie.Twierdzenie 3.1.4 (Ciesielski�Fejzi¢�Freiling, [12℄). Dla dowolnego zbio-ru A � R takiego, »e A + A 62 N , istnieje zbiór X � A taki, »e X +X jestzbiorem niemierzalnym.W rozdziale tym podamy istotnie prostszy dowód powy»szego twierdze-nia, poka»emy te», »e dla dowolny
h zbiorów A;B taki
h, »e A + B 62 Nistniej¡ zbiory X � A oraz Y � B takie, »e X + Y jest zbiorem niemie-rzalnym. Dokªadnie t¡ sam¡ te
hnik¡ wyka»emy analogi
zny fakt dla ideaªukategorii.W dalszej 
z�±
i rozdziaªu rozwiniemy zastosowan¡ te
hnik� tak, aby ana-logi
zne fakty udowodni¢ te» dla szerokiej klasy �-ideaªów i �-
iaª, w sz
zegól-no±
i dla �-ideaªu zbiorów Mar
zewskiego zero i �-
iaªa zbiorów mierzalny
hw sensie Mar
zewskiego, a tak»e dla �-ideaªów I o bazie zªo»onej ze zbiorówkoanality
zny
h i �-
iaª posta
i Bor[I℄. W sz
zególno±
i udowodnimy twier-dzenie wzma
niaj¡
e wy»ej wymienione twierdzenie Ci
honia i Jasi«skiego.W
ze±niej jednak rozwa»ymy naturalne pytanie, 
zy w twierdzeniu Cie-sielskiego, Fejzi¢'a i Freilinga mo»na »¡da¢ od skonstruowanego zbioru X,»eby miaª miar� zero. Przedstawimy prosty kontrprzykªad na t� hipotez�w peªnej ogólno±
i, natomiast wyka»emy, »e istotnie mo»na taki zbiór skon-struowa¢ przy dodatkowym zaªo»eniu mierzalno±
i wyj±
iowego zbioru A.Analogi
zny fakt udowodnimy równie» dla kategorii Baire'a.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 23Na konie
 tego rozdziaªu, nawi¡zuj¡
 do przykªadu Erd®sa�Stone'a zbio-rów borelowski
h A;B � R taki
h, »e A + B nie jest zbiorem borelowskim,przedyskutujemy mo»liwo±¢ udowodnienia podobny
h twierdze« dla �-
iaªazbiorów borelowski
h. W sz
zególno±
i wyka»emy, »e istnieje zbiór borelow-ski P taki, »e dla dowolny
h zbiorów borelowski
h A;B � P zbiór A+B jestborelowski.3.1.1 Miara i kategoriaRozpo
znijmy od nast�puj¡
ego twierdzenia.Twierdzenie 3.1.5. Je»eli zbiór A � 2! ma t� wªasno±¢, »e A + A nie jestzbiorem miary zero, to istnieje zbiór X � A taki, »e X + X jest zbioremniemierzalnym.Dowód. Bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy przyj¡¢, »e zbiór A + A jestmierzalny, gdy» je»eli A+ A jest niemierzalny, przyjmujemy X = A.Nie
h F � 2! b�dzie niegªównym ultra�ltrem na ! a I = F � � ideaªemdualnym, 
zyli rodzin¡ f! n Y : Y 2 Ig. Wiadomo, »e zbiory F oraz I s¡
aªkowi
ie niemierzalne (tzn. maj¡ miar� wewn�trzn¡ równ¡ 0, a zewn�trzn¡równ¡ 1). Poniewa» prze
i�
ie zbioru mierzalnego ze zbiorem 
aªkowi
ie nie-mierzalnym jest niemierzalne, I \ (A+ A) jest zbiorem niemierzalnym.Poniewa» dodawanie w przestrzeni 2! odpowiada opera
ji ró»ni
y syme-try
znej w P(!), widzimy, »e I+I = F+F = I oraz I+F = F . Wynika st¡d,»e A 6� I i A 6� F , gdy» w prze
iwnym przypadku mieliby±my A+A � I, 
oprze
zyªoby temu, »e I ma miar� wewn�trzn¡ 0.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 24Przyjmijmy X0 = A \ I oraz X1 = A \ F . Mamy(X0 +X0) [ (X1 +X1) = (A+ A) \ I;z dokonanej ju» obserwa
ji wiemy, »e jest to zbiór niemierzalny. Zatem jedenze zbiorów X0 +X0 i X1 +X1 musi by¢ niemierzalny.W dokªadnie taki sam sposób mo»na dowie±¢ analogi
znego twierdzeniadla kategorii.Twierdzenie 3.1.6. Je»eli zbiór A � 2! ma t� wªasno±¢, »e A + A nie jestpierwszej kategorii, to istnieje X � A taki, »e X + X nie ma wªasno±
iBaire'a.Uwaga 3.1.7. Twierdzenie 3.1.5 udowodnili - niezale»nie od autora niniejszejrozprawy - Ciesielski, Fejzi¢ i Freiling w pra
y [12℄. I
h dowód odnosi si� 
oprawda do przestrzeni R, ale analogi
zny dowód mo»na przeprowadzi¢ w 2!.Dowód podany powy»ej jest zna
znie prostszy od dowodu z [12℄, w dalszej
z�±
i pra
y zaprezentujemy równie» jego mody�ka
j� dla przestrzeni R.Niemal ten sam argument mo»na zastosowa¢, gdy mamy do 
zynienia zsum¡ algebrai
zn¡ dwó
h ró»ny
h zbiorów.Twierdzenie 3.1.8. Zaªó»my, »e zbiory A;B � 2! maj¡ t� wªasno±¢, »eA+B nie jest zbiorem miary zero. Wtedy istniej¡ zbiory X � A oraz Y � Btakie, »e X + Y jest zbiorem niemierzalnym.Dowód. Tak jak poprzednio, mo»emy zaªo»y¢, »e zbiór A+B jest mierzalny.We¹my ultra�ltr F oraz ideaª I takie jak w dowodzie twierdzenia 3.1.5 izde�niujmy X0 = A \ I, X1 = A \ F , Y0 = B \ I oraz Y1 = B \ F . Mamy:A +B = (X0 + Y0) [ (X0 + Y1) [ (X1 + Y0) [ (X1 + Y1):



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 25Poniewa» (A + B) \ I = (X0 + Y0) [ (X1 [ Y1), zatem jeden ze zbiorów(X0 + Y0) i (X1 + Y1) jest niemierzalny.Mo»emy te» udowodni¢ analogi
zne twierdzenie dla kategorii.Twierdzenie 3.1.9. Je»eli zbiory A;B � 2! maj¡ t� wªasno±¢, »e A+B jestdrugiej kategorii, to istniej¡ zbiory X � A i Y � B takie, »e zbiór X + Ynie ma wªasno±
i Baire'a.Przedstawimy teraz analogi
zne rozumowania dla przestrzeni R. Za-uwa»my najpierw, »e klu
zowym punktem powy»szy
h dowodów byªo roz-wa»enie wªasno±
i niegªównego ultra�ltru na ! traktowanego jako podzbiór2!. Nietrudno przekona¢ si�, »e skorzystali±my tak naprawd� z tego, »eniegªówny ideaª maksymalny (
zyli dopeªnienie niegªównego ultra�ltru) jestg�st¡ podgrup¡ indeksu 2 (to zna
zy posiadaj¡
¡ dokªadnie dwie warstwy)grupy 2!. Zauwa»my, »e ka»da taka podgrupa, podobnie jak ultra�ltr, jest
aªkowi
ie niemierzalna, tzn. ma miar� wewn�trzn¡ równ¡ zero a zewn�trzn¡równ¡ 1. Obserwa
ja ta sugeruje prób� udowodnienia analogi
zny
h faktóww R poprzez rozwa»enie stosownej podgrupy. Co prawda ka»da wªa±
iwapodgrupa addytywnej grupy R ma niesko«
zony indeks, ale powy»sze rozu-mowania mo»na zmody�kowa¢ tak, aby obj¡¢ równie» ten przypadek.Stwierdzenie 3.1.10. Zaªó»my, »e G � R jest podgrup¡ R zawieraj¡
¡ zbiórQ tak¡, »e jR=Gj = !. Nie
h A b�dzie wªa±
iwym niepustym podzbioremgrupy ilorazowej R=G. Wtedy SA jest zbiorem 
aªkowi
ie niemierzalnym.Dowód. Poniewa» Q � G, zbiór SA jest Q -niezmienni
zy (
zyli niezmienni-
zy na przesuni�
ia wymierne), zatem jest zbiorem miary wewn�trznej zero



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 26lub peªnej, podobnie rze
z ma si� z jego miar¡ zewn�trzn¡. Gdyby zbiór SAbyª miary zewn�trznej zero, ka»da z warstw G byªaby zbiorem miary zero,zatem z przeli
zalno±
i indeksu G mieliby±my R 2 N . Z kolei gdyby zbiórSA miaª miar� wewn�trzn¡ peªn¡, to miara zewn�trzna warstwy nie nale-»¡
ej do A byªaby równa zero, a 
o za tym idzie wszystkie warstwy miaªybymiar� zero, 
o znów dowodziªoby, »e R 2 N . Zatem zbiór SA ma miar�zewn�trzn¡ peªn¡, a wewn�trzn¡ równ¡ zero.Wniosek 3.1.11. Je»eli G � R jest podgrup¡ o wªasno±
ia
h jak w powy»-szym twierdzeniu a zbiór X nie prze
ina wszystki
h warstw podgrupy G, toX jest niemierzalny lub X 2 N .Odnotujmy, »e grupa o wªasno±
ia
h wymieniony
h w zaªo»enia
h powy»-szego stwierdzenia rze
zywi±
ie istnieje.Stwierdzenie 3.1.12. Istnieje grupa G � R zawieraj¡
a Q taka, »e jR=Gj = !.Dowód. Nie
h H b�dzie baz¡ Hamela (tzn. baz¡ R jako przestrzeni liniowejnad Q) tak¡, »e 1; � 2 H. Wystar
zy zde�niowa¢ G jako przestrze« liniow¡nad Q rozpi�t¡ przez zbiór H n f�g.Twierdzenie 3.1.13. Je»eli A � R ma t� wªasno±¢, »e A+A nie jest miaryzero, to istnieje X � A taki, »e X +X jest zbiorem niemierzalnym.Dowód. Nie
h G b�dzie grup¡ jak w stwierdzeniu 3.1.12. Ustalmy numera
j�warstw R=G = fTn : n 2 !g i zde�niujmy Xn = A \ Tn. Poniewa» A + A =Sn;m2!(Xn + Xm), istniej¡ takie n0; m0, »e Xn0 + Xm0 62 N . Nie
h X =Xn0 [Xm0 , wtedy X +X 62 N . Ale zbiór X +X prze
ina 
o najwy»ej trzywarstwy G, wi�
 w sz
zególno±
i z wniosku 3.1.11 wynika, »e jest zbioremniemierzalnym.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 27Stosuj¡
 analogi
zn¡ te
hnik� mo»emy te» udowodni¢ nast�puj¡
e twier-dzenia.Twierdzenie 3.1.14. Zaªó»my, »e zbiory A;B � R maj¡ t� wªasno±¢, »eA + B nie jest miary zero. Wtedy istniej¡ zbiory X � A oraz Y � B takie,»e X + Y jest zbiorem niemierzalnym.Twierdzenie 3.1.15. Je»eli zbiór A � R ma t� wªasno±¢, »e A�A nie jestmiary zero, to istnieje zbiór X � A taki, »e zbiór X �X jest niemierzalny.Twierdzenie 3.1.16. Je»eli zbiór A � R ma t� wªasno±¢, »e A + A niejest pierwszej kategorii, to istnieje X � A taki, »e X +X nie ma wªasno±
iBaire'a.Twierdzenie 3.1.17. Je»eli zbiór A � R ma t� wªasno±¢, »e A � A niejest pierwszej kategorii, to istnieje X � A taki, »e X �X nie ma wªasno±
iBaire'a.Twierdzenie 3.1.18. Je»eli zbiory A;B � R maj¡ t� wªasno±¢, »e A + Bjest drugiej kategorii, to istniej¡ zbiory X � A i Y � B takie, »e zbiór X+Ynie ma wªasno±
i Baire'a.Odnotujmy te», »e powy»sza te
hnika da si� uogólni¢ równie» na sumyalgebrai
zne dªugo±
i wi�kszej ni» dwa.Twierdzenie 3.1.19. Je»eli A � R ma t� wªasno±¢, »e A+A+ : : :+A niejest miary zero, to istnieje X � A taki, »e X +X + : : :+X (gdzie suma jesttej samej dªugo±
i 
o w A+ A+ : : :+ A) jest zbiorem niemierzalnym.Dowód. Analogi
zny do dowodu twierdzenia 3.1.13.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 28Podkre±lmy równie», »e powy»sze twierdzenie odnosz¡
e si� do sum dªu-go±
i wi�kszej ni» dwa mo»na równie» udowodni¢ w przestrzeni 2!. Potrzebnajest do tego konstruk
ja podgrupy G � 2!, która ma dokªadnie ! warstw.Konstruk
j� tak¡ nietrudno wykona¢ podobnie, jak zostaªo to zrobione wdowodzie stwierdzenia 3.1.12, korzystaj¡
 z faktu, »e przestrze« 2! jest prze-strzeni¡ liniow¡ nad 
iaªem Z2.W ±wietle wyniku Sierpi«skiego nasuwa si� pytanie, 
zy w powy»szy
htwierdzenia
h mo»na »¡da¢ od zbiorów X; Y , aby miaªy miar� zero lub byªypierwszej kategorii. Prze
zy temu o
zywisty kontrprzykªad A = Q , B = 2!.Innym mo»liwym kontrprzykªadem (przy zaªo»eniu CH) dla miary jest zbiórSierpi«skiego A taki, »e A + A = 2!, a dla kategorii � zbiór �uzina o tejwªasno±
i. Konstruk
je taki
h zbiorów mo»na znale¹¢ w [3℄ (tw. 8.2.3 i8.5.3).Okazuje si� jednak, »e od X; Y mo»na »¡da¢, aby miaªy miar� zero lubbyªy pierwszej kategorii, o ile tylko naªo»ymy pewne ograni
zenia na wyj-±
iowe zbiory A;B. Za
zniemy tym razem od twierdzenia doty
z¡
ego kate-gorii Baire'a.Twierdzenie 3.1.20. Zaªó»my, »e zbiory A;B � 2! maj¡ wªasno±¢Baire'a, ale nie s¡ pierwszej kategorii. Wtedy istniej¡ zbiory pierwszej kate-gorii X � A oraz Y � B takie, »e X + Y nie ma wªasno±
i Baire'a.Dowód. Skorzystamy z nast�puj¡
ego lematu.Lemat 3.1.21. Zaªó»my »e zbiór G � 2! jest rezidualny. Wtedy istniej¡zbiory pierwszej kategorii F1; F2 � G takie, »e F1 + F2 62 M.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 29Dowód. Bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »eG = fx 2 2! : 91n x � In = 0gdla pewnego podziaªu fIn : n 2 !g zbioru ! na kolejne sko«
zone przedziaªy.Istotnie, ze stwierdzenia 2.2.1 ªatwo wynika, »e dowolny zbiór rezidualnyw 2! zawiera przesuni�
ie zbioru tej posta
i, za± zast¡pienie zbioru G jegoprzesuni�
iem nie ograni
za ogólno±
i rozwa»a«.Zde�niujmy F0 = fx 2 2! : 8n x � I2n = 0g oraz F1 = fx 2 2! :8n x � I2n+1 = 0g. Nietrudno przekona¢ si�, »e oba te zbiory s¡ domkni�tebrzegowe. Ponadto F0 + F1 = 2!, gdy» dowolny 
i¡g x 2 2! mo»na uzyska¢jako sum� x0 2 F0 zde�niowanego wzoremx0 � In = 8<: x � In dla n nieparzysty
h,0 dla n parzysty
h.oraz x1 2 F1 zde�niowanego wzoremx1 � In = 8<: 0 dla n nieparzysty
h,x � In dla n parzysty
h.Zaªó»my teraz, »e zbiory A;B 62 M maj¡ wªasno±¢ Baire'a. Nie
hG = (Q+A)\(Q +B) 2 M�. Z lematu 3.1.21 otrzymujemy zbiory pierwszejkategorii F0; F1 � G takie, »e F0 + F1 62 M.Dla q 2 Q rozwa»my F q0 = F0\(q+A) 2 M oraz F q1 = F1\(q+B) 2 M.Poniewa» F0 = Sq2Q F q0 oraz F1 = Sq2Q F q1 , istniej¡ takie p; q 2 Q , »eF p0 + F q1 62 M. Przyjmijmy X 0 = p + F p0 � A oraz Y 0 = q + F q1 � B.O
zywi±
ie X 0; Y 0 2 M oraz X 0 + Y 0 62 M. Mo»emy zatem zastosowa¢twierdzenie 3.1.9 do zbiorów X 0; Y 0, aby otrzyma¢ szukane zbiory X; Y .



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 30Wniosek 3.1.22. Je»eli A 2 BP oraz A + A 62 M to istnieje taki zbiórpierwszej kategorii X � A, »e X +X 62 BP .Dowód. Je»eli A 2 M, stosujemy twierdzenie 3.1.6. Je»eli A 62 M, z po-przedniego twierdzenia otrzymujemy zbiory pierwszej kategorii Y0; Y1 � Atakie, »e Y0+Y1 62 M. Wtedy X 0 = Y0[Y1 � A jest pierwszej kategorii orazma t� wªasno±¢, »e X 0 + X 0 62 M. Mo»emy zatem zastosowa¢ twierdzenie3.1.6 do X 0, aby otrzyma¢ szukany zbiór X.Analogi
zny fakt jest prawdziwy równie» na prostej rze
zywistej.Twierdzenie 3.1.23. Zaªó»my, »e zbiory A;B � R maj¡ wªasno±¢ Ba-ire'a, ale nie s¡ pierwszej kategorii. Wtedy istniej¡ zbiory pierwszej kategoriiX � A oraz Y � B takie, »e X + Y nie ma wªasno±
i Baire'a.Dowód. Udowodnimy nast�puj¡
y odpowiednik lematu 3.1.21.Lemat 3.1.24. Zaªó»my »e zbiór G � R jest rezidualny. Wtedy istniej¡zbiory pierwszej kategorii F1; F2 � G takie, »e F1 + F2 62 M.Dowód. W pierwszej kolejno±
i zauwa»my, »e dowód mo»emy przeprowadzi¢w przestrzeni [0; 1℄ z dodawaniem modulo 1. Istotnie, bez zmniejszenia ogól-no±
i mo»emy zaªo»y¢, »e G + Z = G. Je»eli zatem znajdziemy zbioryF 01; F 02 � G\ [0; 1℄ takie, »e F 01+F 02 = [0; 1℄ (gdzie + odnosi si� do dodawaniamodulo 1) , to nietrudno przekona¢ si�, »e F1 = F 01 + Z oraz F2 = F 02 + Z s¡podzbiorami G takimi, »e F1 + F2 = R. Zaªó»my zatem, »e G 2 M�([0; 1℄).Nie
h ' : 2! ! [0; 1℄ b�dzie funk
j¡ okre±lon¡ wzorem'(x) =Xn2! x(n)2n+1 :



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 31Nietrudno przekona¢ si�, »e ' jest 
i¡gªa, a jej zbiorem warto±
i jest zbiór[0; 1℄. Ponadto ' � (2! n Q) jest ró»nowarto±
iowa, a dla A � [0; 1℄ mamyA 2 M([0; 1℄)  ! '�1[A℄ 2 M(2!). Wynika st¡d, »e bez ograni
zeniaogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e '�1[G℄ = fx 2 2! : 91n x � In = xG � Ing dlapewnego podziaªu fIn : n 2 !g zbioru ! na kolejne sko«
zone przedziaªy ipewnego xG 2 2!. Istotnie, '�1[G℄ 2 M�(2!), a ze stwierdzenia 2.2.1 wynika,»e ka»dy zbiór rezidualny w 2! zawiera zbiór posta
i fx 2 2! : 91n x � In =xG � Ing.Zde�niujmy F �1 = fx 2 2! : 8n 2 ! x � I2n = xG � I2ng oraz F �2 =fx 2 2! : 8n 2 ! x � I2n+1 = xG � I2n+1g oraz poªó»my F1 = '[F �1 ℄i F2 = '[F �2 ℄. Oba zbiory F1; F2 � [0; 1℄ s¡ domkni�te, brzegowe i zawarte wG. Wyka»emy, »e F1 + F2 = [0; 1℄.We¹my dowoln¡ li
zb� z 2 [0; 1℄, nie
h y = z � '(xG). Nie
h y� 2 2!b�dzie rozwini�
iem dwójkowym li
zby y; je»eli y ma dwa ró»ne rozwini�
ia,wów
zas wybieramy to, które jest od pewnego miejs
a równe zero. Okre±lmyx�1 2 F �1 oraz x�2 2 F �2 nast�puj¡
o:x�1 � In = 8<: y� � In dla n nieparzysty
h,x�G � In dla n parzysty
h.x�2 � In = 8<: x�G � In dla n nieparzysty
h,y� � In dla n parzysty
h.Wystar
zy teraz zauwa»y¢, »e'(x�1) + '(x�2) = '(y�) + '(xG) = y + '(xG) = z:
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z�±¢ dowodu twierdzenia jest analogi
zna do dowodu dla prze-strzeni 2!.B�dziemy teraz dowodzi¢ analogi
znego twierdzenia dla miary. Potrzebneb�dzie nam nast�puj¡
e twierdzenie.Twierdzenie 3.1.25 (Carlson, [9℄). Zaªó»my, »e M j= ZFC�, nie
h 
 2 2!b�dzie li
zb¡ Cohena nad M . WtedyM [
℄ j= 9D 2 N � 8t 2 2! j(t+D) \ (2!)M j 6 !:Uwaga 3.1.26. Analogi
zne twierdzenie jest prawdziwe w R (zob. [9℄).Poni»szy lemat wydaje si� by¢ powsze
hnie znanym faktem, dla peªno±
irozumowania zamiesz
zamy go jednak wraz z dowodem. Odpowiednik tegolematu dla przestrzeni R wynika z mo
niejszy
h faktów znajduj¡
y
h si�w literaturze, mianowi
ie z lematu 9 z pra
y [15℄ lub te» z lematu 3 z [33℄.Wydaje si�, »e powy»szy dowód, doty
z¡
y przestrzeni 2!, jest jednak istotnieprostszy.Lemat 3.1.27. Dla dowolnego zbioru N � 2! miary zero istnieje zbiór do-skonaªy P � 2! taki, »e P +N 2 N .Dowód. Poniewa» zbiór N ma miar� zero, ze stwierdzenia 2.2.3 otrzymu-jemy rosn¡
e 
i¡gi hnk; mk : k 2 !i li
zb naturalny
h i zbiory Ik � 2[nk;nk+1),Jk � 2[mk;mk+1) o tej wªasno±
i, »e Pk2! jIkj � 2�(nk+1�nk) < +1,Pk2! jJkj � 2�(mk+1�mk) < +1 orazN � fx 2 2! : 91k x � [nk; nk+1) 2 Ik _ x � [mk; mk+1) 2 Jkg:Ponadto mo»na zaªo»y¢, »e nk < mk < nk+1 < mk+1 dla dowolnego k 2 !.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 33PrzyjmijmyKk = f0; 1g � 2[nk;nk+1) oraz P =Qk2!Kk � 2!. O
zywi±
ieP 2 Perf . Zauwa»my, »e dla ka»dego k 2 ! mamyjfx � [nk; nk+1) : x 2 Pgj 6 2oraz jfx � [mk; mk+1) : x 2 Pgj 6 4:Wynika st¡d, »e zbiór P +N mo»na pokry¢ zbiorami maªymi zde�niowanymiprzez te same 
i¡gi hnk; mk : k 2 !i oraz zbioryI 0k = fx � [nk; nk+1) : x 2 Pg+ Ik � 2[nk;nk+1);J 0k = fx � [mk; mk+1) : x 2 Pg+ Jk � 2[mk;mk+1):Nietrudno sprawdzi¢, »e zbiory te istotnie s¡ maªe w sensie Bartoszy«skiego,gdy» jI 0kj 6 2 � jIkj oraz jJ 0kj 6 4 � jJkj.Kolejny lemat nale»y z pewno±
i¡ do folkloru teoriomnogo±
iowego. Jeston powsze
hnie znany dla zbiorów borelowski
h (zob. np. [18℄, lemat 42.4),natomiast autor nie spotkaª si� w literaturze ze sformuªowaniem dla zbiorówanality
zny
h. Poniewa» wydaje si�, »e dowód dla zbiorów borelowski
hz [18℄ nie daje si� prosto zmody�kowa¢ tak, aby obj¡¢ przypadek zbiorówanality
zny
h, prezentujemy ten lemat wraz z dowodem (dowód ten wartoporówna¢ z dowodem lematu 42.7 w [18℄).Stwierdzenie 3.1.28. Nie
h N j= ZFC� b�dzie przeli
zalnym modelem prze-
hodnim oraz nie
h A b�dzie zbiorem anality
znym kodowanym w N takim,»e N j= A 2 N �. Wtedy A 2 N �.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 34Dowód. Nie
h D 2 N � b�dzie zbiorem borelowskim takim, »e N j= D � A.Wtedy 1B 
 _r 2 D, gdzie _r jest nazw¡ na li
zb� losow¡.Nie
h r 2 2! b�dzie li
zb¡ losow¡ nad N . Wtedy N [r℄ j= r 2 D.Poniewa» formuªa D � A jest absolutna dla modeli N oraz N [r℄, mamyN [r℄ j= r 2 A. Ale formuªa x 2 A jest klasy �11, zatem r 2 A.Pokazali±my zatem, »e dowolna li
zba losowa nad N nale»y do A. Dowódlematu ko«
zy prosta obserwa
ja, »e zbiór li
zb losowy
h nad N jest peªnejmiary.Lemat 3.1.29. Nie
h G � 2! b�dzie zbiorem peªnej miary. Wtedy istniej¡takie zbiory miary zero F0; F1 � G, »e F0 + F1 62 N .Dowód. Bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e G + Q = G. Nie
hM j= ZFC� b�dzie przeli
zalnym modelem prze
hodnim takim, »e G 2 M .Pra
uj¡
 w M i korzystaj¡
 z lematu 3.1.27 wybierzmy zbiór doskonaªyP 2 M taki, »e M j= P + (2! n G) 2 N , przy 
zym mo»emy zaªo»y¢, ze0 2 P . Prze
hodz¡
 do dopeªnie« widzimy, »e M j= Tp2P (p + G) 2 N �,zatem mo»emy wybra¢ zbiór borelowski peªnej miary G0 2M taki, »eG0 � \p2P(p+G):Zauwa»my, »e (w M) dla dowolnego p 2 P mamy p + G0 � G. Istotnie,je»eli x 2 G0, to x 2 p + G, zatem p + x 2 p + p + G = G. Ponadto dladowolnego p 2 P \M inkluzja p+G0 � G za
hodzi w dowolnym rozszerzeniugeneri
 modelu M .Nie
h 
 2 2! b�dzie li
zb¡ Cohena nad M . Korzystaj¡
 z twierdze-nia 3.1.25, znajdujemy zbiór borelowski peªnej miary D 2 M [
℄ taki, »e



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 358t 2 2! j(t +D) \ (2!)M j 6 !: Pra
uj¡
 w M [
℄ zde�niujmy F0 = G n D iF1 = G \M ; oba tak zde�niowane zbiory maj¡ miar� zero.Interesuje nas zbiór F0+F1 = ft 2 2! : (t+F0)\F1 6= ;g. Zauwa»my, »eft 2 2! : j(t+G) \ F1j > !1g � ft 2 2! : (t+ F0) \ F1 6= ;g:Istotnie, je»eli j(t+G) \ F1j > !1, to (t+ F0)\ F1 = (t+ (G nD))\ F1 6= ;,gdy» j(t+D)\ F1j 6 !, na mo
y wyboru zbiorów D i F1. Wystar
zy zatempokaza¢, »e zbiór ft 2 2! : j(t+G) \ F1j > !1g jest peªnej miary.Ustalmy dowolny x 2 G0 \M . Poniewa» zbiór x +G0 jest peªnej miary,wystar
zy pokaza¢, »e je»eli t 2 x+G0, to j(t+G)\F1j > !1. We¹my zatemdowolne t 2 x+G0. Zauwa»my, »e mamy x 2 (t+G0)\ (G0 \M). Z wyboruzbioru G0 i zbioru P otrzymujemy, »e dla dowolnego p 2 PM za
hodzix + p 2 (t +G) \ (G \M) = (t+G) \ F1;zatem x + PM � (t+G) \ (G \M) = (t+G) \ F1:Poniewa» M [
℄ j= jPM j > !, otrzymujemy, »e j(t+G) \ F1j > !1.Pokazali±my zatem, »e M [
℄ istniej¡ dwa zbiory miary zero F0; F1 � Gtakie, »e F0 + F1 2 N �. Bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy przyj¡¢, »eF0; F1 s¡ borelowskie. Wtedy jednak zbiór A = F0 + F1 jest anality
znymzbiorem peªnej miary kodowanym w M [
℄, zatem na mo
y lematu 3.1.28,mamy F0 + F1 2 N �.Twierdzenie 3.1.30. Zaªó»my, »e zbiory A;B � 2! s¡ mierzalne miarydodatniej. Wtedy istniej¡ zbiory miary zero X � A oraz Y � B takie, »eX + Y jest niemierzalny.
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zny do dowodu dla kategorii, z tym, »e zamiast z lematu3.1.21 korzystamy z lematu 3.1.29.Analogi
zne twierdzenie mo»na równie» udowodni¢ w R. W tym 
elunale»y w miejs
e lematu 3.1.27 skorzysta¢ z lematu 3 z pra
y [33℄ oraz ztwierdzenia 3.1.25 we wspomnianej wersji dla R.Równie» analogi
znie jak dla kategorii otrzymujemy (zarówno w odnie-sieniu do 2! jak i R) nast�puj¡
y fakt.Wniosek 3.1.31. Je»eli A 2 LM oraz A + A 62 N , to istnieje taki zbiórmiary zero X � A, »e X +X 62 LM.Dowodowi dla miary warto po±wi�
i¢ kilka uwag. Przede wszystkim do-wód lematu 3.1.29 wydaje si� by¢ zaskakuj¡
o skomplikowany w porówna-niu z dowodem lematu 3.1.21. Autorowi nie udaªo si� poda¢ prostszego, aw sz
zególno±
i elementarnego (tzn. nie korzystaj¡
ego z metody for
ingu,twierdze« o absolutno±
i, itp.) dowodu. Odnotujmy jednak, »e mo»na po-da¢ nie
o prostszy dowód, otrzymuj¡
 jedno
ze±nie nie
o mo
niejsz¡ tez�,je»eli w lema
ie 3.1.29 zaªo»ymy, »e dopeªnienie zbioru G jest maªe w sensieBartoszy«skiego.Stwierdzenie 3.1.32. Nie
h G � 2! b�dzie takim zbiorem, »e 2! n G jestzbiorem maªym w sensie Bartoszy«skiego. Wtedy istnieje zbiór K � G taki,»e K +K = 2!.Dowód. Je»eli dopeªnienie zbioru G jest zbiorem maªym, toG � fx 2 2! : 81k x � [nk; nk+1) 62 Jkg



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 37dla pewnego rosn¡
ego 
i¡gu hnk : k 2 !i li
zb naturalny
h oraz 
i¡gu zbio-rów Jk � 2[nk;nk+1) taki
h, »e Pk2! jJkj � 2�(nk+1�nk) < 1. W sz
zególno±
iistnieje takie k0 2 !, »e dla k > k0 mamy jJkj � 2�(nk+1�nk) 6 14 . Mo»emyzatem dla k > k0 wybra¢ zbiory Kk � 2[nk;nk+1) takie, »e Jk \ Kk = ; orazjKkj � 2�(nk+1�nk) = 34 . Wtedy dla k > k0 mamy Kk +Kk = 2[nk;nk+1), zatemje»eli zde�niujemyK = fx 2 2! : 8k > k0 x � [nk; nk+1) 2 Kkg;to otrzymamy K � G i K + K = 2!. Nietrudno te» zauwa»y¢, »e takzde�niowany zbiór K ma miar� zero.Odpowiednik lematu 3.1.27 jest równie» prawdziwy dla kategorii (zarównow odniesieniu do przestrzeni 2!, jak i R).Stwierdzenie 3.1.33. Dla dowolnego zbioru F 2 M istnieje zbiór doskonaªyP taki, »e P + F 2 M.Dowód. Bez ograni
zenia ogólno±
i zakªadamy, »e F jest zbiorem Q -niez-mienni
zym typu F�. We¹my przeli
zalny prze
hodni model M j= ZFC�taki, »e F 2 M . Nie
h 
 2 2! b�dzie li
zb¡ Cohena nad M . Wiadomo([3℄, lemat 3.3.2, patrz te» stwierdzenie 5.2.5), »e w M [
℄ istnieje zbiór do-skonaªy P zªo»ony z li
zb Cohena nad M .Zauwa»my, »e M [
℄ j= P + F 2 M. Istotnie, zbiór P + F jestQ -niezmienni
zy, zatem wystar
zy pokaza¢, »e P + F 62 M�. Nietrudnosprawdzi¢, korzystaj¡
 z faktu, »e P skªada si� z li
zb Cohena nad M ,»e (P + F ) \ (2!)M = ;. Poniewa» w M [
℄ mamy (2!)M 62 M, zatemP + F 62 M�.
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zy teraz zauwa»y¢, »e formuªa P+F 2 M jest absolutna dlaM [
℄iV. Zbiór P+F jest borelowski (nawet typu F�), a dla zbiorów borelowski
hnale»enie do ideaªuM jest absolutne (zob. [18℄, lemat 42.4).Na zako«
zenie 
h
ieliby±my zazna
zy¢, »e zaprezentowane wy»ej dowodytwierdze« 3.1.30 dla miary i 3.1.20 dla kategorii s¡ istotnie ró»ne. Dowód dlakategorii korzysta z elegan
kiego opisu kombinatory
znego zbiorów pierwszejkategorii, jakiego zbiory miary zero nie maj¡ (
harakteryza
ja przez sumydwó
h maªy
h zbiorów wydaje si� by¢ tu niewystar
zaj¡
a). Z kolei w dowo-dzie dla miary wykorzystali±my twierdzenie 3.1.25, które nie jest prawdziwe,je»eli zamienimy w jego tre±
i miar� na kategori�, a li
zb� Cohena na li
zb�losow¡.3.1.2 Inne algebryW tej 
z�±
i pra
y zajmiemy si� uogólnieniem ty
h spo±ród doty
h
zas udo-wodniony
h twierdze«, które maj¡ analogi
zny dowód dla miary i kategorii;mamy tu na my±li twierdzenia 3.1.5, 3.1.6, 3.1.8 i 3.1.9 oraz i
h odpowiednikidla R.Odnotowali±my ju», »e w dowoda
h ty
h twierdze« dla przestrzeni 2!ideaª maksymalny (
zyli dopeªnienie rozwa»anego ultra�ltru) mo»na zast¡-pi¢ dowoln¡ podgrup¡ g�st¡ indeksu 2. Grupa taka ma dokªadnie takie samewªasno±
i, je»eli 
hodzi o mierzalno±¢ 
zy wªasno±¢ Baire'a, natomiast w do-woda
h nie wykorzystali±my w
ale zamkni�
ia ideaªu na branie podzbiorów.Obserwa
ji tej u»yli±my ju» dowodz¡
 odpowiedników wymieniony
h twier-dze« dla R poprzez wybranie odpowiedniej podgrupy.W dalszy
h dowoda
h b�dziemy tak wybiera¢ stosown¡ podgrup� naszej



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 39przestrzeni, aby miaªa pewne dodatkowe wªasno±
i. W sz
zególno±
i oka»esi�, »e »¡dane przez nas wªasno±
i nie zawsze mog¡ by¢ speªnione przez ul-tra�ltr. W sz
zególno±
i grupa skonstruowana w lema
ie 3.1.36 nie mo»e by¢dopeªnieniem ultra�ltru. Wynika to ªatwo z faktu, i» ka»dy ultra�ltr na !zawiera podzbiór doskonaªy.Przyjmijmy nast�puj¡
¡ de�ni
j�.De�ni
ja 3.1.34. Nie
h I b�dzie ideaªem podzbiorów przestrzeni polskiej,a A � 
iaªem podzbiorów tej przestrzeni zawieraj¡
ym ideaª I. Powiemy,»e para hA; Ii ma wªasno±¢ zbioru doskonaªego, je»eli dla dowolnego zbioruX 2 A n I istnieje zbiór doskonaªy P � X.Twierdzenie 3.1.35. Nie
h I b�dzie ideaªem podzbiorów przestrzeni 2!,a A � 
iaªem podzbiorów tej przestrzeni zawieraj¡
ym ideaª I. Je»eli parahA; Ii ma wªasno±¢ zbioru doskonaªego, to� dla dowolnego zbioru A � 2! takiego, »e A+A 62 I istnieje zbiór X � Ataki, »e X +X 62 A,� dla dowolny
h zbiorów A;B � 2! taki
h, »e A+B 62 I, istniej¡ zbioryX; Y � A takie, »e X + Y 62 A.W dowodzie skorzystamy z nast�puj¡
ego lematu.Lemat 3.1.36. Istnieje podgrupa G � 2!, b�d¡
a zbiorem Bernsteina w 2!,taka, »e 2! = G [ (1+G).Dowód. Ustalmy numera
j� fP� : � < 
g wszystki
h doskonaªy
h podzbio-rów przestrzeni 2! tak¡, »e P0 = 2!. Ponadto, nie
h fx� : � < 
g b�dzienumera
j¡ elementów 2! tak¡, »e x0 = 0.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 40Zauwa»my, »e je»eli wªa±
iwa podgrupa G � 2! prze
ina wszystkie zbiorydoskonaªe, to jest zbiorem Bernsteina. Istotnie, gdyby istniaª zbiór doskonaªyP � G, to mieliby±my G \ (P + x) = ; dla dowolnego x 62 G.Skonstruujemy rosn¡
y 
i¡g hG� : � < 
i podgrup grupy 2! tak, by dla� < 
 speªnione byªy warunki1. 1 62 G�2. x� 2 G� lub 1+ x� 2 G�,3. P� \G� 6= ;,Na konie
 zde�niujemy G = S�<
G�. Zauwa»my najpierw, »e je»eli speª-nione s¡ warunki 1.�3., to G jest grup¡ indeksu 2 i jedno
ze±nie zbioremBernsteina. Istotnie, warunek 1. implikuje, »e G jest wªa±
iw¡ podgrup¡grupy 2!. Warunek 2., gwarantuje, »e ka»dy punkt albo nale»y do G, albodo warstwy elementu 1. Warunek 3., na mo
y dokonanej obserwa
ji, zapew-nia, »e G jest zbiorem Bernsteina.Okre±lmy na po
z¡tek G0 = Q . Przypu±¢my, »e skonstruowali±my ju»podgrupy G� dla wszystki
h � < �. W pierwszej kolejno±
i zadbamy ospeªnienie drugiego warunku. Mo»e si� zdarzy¢, »e jest on ju» speªniony,tzn. x� 2 S�<�G� lub te» 1 + x� 2 S�<�G�; w takim wypadku kªadziemyG0� = S�<�G�. Je»eli nie, zde�niujmy G0� jako hfx�g[S�<�G�i, 
zyli grup�generowan¡ przez wszystkie elementy zbioru S�<�G� i punkt x�. Zauwa»my,»e przy takiej de�ni
ji 1 62 G0�.Aby zadba¢ o trze
i warunek, wybierzmy p� 2 P� tak, by p� 62 1 +G0� izde�niujmy G� = hfp�g [ G0�i. Wyboru takiego p� mo»emy dokona¢, gdy»
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. Znów nietrudno zauwa»y¢, »e 1 62 G�. Warunek 3. jest równie»speªniony, o 
zym ±wiad
zy wªa±nie punkt p�.Dowód twierdzenia 3.1.35. Zaªó»my, »e para hA; Ii ma wªasno±¢ zbioru do-skonaªego. Nie
h A � 2! b�dzie zbiorem takim, »e A + A 62 I, a G � grup¡b�d¡
¡ zbiorem Bernsteina tak¡, »e 2! = G [ (1 + G). Bez ograni
zeniaogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e A + A 2 A.Zauwa»my, »e zbiór (A + A) \ G nie nale»y do A. Istotnie, gdyby zbiórten nale»aª do A, to poniewa» G nie zawiera zbioru doskonaªego, mieliby±my(A + A) \ G 2 I. Wtedy otrzymaliby±my, »e (A + A) \ (1 + G) 2 A n I,zatem istniaªby zbiór doskonaªy P � (A+A)\ (1+G). Ale zbiór 1+G jestrównie» zbiorem Bernsteina, zatem nie mo»e zawiera¢ zbioru doskonaªego.Przyjmijmy X0 = A \G oraz X1 = A \ (1+G) = A nG. Zauwa»my, »e(A+ A) \G = (X0 +X0) [ (X1 +X1) 62 A:Wynika st¡d, »e przynajmniej jeden ze zbiorów X0 + X0 oraz X1 + X1 nienale»y do A.Je»eli mamy dane zbiory A;B � 2! takie, »e A + B 62 I, to de�niujemyX0 = A\G, X1 = A\ (1+G), Y0 = B\G oraz Y1 = B \ (1+G). Podobniejak poprzednio pokazujemy, »e (A +B) \G 62 A. Mamy jednak(A+ A) \G = (X0 + Y0) [ (X1 + Y1);zatem przynajmniej jeden ze zbiorówX0+Y0 orazX1+Y1 nie nale»y doA.Podobne twierdzenie mo»emy udowodni¢ w odniesieniu do przestrzeni R.Musimy jednak dodatkowo zaªo»y¢, »e rozwa»any ideaª I jest �-ideaªem.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 42Twierdzenie 3.1.37. Nie
h I b�dzie �-ideaªem podzbiorów przestrzeni R, aA � �-
iaªem podzbiorów tej przestrzeni zawieraj¡
ym ideaª I. Je»eli parahA; Ii ma wªasno±¢ zbioru doskonaªego, to� dla dowolnego zbioru A � R takiego, »e A+A 62 I, istnieje zbiór X � Ataki, »e X +X 62 A,� dla dowolnego zbioru A � R takiego, »e A�A 62 I, istnieje zbiór X � Ataki, »e X �X 62 A,� dla dowolny
h zbiorów A;B � R taki
h, »e A + B 62 I, istniej¡ zbioryX; Y � A takie, »e X + Y 62 A.W dowodzie skorzystamy z nast�puj¡
ego odpowiednika lematu 3.1.36.Lemat 3.1.38. Istnieje podgrupa G � R taka, »e G jest zbiorem Bernsteinaw R i jR=Gj = !.Dowód. Dowód jest w zasadzie analogi
zny do dowodu dla przestrzeni 2!.Rozpo
znijmy znów od prostej obserwa
ji, »e je»eli wªa±
iwa podgrupa Rprze
ina wszystkie zbiory doskonaªe, to jest zbiorem Bernsteina.Skonstruowana przez nas grupa b�dzie podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeniliniowej R nad 
iaªem Q . Podobnie jak w dowodzie lematu 3.1.36, ustalamynumera
j� fP� : � < 
g wszystki
h doskonaªy
h podzbiorów przestrzeni Rtak¡, »e P0 = R. Ponadto, nie
h fx� : � < 
g b�dzie numera
j¡ elementówR tak¡, »e x0 = 0.Skonstruujemy rosn¡
y 
i¡g przestrzeni liniowy
h hG� : � < 
i tak, byspeªni¢ nast�puj¡
e warunki dla � < 
:1. � 62 G�,



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 432. x� 2 Lin(G� [ f�g),3. P� \G� 6= ;.Na konie
 poªo»ymy G = S�<
G�. Warunek 1. gwarantuje nam, »eskonstruowana podgrupa jest wªa±
iwa, a warunek 2. »e R = Lin(G [ f�g),zatem w sz
zególno±
i jR=Gj = !. Z warunku 3. i z obserwa
ji po
zynionejna po
z¡tku dowodu wynika naty
hmiast, »e G jest zbiorem Bernsteina.Na po
z¡tek przyjmijmy G0 = Q . Przypu±¢my, »e mamy ju» skonstru-owane przestrzenie G� dla wszystki
h � < �. Konstruuj¡
 G� skonstru-ujemy równie» (peªni¡
¡ pomo
ni
z¡ rol�) podprzestrze« G0� � G�. Je»elix� 62 Lin(G� [ f�g), zde�niujmy G0� = Lin(S�<�G� [ fx�g), w prze
iwnymwypadku przyjmijmy G0� = S�<�G�. �atwo wida¢, »e w ten sposób gwaran-tujemy sobie speªnienie warunku 2.. Nietrudno te» przekona¢ si�, »e w ka»-dym z powy»szy
h przypadków � 62 G0�. Istotnie, je»eli x� 62 Lin(G� [ f�g),to � 62 Lin(G� [ fx�g), za± w prze
iwnym wypadku � 62 G0� z zaªo»eniainduk
yjnego.Nast�pnie wybierzmy dowolny element p� 2 P�nLin(G0�[f�g) i okre±lmyG� = Lin(G0�[fp�g). O
zywi±
ie gwarantuje nam to speªnienie warunku 3..Podobnie jak poprzednio mo»emy te» sprawdzi¢, »e � 62 G�.Dowód twierdzenia 3.1.37. Udowodnimy tylko pierwszy punkt twierdzenia,gdy» dwó
h pozostaªy
h dowodzi si� bardzo podobnie.Nie
h zatem A � R b�dzie zbiorem takim, »e A+A 62 I, a G � podgrup¡R b�d¡
¡ zbiorem Bernsteina tak¡, »e jR=Gj = !. Ustalmy numera
j� warstwgrupy G R=G = fTn : n 2 !g:



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 44Przyjmijmy te» Xn = A \ Tn. Poniewa» mamy A+ A = Sn;m2!(Xn +Xm),istniej¡ takie li
zby naturalne n;m, »e Xn +Xm 62 I. Nie
h X = Xn +Xm;o
zywi±
ie X +X 62 I.Zauwa»my teraz, »e zbiórX+X prze
ina 
o najwy»ej trzy warstwy grupyG. Istotnie, X +X � (Tn + Tn) [ (Tn + Tm) [ (Tm + Tm);a ka»dy ze skªadników sumy wyst�puj¡
ej po prawej stronie inkluzji jestwarstw¡ grupy G. Okazuje si� jednak, »e suma sko«
zenie wielu warstwgrupy G nie zawiera zbioru doskonaªego; wynika to ªatwo z faktu, »e ka»daz warstw grupy G jest zbiorem Bernsteina. Widzimy zatem, »e zbiór X +Xnie nale»y do ideaªu I, ale nie zawiera zbioru doskonaªego. Zatem z faktu,i» hA; Ii ma wªasno±¢ zbioru doskonaªego wynika, »e X +X 62 A.Twierdzenie analogi
zne do twierdzenia 3.1.37 mo»na sformuªowa¢ i udo-wodni¢ w taki sam sposób w dowolnej przestrzeni polskiej maj¡
ej struktur�przestrzeni liniowej nad Q . W sz
zególno±
i twierdzenie takie jest prawdziwew przestrzenia
h Rn , 
zy w o±rodkowy
h przestrzenia
h Bana
ha.Uwa»na analiza dowodu twierdzenia 3.1.37 ujawnia, »e nie skorzystali-±my z zaªo»enia, »e rodzina A jest �-
iaªem. Twierdzenie to mo»na by zatemwzmo
ni¢ dla dowolnej rodziny zbiorów A (przy sformuªowaniu wªasno±
izbioru doskonaªego dla dowolnej rodziny zbiorów A i ideaªu I), ale przed-stawione powy»ej sformuªowanie wydaje si� by¢ najbardziej interesuj¡
e.W dowodzie twierdzenia 3.1.35 wykorzystali±my zamkni�
ie rodziny A nasko«
zone sumy. Przeprowadzaj¡
 dowód bardziej skomplikowan¡ metod¡,mo»na pomin¡¢ równie» i to zaªo»enie.
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h I b�dzie ideaªem podzbiorów przestrzeni 2!,a A � 
iaªem podzbiorów tej przestrzeni zawieraj¡
ym ideaª I. Je»eli parahA; Ii ma wªasno±¢ zbioru doskonaªego, to nast�puj¡
e warunki s¡ równo-wa»ne.� 9X 2 I X +X 62 I,� 9X 2 I X +X 62 A,� 9X; Y 2 I X + Y 62 I,� 9X; Y 2 I X + Y 62 A.Wniosek 3.1.40. Nie
h I b�dzie �-ideaªem podzbiorów przestrzeni R,a A � �-
iaªem podzbiorów tej przestrzeni zawieraj¡
ym ideaª I. Je»eli parahA; Ii ma wªasno±¢ zbioru doskonaªego, to nast�puj¡
e warunki s¡ równo-wa»ne.� 9X 2 I X +X 62 I,� 9X 2 I X +X 62 A,� 9X; Y 2 I X + Y 62 I,� 9X; Y 2 I X + Y 62 A.Przedstawimy teraz szereg zastosowa« powy»szy
h ogólny
h twierdze«.Poniewa» udowodnili±my te twierdzenia dla przestrzeni R i 2!, jak równie»zauwa»yli±my, »e analogi
zne fakty za
hodz¡ w do±¢ szerokiej klasie prze-strzeni, formuªuj¡
 ogólne wnioski nie b�dziemy za ka»dym razem pre
yzo-wa¢, w jakiej przestrzeni pra
ujemy, zakªadaj¡
 za ka»dym razem, »e mamy
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zynienia z dowoln¡ przestrzeni¡, dla której prawdziwe s¡ tego typu ogólnetwierdzenia.Przede wszystkim odnotujmy fakt, »e pary hLM;Ni oraz hBP ;Mi speª-niaj¡ zaªo»enia twierdze« 3.1.35 i 3.1.37. Jako wnioski z powy»szy
h ogólny
htwierdze« mo»na zatem uzyska¢ niektóre twierdzenia z rozdziaªu 3.1.1.Zajmiemy si� teraz zbiorami mierzalnymi w sensie Mar
zewskiego. Przy-pomnijmy nast�puj¡
¡ de�ni
j�.De�ni
ja 3.1.41. ZbiórX jest mierzalny w sensie Mar
zewskiego (X 2 (s)),je»eli dla dowolnego zbioru doskonaªego P istnieje zbiór doskonaªy Q � Ptaki, »e Q � X lub Q \ X = ;. Zbiór X jest zbiorem Mar
zewskiego-zero(zbiorem s0, X 2 (s0)), je»eli dla dowolnego zbioru doskonaªego P istniejezbiór doskonaªy Q � P taki, »e Q \X = ;.O
zywi±
ie de�ni
ja ta ma sens w dowolnej przestrzeni polskiej. Wia-domo, »e zbiory mierzalne w sensie Mar
zewskiego tworz¡ �-
iaªo, a zbiorys0 tworz¡ �-ideaª. Nietrudno te» przekona¢ si�, »e para h(s); (s0)i ma wªa-sno±¢ zbioru doskonaªego.W pra
y [14℄ F. Dorais i R. Filipów badali sumy algebrai
zne zbiorów s0.W sz
zególno±
i podali przykªad zbioru X 2 (s0) takiego, »e X + X 62 (s).Nawi¡zuj¡
 do i
h wyniku warto sformuªowa¢ odnotowa¢ nast�puj¡
y wnio-sek z twierdze« 3.1.35 i 3.1.37.Wniosek 3.1.42.� Dla dowolnego zbioru A takiego, »e A+A 62 (s0), istnieje zbiór X � Ataki, »e X +X 62 (s).



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 47� Dla dowolny
h zbiorów A;B o tej wªasno±
i, »e A +B 62 (s0), istniej¡zbiory X � A oraz Y � B takie, »e X + Y 62 (s).Jako wniosek z ogólny
h twierdze« mo»na uzyska¢ równie» twierdzeniadoty
z¡
e �-ideaªów I o bazie zªo»onej ze zbiorów koanality
zny
h i �-
iaªposta
i Bor[I℄. Ideaªy i 
iaªa tej posta
i byªy badane przez Ci
honia i Jasi«-skiego w pra
y [10℄. Przedstawione ni»ej twierdzenia stanowi¡ wzmo
nieniegªównego wyniku z tej pra
y.Twierdzenie 3.1.43. Nie
h I b�dzie �-ideaªem o bazie zªo»onej ze zbiorówkoanality
zny
h. Wtedy� dla dowolnego zbioru A takiego, »e A + A 62 I, istnieje zbiór X � Ataki, »e X +X 62 Bor[I℄,� dla dowolny
h zbiorów A;B taki
h, »e A+B 62 I, istniej¡ zbiory X � Aoraz Y � B takie, »e X + Y 62 Bor[I℄.Dowód. Wystar
zy zauwa»y¢, »e dla dowolnego zbioruX 2 Bor[I℄nI istniejezbiór doskonaªy P � X. Istotnie, nie
h B 2 Bor b�dzie takim zbiorem, »eB M X 2 I. O
zywi±
ie B 62 I. Nie
h C 2 I b�dzie zbiorem koanality
znymtakim, »e B M X � C. Wtedy zbiór B n C jest anality
znym podzbioremzbioru X. Poniewa» B n C 62 I, zatem w sz
zególno±
i jB n Cj > !, istniejewi�
 zbiór doskonaªy P � (B n C) � X.Wniosek 3.1.44. Nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne dla �-ideaªu I o baziezªo»onej ze zbiorów koanality
zny
h:1. 9A 2 I A + A 62 I,



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 482. 9A 2 I A + A 62 Bor[I℄,3. 9A;B 2 I A+B 62 I,4. 9A;B 2 I A+B 62 Bor[I℄.Wdowoda
h ogólny
h twierdze« doty
z¡
y
h par hA; Ii o wªasno±
i zbiorudoskonaªego skorzystali±my wyª¡
znie z nast�puj¡
y
h wªasno±
i rodziny Perfw rozwa»anej przestrzeni:� jPerf j 6 
,� 8P 2 Perf jP j = 
.Obserwa
ja ta pozwala nam w analogi
zny sposób udowodni¢ nast�puj¡
etwierdzenie.Twierdzenie 3.1.45. Nie
h I b�dzie ideaªem podzbiorów przestrzeni 2!, aA � 
iaªem podzbiorów 2! zawieraj¡
ym ideaª I. Zaªó»my, »e istnieje rodzinaF � [2!℄
 mo
y 
o najwy»ej 
, o tej wªasno±
i, »e dla ka»dego zbioru X 2 AnIistnieje zbiór F 2 F zawarty w X. Wtedy� dla dowolnego zbioru A � 2! takiego, »e A + A 62 I, istnieje zbiórX � A taki, »e X +X 62 A,� dla dowolny
h zbiorów A;B � 2! taki
h, »e A+B 62 I, istniej¡ zbioryX � A oraz Y � B takie, »e X + Y 62 A.Z tak sformuªowanego twierdzenia mo»emy wy
i¡gn¡¢ ogólne wnioski do-ty
z¡
e 
iaª i ideaªów posiadaj¡
y
h tak zwan¡ reprezenta
j� Mar
zewskiego�Burstina odpowiedniej posta
i.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 49Przypu±¢my, »e mamy dan¡ rodzin� zbiorów F � P(2!) n f;g. Nie
hMB(F) b�dzie rodzin¡ taki
h zbiorów X, »e8P 2 F 9Q 2 F �Q � P ^ (Q \X = ; _ Q � X)�;a MB0(F) � rodzin¡ taki
h zbiorów X, »e8P 2 F 9Q 2 F �Q � P ^Q \X = ;�:Nietrudno sprawdzi¢, »e rodzina MB(F) tworzy zawsze 
iaªo zbiorów, arodzinaMB0(F) jest ideaªem (zob. [2℄). W ogólnym przypadku ani to 
iaªo,ani ideaª nie musz¡ by¢ jednak �-zupeªne.Powiemy, »e 
iaªo zbiorów A podzbiorów przestrzeni 2! jest reprezento-walne w sensie Burstina�Mar
zewskiego (lub krótko: MB-reprezentowalne),je»eli istnieje taka rodzina F � P(2!) n f;g, »e A = MB(F). Analogi
z-nie, ideaª I jest reprezentowalny w sensie Burstina�Mar
zewskiego, je»eliI =MB0(F) dla pewnej takiej rodziny F .Dla przykªadu odnotujmy, »e mamy nast�puj¡
e reprezenta
je niektóry
hrozwa»any
h doty
h
zas �-
iaª i �-ideaªów (zoba
z [7℄ i [8℄).� (s) =MB(Perf) i (s0) =MB0(Perf),� LM =MB(Perf n N ) i N =MB0(Perf n N ),� BP =MB(GÆ nM) iM =MB0(GÆ nM).Jako prosty wniosek z twierdzenia 3.1.45 mo»emy odnotowa¢ nast�puj¡
yfakt.
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h F � [2!℄
 b�dzie rodzin¡ zbiorów tak¡, »e jFj 6 
.Wtedy� dla dowolnego zbioru A � 2! o tej wªasno±
i, »e A + A 62 MB0(F),istnieje zbiór X � A taki, »e X +X 62MB(F),� dla dowolny
h zbiorów A;B � 2! o tej wªasno±
i, »e A+B 62MB0(F),istniej¡ zbiory X � A oraz Y � B takie, »e X + Y 62MB(F).Odnotujmy te», »e fakty analogi
zne do twierdzenia 3.1.45 i wniosku3.1.46 mo»na udowodni¢ w przestrzeni R, zakªadaj¡
 jednak dodatkowo, »erozwa»any ideaª jest �-ideaªem.Wniosek 3.1.46 mo»na stosowa¢ do wielu 
iaª i ideaªów rozwa»any
h w teo-rii mnogo±
i. W sz
zególno±
i zaªo»enia tego twierdzenia speªnia 
iaªo zbio-rów 
aªkowi
ie Ramseya i ideaª zbiorów Ramseya-zero (zob. [20℄, str. 133�134). Wprost z de�ni
ji wynika równie», »e MB-reprezenta
je speªniaj¡
ezaªo»enia wniosku 3.1.46 posiadaj¡ rozwa»ane w rozdziale 4. ideaªy (l0) i(m0).3.1.3 Algebra zbiorów borelowski
hNasuwa si� naturalne pytanie, 
zy jakiekolwiek analogi
zne rezultaty mo»naudowodni¢ dla �-algebry zbiorów borelowski
h. O
zywi±
ie, je»eli A;B s¡niepustymi zbiorami borelowskimi i przynajmniej jeden z ni
h jest nieprze-li
zalny, to istniej¡ takie zbiory X � A oraz Y � B, »e X + Y 62 Bor.Zakªadaj¡
, »e zbiór B jest nieprzeli
zalny, wystar
zy wybra¢ X = fxg dlapewnego x 2 A, a za Y przyj¡¢ dowolny nieborelowski podzbiór zbioru B.
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 z ju» udowodniony
h twierdze« mo»emy wykaza¢ (zarównow przestrzeni 2! jak i R) nast�puj¡
y fakt.Stwierdzenie 3.1.47. Je»eli A jest nieprzeli
zalnym zbiorem borelowskim,to istnieje zbiór X � A taki, »e X +X 62 Bor.Dowód. Para hBor(2!); [2!℄6!i (odpowiednio hBor(R); [R ℄6! i) ma wªasno±¢zbioru doskonaªego, zatem fakt ten wynika naty
hmiast z twierdze« 3.1.35 i3.1.37.W literaturze zostaªy opisane przykªady zbiorów borelowski
h, który
hsumy algebrai
zne s¡ anality
zne, ale nie s¡ borelowskie. Przykªady takiepodane zostaªy w pra
a
h [16℄, [34℄, temat ten byª te» dyskutowany w [10℄. Wkontek±
ie zaprezentowany
h doty
h
zas wyników nasuwa si� pytanie, 
zy dladowolny
h nieprzeli
zalny
h zbiorów borelowski
h A;B znajdziemy zbioryborelowskie A0 � A oraz B0 � B takie, »e zbiór A0+B0 nie b�dzie borelowski.Poni»sze twierdzenie odpowiada na to pytanie negatywnie.Twierdzenie 3.1.48. Istnieje zbiór doskonaªy P � R taki, »e dla dowolny
hzbiorów borelowski
h A;B � P zbiór A+B jest borelowski. W sz
zególno±
i,dla dowolnego zbioru borelowskiego A � P , zbiór A+ A jest borelowski.Dowód. Nie
h P b�dzie zbiorem doskonaªym liniowo niezale»nym nad Q(zob. [20℄, ¢wi
zenie 19.2). Zauwa»my, »e dla dowolny
h par hp0; q0i,hp1; q1i 2 P 2, je»eli za
hodzi równo±¢ p0 + q0 = p1 + q1, to speªniony jestjeden z poni»szy
h warunków1. hp0; q0i = hp1; q1i,2. hp0; q0i = hq1; p1i.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 52Istotnie, je»eli p0 + q0 = p1 + q1, to korzystaj¡
 z liniowej niezale»no±
iP , ªatwo pokazujemy, »e punkty p0; q0; p1; q1 nie mog¡ by¢ parami ró»ne.Je»eli p0 = p1 lub q0 = q1, to speªniony jest warunek 1., natomiast równo±¢p0 = q1 lub q0 = p1 implikuje warunek 2. Je»eli p0 = q0, to mamy równo±¢2p0 = p1 + q1 (przypadek p1 = q1 jest o
zywi±
ie analogi
zny). Liniowaniezale»no±¢ zbioru P implikuje, »e trzy punkty wyst�puj¡
e w tej równo±
inie mog¡ by¢ parami ró»ne. Je»eli p1 = q1, to otrzymujemy warunek 1., wpozostaªy
h przypadka
h otrzymamy równo±¢ p0 = p1 = q0 = q1.Nie
h C� = fhp; qi 2 P 2 : p < qg oraz C� = fhp; qi 2 P 2 : p > qg.Widzimy, »e P 2 = C� [C� i oba zbiory C�; C� s¡ borelowskie. Z powy»szy
hrozwa»a« wynika, »e opera
ja dodawania � : P � P ! P + P , okre±lonawzorem �(p; q) = p+ q, jest ró»nowarto±
iowa po ob
i�
iu do ka»dego z ty
hzbiorów.Je»eli zatem we¹miemy dowolne zbiory borelowskie A;B � P , to mamyA+B = �[(A� B) \ C�℄ [ �[(A�B) \ C�℄:Oba skªadniki sumy po prawej stronie powy»szej równo±
i s¡ zbiorami bore-lowskimi, jako ró»nowarto±
iowe 
i¡gªe obrazy zbiorów borelowski
h.Analogi
zny fakt jest prawdziwy w zbiorze Cantora. Zaprezentowanyponi»ej dowód jest w zasadzie analogi
zny do dowodu dla R, 
ho¢ ró»ni si�istotnie w sz
zegóªa
h te
hni
zny
h.Twierdzenie 3.1.49. Istnieje zbiór doskonaªy P � 2! taki, »e dla dowolny
hzbiorów borelowski
h A;B � P zbiór A+B jest borelowski. W sz
zególno±
i,dla dowolnego zbioru borelowskiego A � P , zbiór A+ A jest borelowski.
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h P � 2! b�dzie zbiorem doskonaªym, liniowo niezale»nymnad Z2 (istnienia takiego zbioru dowodzi si� analogi
znie jak w R). Przyj-mijmy równie» � = fhp; pi : p 2 Pg. Zauwa»my, »e dla dowolny
h parhp0; q0i; hp1; q1i 2 P 2, je»eli p0 + q0 = p1 + q1, to speªniony jest jeden zponi»szy
h warunków1. hp0; q0i = hp1; q1i,2. hp0; q0i = hq1; p1i,3. hp0; q0i; hp1; q1i 2 �.Istotnie, je»eli p0+ q0 = p1+ q1 to, podobnie jak w poprzednim dowodzie,punkty p0; q0; p1; q1 nie mog¡ by¢ parami ró»ne. Je»eli p0 = p1 lub q0 = q1, tospeªniony jest warunek 1.; p0 = q1 lub q0 = p1 implikuje warunek 2., wresz
iep0 = q0 lub p1 = q1 po
i¡ga za sob¡ warunek 3..Rozwa»my rela
j� � ostrego porz¡dku na zbiorze P okre±lon¡ wzoremx � y  ! x(nx;y) < y(nx;y);gdzie nx;y = minfn 2 ! : x(n) 6= y(n)g dla x; y 2 P taki
h, »e x 6= y. Nie
hC� = fhp; qi 2 P 2 : p � qg oraz C� = fhp; qi 2 P 2 : q � pg. Widzimy,»e P 2 = C� [� [ C�, ponadto ªatwo sprawdzi¢, »e zbiory C�; C� oraz � s¡borelowskie. Z powy»szy
h rozwa»a« wynika, »e funk
ja � : P �P ! P +P ,okre±lona wzorem �(p; q) = p + q, jest ró»nowarto±
iowa po ob
i�
iu dozbiorów C�; C�. Okazuje si� jednak, »e w prze
iwie«stwie do dowodu dla R,nie jest ona ró»nowarto±
iowa po ob
i�
iu do �, gdy» �[�℄ = f0g.Dla dowolny
h zbiorów A;B � P mamyA+B = �[(A� B) \ C�℄ [ �[(A� B) \ C�℄ [ �[(A�B) \�℄:



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 54Je»eli zatem zbiory A;B s¡ borelowskie, to dwa pierwsze skªadniki powy»szejsumy sa zbiorami borelowskimi jako ró»nowarto±
iowe i 
i¡gªe obrazy zbiorówborelowski
h.
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zne podzbiory prostejW rozdziale tym zaprezentujemy konstruk
j� �asymetry
znego� podzbioruprostej rze
zywistej.Doty
h
zasowa wiedza doty
z¡
a algebrai
zny
h sum podzbiorów prostejwydawaªa si� sugerowa¢, »e suma algebrai
zna dwó
h zbiorów jest w jaki±sposób podobna do i
h ró»ni
y. Dokªadniej, s¡dzono, »e je»eli suma algebra-i
zna dwó
h zbiorów jest w jakim± sensie maªa (np. miary zero, 
zy pierwszejkategorii) to i
h ró»ni
a jest równie» maªa. Przekonaniu temu mogªy sprzyja¢na przykªad nast�puj¡
e klasy
zne wyniki.Twierdzenie 3.2.1 (Steinhaus, [31℄). Je»eli zbiór A jest mierzalny miarydodatniej lub ma wªasno±¢ Baire i jest drugiej kategorii, to A+A oraz A�Amaj¡ niepuste wn�trza.Stwierdzenie 3.2.2 (Steinhaus). Nie
h C � [0; 1℄ b�dzie �trójkowym� zbio-rem Cantora. Wtedy C + C = [0; 2℄ oraz C � C = [�1; 1℄.Na konferen
ji w L¡dku Zdroju w 2001 roku (zob. [1℄) J. Ci
ho« przed-stawiª nast�puj¡
y przykªad.Przykªad 3.2.3 (Ci
ho«). Nie
h A = f0; 2; 3g � Z7 oraz B = A! � (Z7)!.Wtedy B �B = (Z7)!, a B +B 2 N ((Z7)!).Ponadto sformuªowaª nast�puj¡
¡ hipotez� ([1℄).Hipoteza 3.2.4. Istnieje zbiór doskonaªy P � R taki, »e� zbiór P � P ma niepuste wn�trze,� P + P + : : :+ P 2 N dla dowolnej sumy sko«
zonej dªugo±
i.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 56W rozdziale tym udowodnimy nast�puj¡
e twierdzenie, 
z�±
iowo odpo-wiadaj¡
e na pytanie Ci
honia.Twierdzenie 3.2.5. Istnieje zbiór doskonaªy P � R taki, »e P � P = R, aP + P 2 N \M.Dowód. Skonstruujemy doskonaªy zbiór zwarty P 0 taki, »e P 0+P 0 2 N \M,a P 0 � P 0 = [�7; 7℄ i poªo»ymy P = P 0 + Z.Otrzymany zbiór P 0 b�dzie posta
i Tn2! Pn, dla zst�puj¡
ego 
i¡guhPn : n 2 !i zbiorów zwarty
h. Zbiory Pn skonstruujemy tak, aby Pn�Pn =[�7; 7℄ oraz �(Pn + Pn) 6 2 � (67)n dla ka»dego n 2 !. O
zywi±
ie drugi zty
h warunków gwarantuje nam, »e P 0 + P 0 2 N . Ze zwarto±
i zbioru P 0otrzymujemy naty
hmiast, »e zbiór P 0 + P 0 jest zwarty, zatem z faktu, i»P 0 + P 0 2 N wynika te», »e P 0 + P 0 2 M.Aby przekona¢ si�, i» warunek 8n Pn � Pn = [�7; 7℄ implikuje, »eP 0 � P 0 = [�7; 7℄, potrzebny nam b�dzie nast�puj¡
y prosty lemat.Lemat 3.2.6. Nie
h hPn : n 2 !i b�dzie zst�puj¡
ym 
i¡giem zbiorów zwar-ty
h i nie
h P 0 = Tn Pn. Wtedy P 0 � P 0 = Tn(Pn � Pn).Dowód. O
zywi±
ie P 0�P 0 � Tn(Pn�Pn). Aby udowodni¢ odwrotn¡ inklu-zj�, we¹my dowolny x 2 Tn(Pn�Pn). Dla ka»dego n 2 ! istniej¡ pn; qn 2 Pntakie, »e x = pn� qn. Korzystaj¡
 ze zwarto±
i i zast�puj¡
 
i¡g hPn : n 2 !ijego pod
i¡giemmo»emy zaªo»y¢, »e pn ! p oraz qn ! q. Nietrudno pokaza¢,»e p; q 2 P 0, zatem z 
i¡gªo±
i odejmowania otrzymujemy, »e x = p� q.Dla redak
ji dalszej 
z�±
i dowodu zauwa»my, »e dla dowolnego zbioruX � R, zbiór X +X jest rzutem zbioru X � X na o± poziom¡ w kierunku



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 57prostej o równaniu y = �x, natomiast zbiór X � X jest rzutem wzdªu»prostej y = x.Nie
h P0 = [0; 7℄. O
zywi±
ie P0 � P0 = [�7; 7℄, a P0 + P0 = [0; 14℄.Przyjmijmy P1 = [0; 1℄ [ [2; 3℄ [ [6; 7℄. �atwo przekona¢ si�, »e P1 � P1 =[�7; 7℄, 
o ilustruje nast�puj¡
y rysunek:

Okazuje si� jednak, »e P1 + P1 = [0; 10℄ [ [12; 14℄ 6= [0; 14℄:

Jak ªatwo wida¢, �(P1 + P1) = 67 � �(P0 + P0). Po przej±
iu od P0 doP1 zbiór P0 + P0 = [0; 14℄ zostaje podzielony na 7 równy
h 
z�±
i, z który
hw skªad P1 + P1 w
hodz¡ wszystkie opró
z 
z�±
i szóstej, 
zyli przedziaªu



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 58[10; 12℄ (nazwijmy go umownie luk¡).Zbiór P1 skªada si� z trze
h przedziaªów domkni�ty
h. Powstaª on poprzezpodzielenie przedziaªu P0 na siedem równy
h 
z�±
i i pozostawienie 
z�±
ipierwszej, trze
iej i ostatniej. Aby zde�niowa¢ zbiór P2 wykonamy analo-gi
zn¡ opera
j� na ka»dym z przedziaªów w
hodz¡
y
h w skªad P1. Ogólnie,ka»dy konstruowany zbiór Pn b�dzie sum¡ przedziaªów, z który
h ka»dy po-dzielimy na 7 równy
h 
z�±
i i pozostawimy z ni
h pierwsz¡, trze
i¡ i ostatni¡,otrzymuj¡
 w ten sposób Pn+1.Nast�puj¡
y rysunek ilustruje za
howanie zbioru P2 przy opera
ji sumyalgebrai
znej:

Widzimy, »e w ka»dym z przedziaªów w
hodz¡
y
h w skªad P1 + P1 po-jawia si� po przej±
iu do P2 + P2 analogi
zna luka, zatem �(P2 + P2) =67�(P1 + P1).



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 59Z kolei, jak wida¢ na nast�pnym rysunku, P2 � P2 = [�7; 7℄:

Nietrudno przekona¢ si�, »e kontynuuj¡
 tak¡ pro
edur� konstruk
ji zbio-rów Pn, speªnimy warunki Pn � Pn = [�7; 7℄ oraz �(Pn+1 + Pn+1) =67 � �(Pn + Pn).Jako wniosek otrzymujemy równie» nast�puj¡
y fakt.Wniosek 3.2.7. Istnieje zbiór X � R taki, »e X + X 2 N , a X � X jestzbiorem niemierzalnym.Dowód. Wynika ªatwo z twierdze« 3.2.5 i 3.1.15.Wniosek 3.2.8. Istnieje zbiór X � R taki, »e X + X 2 M, a X � X niema wªasno±
i Baire'a.Dowód. Wynika ªatwo z twierdze« 3.2.5 i 3.1.17.Stwierdzenie 3.2.9. Istniej¡ zbiory domkni�te P;Q � R takie, »e P +Q =R, a P �Q 2 N \M.Dowód. Wystar
zy rozwa»y¢ Q = �P , gdzie P � R jest zbiorem domkni�-tym takim, »e P � P = R, a P + P 2 N \M.



3 W�ASNO�CI ADDYTYWNE 60Wniosek 3.2.10. Istniej¡ zbiory X; Y � R takie, »e X � Y 2 N , a X + Yjest zbiorem niemierzalnym.Wniosek 3.2.11. Istniej¡ zbiory X; Y � R takie, »e X � Y 2 M, a zbiórX + Y nie ma wªasno±
i Baire'a.W kontek±
ie powy»szy
h wyników naturalna jest nast�puj¡
a hipoteza,do udowodnienia której wykorzystane powy»ej geometry
zne te
hniki wydaj¡si� by¢ zbyt sªabe.Hipoteza 3.2.12. Istnieje zbiór doskonaªy P � R taki, »e P + P = R,a P � P 2 N \M.Na popar
ie tej hipotezy przedstawimy nast�puj¡
¡ obserwa
j�.Stwierdzenie 3.2.13. Istnieje zbiór doskonaªy B � (Z12)! taki, »eB � B 2 N \M, a B +B = (Z12)!.Dowód. Rozwa»my zbiór A = f3; 6; 7; 8; 10; 11g � Z12. Nietrudno przekona¢si�, »e A + A = Z12, ale 6 62 A� A. Wystar
zy zatem przyj¡¢ B = A!.
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ingiW rozdziale tym zajmiemy si� wªasno±
iami ró»ny
h rodzin maªy
h zbiorów,które s¡ blisko zwi¡zane z ideaªami miary i kategorii.W rozdziale 2.5. wprowadzili±my de�ni
je rodzin zbiorów silnie miaryzero (SMZ), uniwersalnie miary zero (UMZ), silnie pierwszej kategorii (SFC),bardzo pierwszej kategorii (VFC), uniwersalnie pierwszej kategorii (UFC)i zawsze pierwszej kategorii (AFC). Badanie wªasno±
i ty
h rodzin stanowiistotny nurt wspóª
zesnej teorii mnogo±
i.Jednym z w¡tków przewijaj¡
y
h si� w literaturze jest rozwa»anie zwi¡z-ków ty
h klas z ideaªami zwi¡zanymi w naturalny sposób ze znanymi poj�-
iami for
ingu.Nie
h F b�dzie poj�
iem for
ingu, którego warunki s¡ borelowskimi pod-zbiorami 2!, a porz¡dkiem � rela
ja inkluzji. Z for
ingiemF mo»emy zwi¡za¢w naturalny sposób ideaª f0 = MB0(F). Przypomnijmy, »e ozna
za to, i»X 2 f0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego warunku P 2 F istniejewarunek Q 6 P taki, »e Q \X = ;. Nietrudno przekona¢ si�, »e dla F = Cza
hodzi f0 =M, a dla F = B mamy f0 = N .W poprzednim rozdziale wprowadzili±my poj�
ie zbiorów s0. O
zywi±
ieideaª (s0) jest ideaªem odpowiadaj¡
ym (w powy»szym sensie) for
ingowiSa
ksa S. Zauwa»my, »e zbiór X � !! jest zbiorem s0 wtedy i tylko wtedy,gdy dla dowolnego drzewa doskonaªego T istnieje drzewo doskonaªe T 0 � Ttakie, »e [T 0℄ \X = ;.W podobny sposób de�niujemy analogi
zne klasy dla for
ingów Lavera iMillera.
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ja 4.0.14. Mówimy, »e zbiór X � !!� ma wªasno±¢ l0 (X 2 (l0)), gdy8T 2 L 9T 0 2 L (T 0 � T ^ [T 0℄ \X = ;);� ma wªasno±¢ m0 (X 2 (m0)), gdy8T 2 M 9T 0 2 M (T 0 � T ^ [T 0℄ \X = ;):Stosuj¡
 ozna
zenia z poprzedniego rozdziaªu, mo»emy powiedzie¢, »el0 =MB0(f[T ℄ : T 2 Lg) oraz m0 =MB0(f[T ℄ : T 2 M g).Zwi¡zki pomi�dzy klasami (l0); (m0); (s0) byªy ju» badane. W sz
zegól-no±
i J. Brendle w pra
y [5℄ pokazaª (w ZFC) , »e pomi�dzy »adnymi dwiemaz ty
h klas nie za
hodzi inkluzja.Wiadomo, »e AFC [ UMZ � (s0). Wynika st¡d w sz
zególno±
i, »ewszystkie wymienione we wst�pie klasy maªy
h zbiorów (jak SMZ, SFC,VFC) s¡ równie» zawarte w klasie (s0).W pra
y [6℄ J. B. Brown rozwa»aª mi�dzy innymi pytanie, 
zy zbiorySMZ maj¡ wªasno±¢ (
r)0 (jest to analogi
zna wªasno±¢ zwi¡zana z for
in-giem Mathiasa). Równie» w pra
y [28℄ rozwa»ane s¡ zwi¡zki pomi�dzy klas¡(
r)0 a innymi klasami maªy
h zbiorów.W rozdziale tym zajmiemy si� pytaniem, które z klas SMZ, UMZ, SFC,VFC, UFC, AFC, zwi¡zany
h z ideaªami miary i kategorii s¡ zawarte wideaªa
h (l0) i (m0). Badania tego tematu zostaªy rozpo
z�te przez Nowika iWeissa w pra
y [29℄.Poniewa» wªasno±
i klas SFC;VFC;SMZ;AFC;UMZ rozpatruje si�naj
z�±
iej w przestrzeni 2! na potrzeby dalszy
h rozwa»a« rozszerzymy po-j�
ia wªasno±
i l0 i m0 na podzbiory tej przestrzeni. Odnotujmy te», »e w



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 63sposób analogi
zny do opisanego poni»ej, mo»na wprowadzi¢ de�ni
je zbio-rów l0 i m0 równie» w przestrzeni [0; 1℄. Wszystkie zaprezentowane dalejrezultaty doty
z¡
e ty
h ideaªów w przestrzeni 2! maj¡ swoje odpowiednikirównie» dla przestrzeni [0; 1℄.Ozna
zmy przez !"! zbiór wszystki
h ±
i±le rosn¡
y
h funk
ji b�d¡
y
helementami przestrzeni !!. Nietrudno sprawdzi¢, »e funk
ja �1 : !! ! !"!okre±lona nast�puj¡
o�1 : hx0; x1; x2; :::i 7�! hx0 + 0; x0 + x1 + 1; x0 + x1 + x2 + 2; :::ijest homeomor�zmem. Równie» funk
ja �2 : !"! ! [!℄! � 2!, przyporz¡dko-wuj¡
a funk
ji f 2 !"! funk
j� 
harakterysty
zn¡ zbioru rg(f) � !, jest ho-meomor�zmem przestrzeni !"! z przestrzeni¡ [!℄!. Zatem funk
ja � = �2Æ�1jest homeomor�
znym zanurzeniem przestrzeni !! na ko-przeli
zalny pod-zbiór przestrzeni 2!.De�ni
ja 4.0.15. Powiemy, »e zbiór X � 2! ma wªasno±¢ l0 (odpowiedniom0), je»eli zbiór ��1[X℄ ma wªasno±¢ l0 (odpowiednio m0) w przestrzeni !!.De�ni
ja zbiorów s0 ma sens w ka»dej przestrzeni polskiej, w sz
zególno±
iw przestrzenia
h 2! i !!. Mogliby±my jednak, wy
hodz¡
 od standardowejde�ni
ji zbiorów s0 w przestrzeni !!, zde�niowa¢ wªasno±¢ s0 w przestrzeni2! w taki sposób, jak zrobili±my to dla wªasno±
i l0 i m0 w de�ni
ji 4.0.15.Odnotujmy, »e de�ni
ja taka byªaby równowa»na zwykªej de�ni
ji zbioróws0 w przestrzeni 2!.Stwierdzenie 4.0.16. Zbiór X � 2! jest zbiorem s0 wtedy i tylko wtedy,gdy ��1[X℄ jest zbiorem s0 w przestrzeni !!.



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 64Dowód. �atwo wynika z faktu, »e dla dowolnego zbioru doskonaªego w 2!istnieje jego doskonaªy podzbiór zawarty w [!℄!.Homeomor�zm � : !! ! [!℄! ustalili±my dla logi
znej poprawno±
i de�-ni
ji 4.0.15. Nietrudno przekona¢ si�, »e de�ni
ja zbiorów m0 nie zale»y odwyboru konkretnego homeomor�zmu ty
h przestrzeni. Równie» stwierdze-nie 4.0.16 pozostanie prawdziwe, je»eli wykorzystamy inny homeomor�zm wmiejs
e �. Nie jest jasne, 
zy de�ni
ja klasy (l0) w przestrzeni 2! zale»y odwyboru homeomor�zmu, niemniej wszystkie przedstawione w dalszej 
z�±
irozprawy dowody pozostan¡ poprawne, je»eli rozwa»ymy inny homeomor�zmw miejs
e �.Zauwa»my te», »e zbiór X � 2! jest zbiorem AFC (UMZ) wtedy i tylkowtedy, gdy ��1[X℄ jest zbiorem AFC (odpowiednio UMZ) w przestrzeni!!. Je»eli zatem potraktujemy � jako uto»samienie przestrzeni !! z pod-przestrzeni¡ przestrzeni 2!, mo»emy nie odwoªywa¢ si� za ka»dym razem dokonkretnej przestrzeni pisz¡
 o zbiora
h AFC 
zy UMZ.Wªasno±¢ SMZ jest zde�niowana w odniesieniu do metryki i w ogólnymprzypadku mo»e istotnie zale»e¢ od jej wyboru. Ustalmy zatem w przestrzeni!! metryk� okre±lon¡ wzoremd(x; y) = 1minfn 2 ! : x(n) 6= y(n)g+ 1 dla x 6= y:Pisz¡
 SMZ(!!) b�dziemy mieli na my±li rodzin� zbiorów silnie miary zerow przestrzeni metry
znej h!!; di.Poniewa» wiadomo, »e w przestrzenia
h zwarty
h wªasno±¢ SMZ nie za-le»y od wyboru metryki na 
aªej przestrzeni, b�dziemy pisa¢ krótko SMZ(2!),maj¡
 na my±li rodzin� zbiorów silnie miary zero w przestrzeni 2!.



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 65Odnotujmy jesz
ze prosty fakt (nale»¡
y z pewno±
i¡ do folkloru teorio-mnogo±
iowego) doty
z¡
y ideaªów (l0) i (m0), z którego kilkakrotnie skorzy-stamy:Stwierdzenie 4.0.17. Je»eli jXj < 
, to X na wªasno±¢ l0 i wªasno±¢ m0.Dowód. �atwo wynika z faktu, »e je»eli T jest drzewem Lavera (Millera), toistnieje rodzina fT� : � < 
g drzew Lavera (odpowiednio Millera) zawarty
hw T i taki
h, »e dla � 6= � mamy [T�℄ \ [T�℄ = ;. Je»eli zatem jXj < 
, todla pewnego � < 
 mamy X \ [T�℄ = ;.4.1 Podideaªy ideaªu kategoriiW pra
y [29℄ udowodniono nast�puj¡
e twierdzenie.Twierdzenie 4.1.1 (Nowik�Weiss). Je»eli X � 2! jest zbiorem VFC, toX ma wªasno±¢ l0 i wªasno±¢ m0.Okazuje si�, »e rozwa»aj¡
 wªasno±¢ m0 twierdzenie to mo»na zna
zniewzmo
ni¢.Twierdzenie 4.1.2. Ka»dy zbiór X 2 AFC ma wªasno±¢ m0.Dowód. Skorzystamy z nast�puj¡
ego lematu.Lemat 4.1.3. Dla dowolnego zbioru F 2 M(!!) istnieje drzewo Millera Ttakie, »e F \ [T ℄ = ;.Dowód. Bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy przyj¡¢, »e zbiór F jest bore-lowski. Ke
hris wykazaª w [19℄, »e dowolny zbiór borelowski B � !! jest�-ograni
zony lub zawiera zbiór gaª�zi pewnego drzewa Millera. Wystar
zy



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 66zatem zauwa»y¢, »e zbiór !! nF , jako zbiór rezidualny, nie mo»e by¢ zdomi-nowany.Powiemy, »e zbiór domkni�ty P � !! jest nigdziezwarty, je»eli dla do-wolnego niepustego zbioru U � P otwartego (w topologii podprzestrzeni P )zbiór U \ P nie jest zwarty.Lemat 4.1.4. Nie
h P � !! b�dzie zbiorem domkni�tym, a T � !<! �drzewem takim, »e P = [T ℄. Wtedy P jest nigdziezwarty wtedy i tylko wtedy,gdy T jest drzewem Millera.Dowód. Przypu±¢my, »e T nie jest drzewem Millera. Wów
zas istnieje takies 2 T , »e T ma wyª¡
znie rozgaª�zienia sko«
zone poni»ej s, zatem zbiór[T ℄ \ [s℄ jest zwarty.Dla dowodu implika
ji odwrotnej we¹my dowolne drzewo Millera T . Gdybyzbiór [T ℄ \ U byª zwarty dla pewnego zbioru otwartego U , to zwarty byªbyrównie» zbiór [T ℄ \ [s℄ dla ka»dego s 2 T takiego, »e [s℄ � U . Wtedy nie-trudno pokaza¢, »e drzewo T miaªoby wyª¡
znie sko«
zone rozgaª�zienia po-ni»ej s.We¹my X 2 AFC oraz dowolne drzewo Millera T . Zbiór [T ℄ \ X jestpierwszej kategorii w [T ℄. Poniewa» zbiór [T ℄ jest homeomor�
zny z !!, ko-rzystaj¡
 z lematów 4.1.3 i 4.1.4 znajdujemy domkni�ty nigdziezwarty pod-zbiór P zbioru [T ℄ rozª¡
zny z X. Wtedy drzewo T 0 � T takie, [T 0℄ = P jestdrzewem Millera i [T 0℄ \X = ;.Okazuje si� jednak, »e dla wªasno±
i l0 analogi
zne twierdzenie nie jestprawdziwe nawet w odniesieniu do mniejszej klasy zbiorów, mianowi
ie zbio-rów uniwersalnie pierwszej kategorii.



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 67Twierdzenie 4.1.5 (Weiss, [27℄). Przy zaªo»eniu CH istnieje zbiór UFC,który nie ma wªasno±
i l0.Dowód opiera si� na konstruk
ji !1-skali (
zyli rosn¡
ego w sensie 6� idominuj¡
ego 
i¡gu dªugo±
i !1, zªo»onego z elementów !!), która prze
inazbiory gaª�zi wszystki
h drzew Lavera. Wiadomo byªo w
ze±niej ([30℄), »e!1-skala jest tzw. zbiorem AFC0, a wªasno±¢ ta implikuje w sz
zególno±
iwªasno±¢ UFC.Przykªadu takiego, jak w twierdzeniu 4.1.5, nie mo»na skonstruowa¢ wZFC. Przy zaªo»eniu aksjomatu CPA (patrz [13℄, tw. 1.1.4) ka»dy zbiórAFC ma mo
 mniejsz¡ ni» 
, a jak wiemy, zbiory takie maj¡ wªasno±¢ l0.4.2 Podideaªy ideaªu miaryW rozdziale tym skon
entrujemy si� na badaniu zbiorów silnie miary zero.Wyniki doty
z¡
e ideaªuUMZ uzyskamy w zasadzie jako wnioski z twierdze«doty
z¡
y
h SMZ.Jak zauwa»yli±my na wst�pie, poniewa» przestrze« !! nie jest �-zwarta,dla podzbiorów tej przestrzeni wªasno±¢ by
ia zbiorem silnie miary zero mo»ezale»e¢ od przyj�tej metryki. Uprzednio wprowadzili±my i ustalili±my me-tryk� d na tej przestrzeni, do której b�dziemy si� zawsze odwoªywa¢ pisz¡
 ozbiora
h SMZ(!!). Zauwa»my jednak, »e korzystaj¡
 z ustalonego w
ze±niejhomeomor�zmu �, uto»samiaj¡
ego przestrze« !! z przestrzeni¡ [!℄! � 2!,mo»emy my±le¢ o przestrzeni !! jako o podprzestrzeni przestrzeni Cantora,wprowadzaj¡
 zarazem w !! metryk� dziedzi
zon¡ z 2!.Dzi�ki takiemu podej±
iu mo»emy my±le¢ o rezultata
h doty
z¡
y
h zbio-rów SMZ(2!) jako o rezultata
h doty
z¡
y
h zbiorów silnie miary zero w
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zon¡ z 2! (traktuj¡
 
z�±¢ zbioru zawart¡w [!℄<! jako zaniedbywaln¡). Nietrudno przekona¢ si�, »e wybór konkretnejmetryki na 2! jest tu nieistotny.Okazuje si�, »e klasa zbiorów silnie miary zero w !! zde�niowana w ter-mina
h metryki d ró»ni si� istotnie od analogi
znej klasy zde�niowanej dlametryki dziedzi
zonej ze zbioru Cantora. W sz
zególno±
i dla pierwszej z ty
hklas wyka»emy, »e zawarta jest w ideaªa
h (l0) i (m0), tym
zasem dla dru-giej z ni
h skonstruujemy (przy zaªo»eniu Hipotezy Continuum) przykªadyzbiorów, które s¡ w tej klasie, ale nie maj¡ wªasno±
i l0 i m0.4.2.1 Zbiory silnie miary zero w przestrzeni Baire'aTwierdzenie 4.2.1. Je»eli X 2 SMZ(!!), to X ma wªasno±¢ m0.Dowód. Skorzystamy z nast�puj¡
ego kombinatory
znego lematu.Lemat 4.2.2. Dla ka»dej przeli
zalnej rodziny F � !!, istnieje funk
ja ro-sn¡
a g 2 !! taka, »e dla dowolnej ró»nowarto±
iowej funk
ji i : ! ! ! orazdowolnej funk
ji f 2 F za
hodzi g Æ i 66� f:Dowód. We¹my ±
i±le rosn¡
¡ funk
j� g tak¡, »e8f 2 F 81n f(n) < g(n):Wyka»emy, »e g speªnia »¡dany warunek.Nie
h hin : n 2 !i b�dzie ró»nowarto±
iowym 
i¡giem li
zb naturalny
h.Przypu±¢my, »e 
i¡g ten ±wiad
zy o tym, »e g nie speªnia tezy lematu, tozna
zy 81n g(in) 6 f(n) dla pewnej funk
ji f 2 F .



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 69Zauwa»my, »e 91n in > n:Istotnie, gdyby tak nie byªo, mieliby±my 81n in < n. Wów
zas istniaªabyli
zba N 2 ! taka, »e 8n > N in < n, przyjmijmy te»K = max(fik : k < Ng [ fNg) + 1:�atwo zauwa»y¢, »e 8k < K ik < K, wi�
 fik : k < Kg = K. Wtedy jednakiK > K, 
o jest sprze
zne z faktem, »e K > N .Poniewa» 91n in > n, mamy91n f(n) > g(in) > g(n)
o jest sprze
zne z wyborem g.Nie
h X b�dzie zbiorem silnie miary zero w !!, a T � dowolnym drzewemMillera. Dla ka»dego s 2 Split(T ) zde�niujemy funk
j� fs 2 !!. Zaªó»my,»e s 2 Splitm(T ). Nie
h hsn : n 2 !i b�dzie leksykogra�
zn¡ numera
j¡elementów zbioru fs0 2 Splitm+1(T ) : s0 � sg; de�niujemy fs(n) = jsnj.Nie
h F = ffs : s 2 Split(T )g.Stosuj¡
 lemat 4.2.2 otrzymujemy funk
j� rosn¡
¡ g 2 !! tak¡, »e dladowolnej ró»nowarto±
iowej funk
ji i : ! ! ! i dowolnej funk
ji f 2 F za-
hodzi g Æ i 66� f . Nietrudno za»¡da¢ dodatkowo od g, aby g(0) > jstem(T )j.Przyjmijmy "n = 1g(n) . Nie
h ftn : n 2 !g � !<! b�dzie takim 
i¡giem, »eX � Sn[tn℄ i Æ([tn℄) 6 "n, dla ka»dego n 2 !. Nietrudno przekona¢ si�, »ejtnj > g(n).Zauwa»my, »e dla dowolnego m 2 ! oraz s 2 Splitm(T ), je»eli tylko8n 2 ! tn * s, to istnieje niesko«
zenie wiele s0 2 Splitm+1(T ) taki
h, »e



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 70s0 � s oraz 8n 2 ! tn * s0. Istotnie, nie
h fsn : n 2 !g b�dzie numera
j¡leksykogra�
zn¡ taki
h s0 2 Splitm+1(T ), »e s0 � s. Przypu±¢my, »e dlaprawie wszystki
h n 2 ! istnieje takie in 2 !, »e sn � tin. Z zaªo»enia,»e 8n 2 ! tn * s, wynika, i» dla n 6= n0 mamy in 6= in0. Wtedy dlaprawie wszystki
h n 2 ! mieliby±my fs(n) = jsnj > jtin j = g(in), 
o prze
zywyborowi funk
ji g.Korzystaj¡
 z powy»szej obserwa
ji skonstruujemy drzewo Millera T 0 � Ttakie, »e [T 0℄ \ Sn[tn℄ = ;. Poniewa» g(0) > jstem(T )j, na mo
y powy»szejobserwa
ji zbiór S1 = fs0 2 Split1(T ) : 8n 2 ! tn * s0gjest niesko«
zony. Podobnie, dla dowolnego s 2 S1 zbiórSs2 = fs0 2 Split2(T ) : s0 � s ^ 8n 2 ! tn * s0gjest niesko«
zony. Poªó»my S2 = Ss2S1 Ss2.Ogólnie, de�niujemy dla s 2 Sk zbiórSsk+1 = fs0 2 Splitk+1(T ) : s0 � s ^ 8n 2 ! tn * s0goraz Sk+1 = Ss2Sk Ssk+1.Nietrudno przekona¢ si�, »e je»eli okre±limy T 0 jako najmniejsze drzewozawieraj¡
e wszystkie zbiory Sk dla k > 0, to otrzymamy drzewo Millera,którego zbiór gaª�zi jest rozª¡
zny ze zbiorem Sn[tn℄, a wi�
 tym bardziej zezbiorem X.



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 71Twierdzenie 4.2.3 (Weiss, [27℄). Je»eli X 2 SMZ(!!), to X ma wªa-sno±¢ l0.Ogólna idea dowodu jest bardzo podobna do dowodu twierdzenia 4.2.1.Podobnie jak w twierdzeniu 4.2.1, dla zadanego drzewa Lavera trzeba skon-struowa¢ odpowiednio szybko rosn¡
y 
i¡g h"n : n 2 !i. W tym jednakprzypadku wystar
zy wzi¡¢ 
i¡g "n = 1jstem(T )j+n+1 .4.2.2 Zbiory silnie miary zero w przestrzeni CantoraZajmiemy si� teraz zbiorami silnie miary zero w przestrzeni 2!. Jak wspo-mnieli±my, rezultaty uzyskane dla tej klasy s¡ inne, ni» dla klasy SMZ(!!).Poka»emy teraz, »e przy zaªo»eniu Hipotezy Continuum zbiory silnie miaryzero w przestrzeni 2! nie musz¡ mie¢ wªasno±
i l0, ani m0.Twierdzenie 4.2.4 (Weiss, [27℄). Przy zaªo»eniu CH istnieje zbiórX 2 SMZ(2!), który nie ma wªasno±
i m0.Zaprezentujemy tu dowód podany przez autora niniejszej rozprawy, innyni» dowód T. Weissa zamiesz
zony w pra
y [27℄ i nie korzystaj¡
y z me-tody for
ingu. Nale»y zazna
zy¢, »e dowód ten jest wzorowany na znanympowsze
hnie dowodzie faktu (który mo»na przypisa¢ prawdopodobnie Roth-bergerowi), »e tzw. !1-grani
a jest zbiorem silnie miary zero.Dowód. Nie
h fT� : � < !1g b�dzie numera
j¡ wszystki
h drzew Millera,a ff� : � < !1g � numera
j¡ elementów przestrzeni !!. Skonstruujemyinduk
yjnie 
i¡g hg� : � < !1i elementów przestrzeni !! tak, by� g� 66� g� dla � < �,



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 72� g� 2 [T�℄,� g� 66� f�.Przypu±¢my, »e skonstruowali±my ju» g� dla � < �. Nie
h h� 2 !! b�dziefunk
j¡ tak¡, »e f� 6� h� dla � < �. Korzystaj¡
 z prostego faktu, »e [T�℄ jestzbiorem nieograni
zonym, mo»emy znale¹¢ g� 2 [T�℄ takie, »e g� 66� f� orazg� 66� h�. �atwo sprawdzi¢, »e wtedy dla dowolnego � < � mamy g� 66� g�.ZbiórX = fg� : � < !1gma niepuste prze
i�
ie ze zbiorem gaª�zi ka»degodrzewa Millera, zatem jego obraz �[X℄ nie ma wªasno±
i m0 w 2!. Wystar
zywi�
 pokaza¢, »e zbiór �[X℄ jest zbiorem silnie miary zero w 2!. W tym 
elupoka»emy, »e zbiór ten jest skon
entrowany wokóª Q , tzn. j�[X℄ n U j 6 !dla dowolnego zbioru otwartego U � Q . Nietrudno sprawdzi¢, »e wªasno±¢ta implikuje wªasno±¢ SMZ(2!).Nie
h U � 2! b�dzie takim zbiorem otwartym. Zbiór 2! n U jest wtedyzwartym podzbiorem [!℄!, zatem ��1[F ℄ jest zwartym podzbiorem prze-strzeni !!. We¹my �F < !1 takie, »e ��1[F ℄ 6� f�F . Z konstruk
ji 
i¡guhg� : � < !1i wynika, »e dla � > �F za
hodzi g� 62 ��1[F ℄. Wynika st¡d, »eje»eli �(g�) 62 U , to � < �F .Twierdzenie 4.2.5 (Weiss, [27℄). Przy zaªo»eniu CH istnieje zbiórX 2 SMZ(2!), który nie ma wªasno±
i l0.Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 4.1.5, przykªadem jest !1-skala,która nie ma wªasno±
i l0.



4 MA�E ZBIORY I DRZEWIASTE FORCINGI 734.2.3 Zbiory uniwersalnie miary zeroPoniewa» wiadomo, »e w przestrzeni 2! ka»dy zbiór silnie miary zero jestuniwersalnie miary zero, jako wniosek z doty
h
zas udowodniony
h twierdze«otrzymujemy nast�puj¡
y fakt.Stwierdzenie 4.2.6. Przy zaªo»eniu CH� istnieje zbiór uniwersalnie miary zero, który nie ma wªasno±
i l0,� istnieje zbiór uniwersalnie miary zero, który nie ma wªasno±
i m0.Dodajmy te», »e przykªad ten (jak i poprzednie przykªady dla SMZ)wymaga skorzystania z pewnego dodatkowego aksjomatu, w tym wypadkuCH. Istotnie, przy zaªo»eniu aksjomatu CPA ka»dy zbiór uniwersalnie miaryzero jest mo
y mniejszej ni» 
 ([13℄, tw. 1.1.4), a zatem ma zarówno wªasno±¢l0 jak i m0. Przykªadu takiego nie mo»na zatem skonstruowa¢ w ZFC.



5 PRODUKTOWALNY IDEA� BEZ S�. W�ASNO�CI FUBINIEGO 745 Produktowalny ideaª bez sªabej wªasno±
iFubiniegoW rozdziale tym zajmiemy si� badaniem ogólny
h wªasno±
i ideaªów na prze-strzeni 2!. W sz
zególno±
i interesowa¢ nas b�d¡ dwie wªasno±
i: produkto-walno±¢ oraz sªaba wªasno±¢ Fubiniego.Dla dowolnego zbioru niesko«
zonego T � !, mo»emy uto»sami¢ w natu-ralny sposób przestrze« 2! z przestrzeni¡ 2T � 2!nT . O ideale I podzbiorówprzestrzeni 2! mo»emy zatem my±le¢ jako o ideale podzbiorów przestrzeni2T � 2!nT .Ozna
zmy przez INJ rodzin� wszystki
h funk
ji ró»nowarto±
iowy
hf : ! ! !, a przez CIR rodzin� taki
h f 2 INJ, »e j! n rg(f)j = !. Dladowolnej funk
ji f 2 INJ mo»emy w naturalny sposób zde�niowa¢ kopi�ideaªu I na przestrzeni 2rg(f) nast�puj¡
o:If = fX � 2rg(f) : fx Æ f : x 2 Xg 2 Ig:De�ni
ja 5.0.7. Powiemy, »e ideaª I podzbiorów przestrzeni 2!� jest produktowalny, je»eli dla dowolnej funk
ji f 2 INJ i podzbioruX � 2rg(f) mamy X 2 If =) X � 2!nrg(f) 2 I;� ma sªab¡ wªasno±¢ Fubiniego, je»eli dla dowolnej funk
ji f 2 INJ ipodzbioru X � 2rg(f) mamyX � 2!nrg(f) 2 I =) X 2 If :



5 PRODUKTOWALNY IDEA� BEZ S�. W�ASNO�CI FUBINIEGO 75Mówi¡
 mniej pre
yzyjnie, ideaª I jest produktowalny, je»eli zawierawszystkie 
ylindry nad zbiorami z ideaªów If , natomiast ma sªab¡ wªasno±¢Fubiniego, je»eli z faktu, »e 
ylinder nale»y do ideaªu I wynika, »e jego pod-stawa nale»y do ideaªu If .Uwaga 5.0.8. Sformuªowanie de�ni
ji produktowalno±
i i sªabej wªasno±
iFubiniego odbiega od sformuªowania u»ytego w pra
y [23℄. �atwo jednaksprawdzi¢ równowa»no±¢ podany
h tu de�ni
ji z de�ni
jami u»ywanymi w[23℄, 
zy [22℄.Z twierdze« Kuratowskiego�Ulama i Fubiniego (zob. [31℄) wynika ªatwo,»e ideaªyM i N maj¡ obie powy»sze wªasno±
i.W pra
y [22℄ J. Kraszewski badaª dokªadniej zastosowania wªasno±
i pro-duktowalno±
i ideaªów na przestrzeni 2!. Niektóre z udowodniony
h tamtwierdze« doty
z¡
y
h produktowalny
h ideaªów wymagaªy dodatkowego za-ªo»enia, »e ideaª ma sªab¡ wªasno±¢ Fubiniego. Nie wiadomo, 
zy zaªo»enie tojest istotne, w rozdziale tym poka»emy jednak, »e nie wynika ono z samej pro-duktowalno±
i ideaªu. Poka»emy zatem przykªad takiego ideaªu, w którymznajduj¡ si� wszystkie 
ylindry nad zbiorami z ideaªów If , ale jedno
ze±niejest w tym ideale 
ylinder, który nie jest tej posta
i.Warto zazna
zy¢, »e wszystkie naturalne przykªady ideaªów produktowal-ny
h, takie jak wspomniane wy»ej ideaªy miary i kategorii, 
zy rozwa»any w[22℄ najmniejszy nietrywialny produktowalny �-ideaª S2 maj¡ sªab¡ wªasno±¢Fubiniego. Nietrudno te» pokaza¢, »e sªaba wªasno±¢ Fubiniego nie implikujeproduktowalno±
i, najprostszym przykªadem jest tu ideaª [2!℄6!.
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ja ideaªuBadaj¡
 zagadnienie istnienia produktowalnego ideaªu bez sªabej wªasno±
iFubiniego, J. Kraszewski sprowadziª je do konstruk
ji rodziny podzbiorówzbioru ! o pewnej kombinatory
znej wªasno±
i (zob. [23℄, dowód twierdzenia4.1).Lemat 5.1.1 (Kraszewski). Zaªó»my, »e istnieje rodzina A � P(!), za-wieraj¡
a zbiory ; oraz ! i taka, »e dla dowolnej rodziny F 2 [CIR℄! mamy9A 2 A 8' 2 F '�1[A℄ 62 A:Wtedy istnieje produktowalny �-ideaª podzbiorów 2! bez sªabej wªasno±
i Fu-biniego.W rozdziale tym wyka»emy, »e istnieje rodzina, o jakiej mowa w lema
ie5.1.1.Odnotujmy, i» J. Kraszewski pokazaª te», »e z istnienia produktowalnego�-ideaªu bez sªabej wªasno±
i Fubiniego mo»na ªatwo udowodni¢ istnienierodziny, o jakiej mowa w powy»szym lema
ie. Konstruk
ja rodziny o ty
hwªasno±
ia
h jest zatem istotnym i w jakim± sensie konie
znym krokiem wpokazaniu przykªadu takiego ideaªu.Potrzebny nam b�dzie w dowodzie topologi
zny lemat doty
z¡
y hiper-przestrzeni nad produktem przestrzeni zwarty
h. Dla peªno±
i rozumowania,lemat ten, wraz z dowodem autorstwa P. Milewskiego, zostaª umiesz
zony wpra
y [23℄, 
ho¢ nale»y on podobno do folkloru topologi
znego.Lemat 5.1.2. Dla dowolny
h zwarty
h przestrzeni polski
hX; Y rodzina ty
hzbiorów doskonaªy
h P � X � Y , które s¡ wykresami 
z�±
iowy
h funk
ji z



5 PRODUKTOWALNY IDEA� BEZ S�. W�ASNO�CI FUBINIEGO 77X w Y jest rezidualna w przestrzeni K(X � Y ) zwarty
h podzbiorów X � Yz topologi¡ Vietorisa.Poni»szy fakt jest powsze
hnie znany i ªatwy do udowodnienia.Lemat 5.1.3. Dla dowolnego zbioru G 2 M�, zbiór fP 2 Perf : P � Ggjest rezidualny w K(2!).Nie
h T b�dzie niesko«
zonym i zarazem ko-niesko«
zonym podzbioremzbioru !, a X � podzbiorem zbioru 2T mo
y mniejszej ni» 
. PrzezW<
 ozna-
za¢ b�dziemy �-ideaª podzbiorów przestrzeni 2! generowany przez zbioryposta
i [X℄ = X � 2!nT (przy naturalnym uto»samieniu przestrzeni 2! z2T � 2!nT ) dla wszystkim taki
h zbiorów T i X.Lemat 5.1.4. Dla ka»dego zbioru G 2 M�(2!) i zbioru W 2 W<
 istniejezbiór doskonaªy P � G nW .Dowód. We¹my dowolne zbiory G 2 M� oraz W 2 W<
. Z de�ni
ji�-ideaªu W<
 otrzymujemy, »e W = Sn2![Xn℄, gdzie Xn 2 [2Tn℄<
 dla ka»-dego n 2 !. Skonstruujemy s
hemat Cantora hPs : s 2 2<!i zªo»ony zezbiorów doskonaªy
h tak, by P; � G oraz Ps\ [Xjsj℄ = ;. Na konie
 zde�niu-jemy P = TnSjsj=n Ps; tak zde�niowany zbiór P , jak ªatwo sprawdzi¢, jestszukanym zbiorem doskonaªym.Korzystaj¡
 z lematów 5.1.2 i 5.1.3 ªatwo znajdujemy zbiór doskonaªyQ � G taki, »e dla dowolnego n 2 ! (przy naturalnym uto»samieniu)Q � 2Tn � 2!nTn jest wykresem funk
ji 
z�±
iowej z 2Tn w 2!nTn . Jak ªa-two zauwa»y¢, jQ \ [X0℄j < 
, mo»emy wi�
 znale¹¢ doskonaªy zbiór P; � Qrozª¡
zny z [X0℄.
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h s 2 2<!taki
h, »e jsj 6 n. Dla ka»dego s 2 2<! takiego, »e jsj = n, znajdujemy dwarozª¡
zne podzbiory doskonaªe Qs_0, Qs_1 zbioru Ps. Poniewa» zbiór Qs_i(dla i 2 f0; 1g) jest podzbiorem zbioru Q, jest on równie» wykresem funk
ji
z�±
iowej z 2Tn+1 w 2!nTn+1 . Mamy zatem jQs_i \ [Xn+1℄j < 
 dla i 2 f0; 1g,mo»emy wi�
 wybra¢ zbiory doskonaªe Ps_i � Qs_i (dla i 2 f0; 1g) rozª¡
znez [Xn+1℄.Lemat 5.1.5. Dla dowolnej rodziny A � P(2!) mo
y mniejszej ni» 
, ist-nieje rodzina A0 � A zªo»ona z podzbiorów !, taka, »e dla dowolnej rodzinyF 2 [CIR℄! mamy 9A 2 A0 8f 2 F f�1[A℄ 62 A0:Dowód. Nie
h � = jAj < 
. Ustalmy numera
j� hA� : � < �i elementówrodziny A oraz numera
j� hF� : � 6 � < 
i przeli
zalny
h podrodzin CIR.Rodzin� A0 = hA� : � < 
i skonstruujemy induk
yjnie, konstruuj¡
 zbioryA� dla � 2 [�; 
) tak, aby speªnione byªy nast�puj¡
e warunki dla ka»dego� 2 [�; 
):1. f�1[A�℄ 62 fA� : � < �g dla ka»dego f 2 F�,2. f�1[A�℄ 6= A� dla ka»dego f 2 F�,3. A� 6= f�1[A�℄ dla ka»dy
h � < � i f 2 F�.Zauwa»my, »e warunki te gwarantuj¡ nam, i» dla dowolnego � 2 [�; 
)8f 2 F� f�1[A�℄ 62 A0:



5 PRODUKTOWALNY IDEA� BEZ S�. W�ASNO�CI FUBINIEGO 79Istotnie, warunek 1. gwarantuje nam, »e zbiór f�1[A�℄ nie nale»y do 
z�±
irodziny skonstruowanej doty
h
zas, warunek 2. � »e zbioru tego nie doda-jemy w kroku �, a warunek 3. � »e nie dodamy go w nast�pny
h kroka
hkonstruk
ji.Przypu±¢my, »e okre±lili±my ju» A� dla ka»dego � < �. W pierwszejkolejno±
i poka»emy, »e zbiór elementów P(!) speªniaj¡
y
h warunek 2. jestrezidualny w 2!.Zauwa»my, »e dla ustalonej funk
ji f 2 CIR warunek A = f�1[A℄ ozna
za,»e 8n 2 ! (n 2 A , f(n) 2 A). Dla dowolnego n 2 ! okre±lmy zbiórorbf(n) = fn; f(n); f(f(n)); : : :g. Widzimy, »e warunek A = f�1[A℄ za
hodziwtedy i tylko wtedy, gdy funk
ja 
harakterysty
zna zbioru A jest staªa nazbiorze orbf (n), dla ka»dego n 2 !.Dla pewnego n 2 ! zbiór orbf (n) jest niesko«
zony. Istotnie, gdyby dlaka»dego n 2 ! zbiór orbf(n) byª sko«
zony, to mieliby±my rg(f) = !, 
o stoiw sprze
zno±
i z faktem, »e f 2 CIR. Poniewa» zbiór ty
h A � !, który
hfunk
je 
harakterysty
zne s¡ staªe na ustalonym zbiorze niesko«
zonym, jestpierwszej kategorii, widzimy, »e dla prawie ka»dego (w sensie kategorii) zbioruA 2 P(!) mamy A 6= f�1[A℄. Przeli
zalno±¢ rodziny F� implikuje zatem, »ezbiór elementów speªniaj¡
y
h warunek 2. jest rezidualny w 2!.Nie
h zatem G 2 M�(2!) b�dzie zbiorem ty
h A � !, które speªniaj¡warunek 2.. Poka»emy teraz, »e zbiór W � 2! zªo»ony z ty
h A � !, którenie speªniaj¡ warunku 1., nale»y do ideaªuW<
. Istotnie, f�1[A℄ = A� wtedyi tylko wtedy, gdy A \ rg(f) = f [A�℄. Dla ustalonego f 2 F� zbiór taki
hA � !, »e A \ rg(f) = f [A�℄ mo»emy zapisa¢ jako ff [A�℄ : � < �g� 2!nrg(f),a zbiór tej posta
i jest jednym z generatorów ideaªu W<
.



5 PRODUKTOWALNY IDEA� BEZ S�. W�ASNO�CI FUBINIEGO 80Z lematu 5.1.4 otrzymujemy zbiór doskonaªy P � G nW . Istnieje zatem
ontinuum elementów 2! speªniaj¡
y
h jedno
ze±nie warunki 1. i 2.. Ponie-wa» elementów 2! nie speªniaj¡
y
h warunku 3. jest mniej ni» 
, mo»emy zªatwo±
i¡ znale¹¢ element A� � ! speªniaj¡
y warunki 1.�3..Twierdzenie 5.1.6. Istnieje produktowalny �-ideaª podzbiorów przestrzeni2!, który nie ma sªabej wªasno±
i Fubiniego.Dowód. �atwo wynika z lematów 5.1.1 i 5.1.5.5.2 Miara i kategoria w hiperprzestrzeniDowód lematu 5.1.5 oparty byª na � stanowi¡
ym tre±¢ lematu 5.1.4 � zwi¡zkuideaªu W<
 z ideaªem kategorii w 2!. Do udowodnienia tego zwi¡zku posªu-»yli±my si� wªasno±
iami ideaªu kategorii w przestrzeni K(2!).Ideaª kategorii peªniª w dowodzie lematu 5.1.5 wyª¡
znie rol� pomo
ni
z¡.Interesuj¡
ym pytaniem jest, 
zy w takiej pomo
ni
zej roli mo»na u»y¢ ideaªumiary.W dowodzie lematu 5.1.5 wykorzystali±my w pewnym momen
ie fakt, »edla ustalonej funk
ji f 2 CIR, zbiór ty
h A 2 P(!), »e f�1[A℄ = A, jestpierwszej kategorii. Stosuj¡
 analogi
zn¡ metod� mo»na równie» pokaza¢, »ezbiór taki jest miary zero.Nie jest jasne, 
zy jest prawdziwy jakikolwiek �miarowy� odpowiedniklematu 5.1.4. Sformuªujmy zatem nast�puj¡
e pytania.Problem 5.2.1. Czy dla dowolny
h zbiorów N 2 N �(2!) i W 2 W<
 mamyN * W ? Innymi sªowy, 
zy dla dowolnego W 2 W<
, mamy W 62 N �?
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h zbiorów N 2 N �(2!) iW 2 W<
 istniejezbiór doskonaªy P � N nW ?�atwo sprawdzi¢, »e odpowied¹ pozytywna na oba powy»sze pytania wy-nika z zaªo»enia, »e ka»dy zbiór mo
y mniejszej ni» 
 ma miar� zero. W sz
ze-gólno±
i pozytywna odpowied¹ jest niesprze
zna z ZFC.W dowodzie lematu 5.1.5 wykorzystywali±my ideaª kategorii na prze-strzeni K(2!) w 
elu �mierzenia� rodzin zbiorów doskonaªy
h. Istotnymkrokiem w dowodzie byª lemat 5.1.3, który mówi, »e je»eli ustalimy zbiór rezi-dualny G w 2!, to prawie ka»dy (w sensie kategorii w K(2!)) zbiór doskonaªyjest zawarty w G. Poka»emy, »e �miarowy� odpowiednik tego twierdzenia niejest prawdziwy.Stwierdzenie 5.2.3. Nie istnieje borelowska probabilisty
zna miara � nazbiorze Perf(2!), znikaj¡
a na punkta
h, o tej wªasno±
i, »e dla dowolnegozbioru H � 2! miary Lebesgue'a peªnejfP 2 Perf(2!) : P � Hg 2 N �� :Dowód. Skorzystamy z nast�puj¡
ego twierdzenia.Twierdzenie 5.2.4 (Ci
ho«, [3℄, tw. 3.2.17). Ozna
zmy przez R(V)zbiór li
zb losowy
h nad V. Wtedy1B 
 R(V) nie zawiera zbioru doskonaªego;gdzie symbol B ozna
za for
ing Solovaya.Przypu±¢my, »e istnieje miara �, o jakiej mowa w stwierdzeniu. Wtedy al-gebra B 0 = Bor(Perf(2!))=N� jest izomor�
zna z algebr¡ B = Bor(2!)=N .
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 G dla B 0 jest kodowany w kanoni
zny sposób przez jeden ele-ment przestrzeni Perf(2!), zwany li
zb¡ losow¡. Nie
h _R 2 Perf(X) b�dzieB 0 -nazw¡ na li
zb� losow¡ w Perf(2!), 
zyli nazw¡ na taki element prze-strzeni Perf(2!), »e dla dowolnego borelowskiego zbioru N � Perf miary �zero mamy 1B 
 _R 62 N:We¹my dowolny zbiór borelowski H � 2! miary Lebesgue'a peªnej. Z za-ªo»enia, »e fP 2 Perf(2!) : P � Hg 2 N �� wynika, i»1B 0 
 _R � H:Zatem element 1B 0 forsuje, »e _R jest zbiorem doskonaªym zªo»onym z li
zblosowy
h nad V, 
o prowadzi do sprze
zno±
i z twierdzeniem 5.2.4.Odnotujmy te», »e z lematu 5.1.3 ªatwo wynika nast�puj¡
e znane stwier-dzenie.Stwierdzenie 5.2.5 ([3℄, lemat 3.3.2). Zaªó»my, »e M j= ZFC a M [G℄jest jego rozszerzeniem generi
. Je»eli w M [G℄ istnieje li
zba Cohena nadM , to w M [G℄ istnieje zbiór doskonaªy zªo»ony z li
zb Cohena nad M .Dowód. W modelu M [G℄ istnieje li
zba Cohena P w przestrzeni K(2!). Po-niewa» Perf 2 M�(K(2!)), mamy P 2 Perf . Z lematu 5.1.3 wynika te»,»e dla dowolnego G 2 M� kodowanego w M mamy P � G, zatem P jestzbiorem doskonaªym zªo»onym z li
zb Cohena nad M .
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