Rachunek prawdopodobienstwa, 11
semestr zimowy 2025/2026

zadania domowe, seria 3.

Michat Kotowski

Zadania nalezy rozwiazaé¢ pisemnie i oddaé¢ na ¢wiczeniach w srode 7 I 2026 (grupa $rodowa)
lub w czwartek 8 I 2026 (grupa czwartkowa).

Zadanie 1. Niech (X,,)n>1 bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktla-
dzie X ~ N(0,1) i niech Sy =0 oraz S, = X1 +...+ X, dlan > 1. Dla ustalonego A € R znalez¢é
taki deterministyczny ciag (an)n>1, aby ciag M,, = e
filtracji.

n~% byl martyngalem wzgledem naturalnej

Zadanie 2. Zalézmy, ze (X,)n>1 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie P(X) = +1) = % Niech So =0 oraz S, = X1 +...+ X, dlan > 1. Dla a > 1 niech
T=inf{n>1: |5, =a}.

(a) Wykazaé, ze dla odpowiednio dobranych stalych b, c € R ciag M,, = S* — 6n.S2 + bn? + cn jest
martyngalem wzgledem naturalnej filtracji.

(b) Wyznaczyé E72.

Zadanie 3. Zalézmy, ze M, jest martyngatem takim, ze |M, 1 — M, | < C < oo dla pewnej stalej
C > 0 niezaleznej od n. Niech

A= {istnieje skoniczona granica lim Mn} ,
n—oo

B = {liminan = —o0 oraz limsup M,, = —i—oo} .

n—oo n—o00

Wykazaé, ze P(AU B) = 1.



