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Zadanie 1. Załóżmy, że σ i τ są momentami zatrzymania względem filtracji (Fn)∞n=0.

(a) Rozstrzygnąć, czy momentami zatrzymania muszą być σ ∧ τ , σ ∨ τ , σ + τ , τ + 1, 2τ .

(b) Załóżmy, że τ ­ 1 p.n. Czy τ − 1 musi być momentem zatrzymania?

(c) Załóżmy, że τ jest parzyste p.n. Czy τ/2 musi być momentem zatrzymania?

Zadanie 2. Załóżmy, że σ i τ są momentami zatrzymania względem filtracji (Fn)∞n=0. Wy-
kazać, że każde ze zdarzeń {τ < σ}, {τ > σ}, {τ = σ} należy zarówno do Fσ, jak i Fτ .

Zadanie 3. Załóżmy, że X1, X2, X3, X4 są niezależnymi zmiennymi o tym samym rozkładzie
P(Xi = 1) = P(Xi = −1) = 12 . Rozpatrzmy moment zatrzymania

τ = inf{n ­ 2 |Xn−1 = 1, Xn = 1} ∧ 5.

Wykazać, że σ(τ) ̸= Fτ .

Zadanie 4. Niech X1, X2, . . . będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o skończonej
wariancji i średniej 0. Niech Sn = X1 + . . .+Xn. Wykazać, że Sn oraz Mn = S2n −VarSn są
martyngałami względem filtracji generowanej przez ciąg (Xn)n­1.

Zadanie 5. Załóżmy, że X0, X1, X2, . . . są niezależnymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkładzie i średniej 0. Wykazać, że ciąg (Zn)n­0 dany jako

Z0 = 0, Zn = X0X1 +X1X2 + . . .+Xn−1Xn dla n ­ 1

jest martyngałem względem filtracji generowanej przez ciąg (Xn)n­0.

Zadanie 6. Dany jest ciąg niezależnych zmiennych losowych X1, X2, . . . o średniej 1. Wy-
kazać, że Mn = X1 · . . . ·Xn jest martyngałem względem filtracji generowanej przez (Xn)n­1.

Zadanie 7. Niech X1, X2, . . . będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o tym samym
rozkładzie P(Xi = 1) = P(Xi = −1) = 12 i niech Sn = X1+ . . .+Xn. Wykazać, że S
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jest martyngałem względem filtracji generowanej przez ciąg (Xn)n­1.

1


