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Zadanie 1. Rozpatrzmy ciag niezaleznych zmiennych losowych e1,e5,... 0 jednakowym
rozkladzie P(e, = 1) = P(e, = —1) = 1. Rozstrzygna¢, ktore z ponizszych procesow s
jednorodnymi tancuchami Markowa, a dla tych, ktére nimi sa, poda¢ macierz przejscia tan-
cucha.

) Xo=0,X,=e1+...+¢e,,n>1,

(a
(b) Yo=1,Y,=¢1-...-,,n>1,
(¢) Z,=2"n>1,

(

d) W, =epens1, n > 1,

() Vw=ep+ens1,n>1.

Zadanie 2. Zalozmy, ze F jest zbiorem przeliczalnym, f : R x ' — E — funkcjg mierzalng
(przyjmujemy, ze wszystkie podzbiory F sa mierzalne), Yy — zmienna o wartosciach w E, za$
Xo, X1, ... — ciaggiem niezaleznych zmiennych o tym samym rozktadzie, niezaleznym od Yj.
Definiujemy dla n =0,1,2,...

Y1 = f(Xa, Ya).
Wykazaé, ze (Yn)@O jest jednorodnym tancuchem Markowa i wyznaczy¢ jego macierz przej-
scia.
Zadanie 3. Zalozmy, ze (Xn)@O jest jednorodnym tancuchem Markowa o wartosciach w
E. Wykaza¢, ze dla dowolnej funkcji réznowartosciowej f : B — E ciag (f(X,)),5, jest
jednorodnym tancuchem Markowa. Podaé¢ przyktad, ze nie musi tak by¢, jesli funkcja f nie
jest réznowartosciowa.

Zadanie 4. Rozpatrzmy jednorodny tancuch Markowa (Xn)@() na przestrzeni stanéow F o
macierzy przejécia P = (pij)ijer. Funkcje f : E — R nazwiemy harmoniczng, jezeli dla

kazdego x € E mamy
f@) =3 payf(y)-

yer

Wykazaé, ze jezeli f jest funkcja harmoniczna, to ciag (f(Xn)),5, jest martyngatem wzgle-
dem filtracji F,, = o(Xo, ..., X,).



Zadanie 5. Rozwazmy asymetryczne btadzenie losowe na prostej, Xg =0, X,, = U1+...+U,
dla n > 1, gdzie Uy, U,, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie
P(U, = 1) = p, P(U, = —1) = 1 — p. Wykaza¢, ze nastepujace procesy sa rancuchami
Markowa i wyznaczy¢ ich macierze przejscia:

(a) Yo = |Xl,

(b) Z, = I/?qu{Xk - X,.

Zadanie 6. Zatézmy, ze (X,)n>0, (Yn)n>0 sa niezaleznymi tanicuchami Markowa o tej samej
macierzy przej$¢ P = (pij)ijer. Wykazaé, ze ciag Z,, = (X, Y,) jest lancuchem Markowa o
macierzy przejicia Q = (Gijnk)ijnkers 8dzie Gijnk = PinDjk-



