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Zadanie 1. Niech X, Xs, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie P(X; = 1) =P(X; = —1) = % iniech S, = X;+...+ X,,.

(a) Wykazaé, ze dla dowolnego A\ € R ciag M,, = exp ()\Sn — ’\;n) jest nadmartyngatem
wzgledem filtracji generowanej przez (X, )n>1.

(b) Znalezé wszystkie a € R takie, ze ciag M,, = a™cos S, jest martyngatem wzgledem
filtracji generowanej przez (X,,)n>1.

Zadanie 2. Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych Xi, X5,... o $redniej 1. Wy-
kazaé, ze M,, = Xj -...- X,, jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez (X, )n>1-

Zadanie 3. Gracze A i B dysponuja kapitatami poczatkowymi odpowiednio a i b, gdzie
a,b € N. W kazdej rundzie stawka wynosi 1 i gra trwa az do ruiny jednego z graczy. Prawdo-
podobienstw wygranej gracza A (odp. B) w pojedynczej rundzie wynosi p (odp. ¢ =1 —p).
Zaktadamy, ze wyniki gry w poszczegélnych rundach sg niezalezne.

(a) Obliczy¢ prawdopodobieristwo ruiny gracza A dla p = § oraz p # 3.
(b) Obliczy¢ éredni czas trwania gry dla p = § oraz p # 1.

(c) Zaldzmy, ze gracz B dysponuje nieskoniczonym kapitatem (“b = co”). Obliczy¢ prawdo-
podobienstwo ruiny gracza A dla p = % oraz p # %

(d) Zatézmy, ze gracz B dysponuje nieskoriczonym kapitatem oraz gra jest niekorzystna dla
gracza A (p < %) Obliczy¢ $redni czas oczekiwania na ruine gracza A.

Zadanie 4. Zatézmy, ze Xy, Xs,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie, przy czym EX? < oo, a T jest momentem zatrzymania takim, ze ET < oc.
Wykazaé, ze

E(S, — TEX;)?* = ET - Var X;.



