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Zadanie 1. Załóżmy, że Mn jest martyngałem takim, że M0 = 0 oraz |Mn −Mn−1| ¬ cn
dla pewnych stałych cn. Wykazać, że dla dowolnego β > 0 zachodzi

EeβMn ¬ exp
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i wywnioskować stąd, że dla dowolnego λ > 0 spełniona jest nierówność

P (|Mn| > λ) ¬ 2 exp
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Zadanie 2. Urna zawiera początkowo b0 kul białych i c0 kul czarnych, b0, c0 ­ 1. W każdym
kroku losujemy z urny jedną kulę, zwracamy ją, a następnie dokładamy do urny m kul
tego samego koloru. Niech bn i cn oznaczają liczbę białych i czarnych kul po n losowaniach.
Definiujemy Mn = bn

bn+cn
. Wykazać, że Mn jest martyngałem zbieżnym prawie na pewno oraz

wyznaczyć lim
n→∞

EMn.

Zadanie 3. Niech X
(n)
i , i, n ­ 1, będą niezależnymi zmiennymi o jednakowymi rozkładzie

i wartościach całkowitych nieujemnych. Określamy proces Galtona-Watsona (Zn)∞n=0 w na-
stępujący sposób – Z0 = 1, a dla następnie

Zn+1 =

X
(n+1)
1 + . . .+X

(n+1)
Zn , Zn > 0

0, Zn = 0.

Niech µ = EX(n)i i załóżmy, że µ ∈ (0,∞).

(a) Wykazać, że Zn
µn

jest martyngałem względem filtracji Fn = σ (Xm
i : i ­ 1, 1 ¬ m ¬ n).

(b) Wykazać, że jeśli µ < 1, to Zn = 0 prawie na pewno dla dostatecznie dużych n.

(c) Wykazać, że jeśli µ = 1 i P
(
X
(n)
i = 1

)
< 1, to Zn = 0 prawie na pewno dla dostatecznie

dużych n.

(d) Wykazać, że jeśli µ > 1, to P (Zn > 0 dla każdego n) > 0.
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