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Zadanie 1. Zalézmy, ze M, jest martyngatem takim, ze My = 0 oraz |M, — M, 4| < ¢,
dla pewnych statych c,. Wykazac¢, ze dla dowolnego 3 > 0 zachodzi
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i wywnioskowaé stad, ze dla dowolnego A > 0 spelniona jest nieréwnosé
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P(|M,| > A) < 2expy —

Zadanie 2. Urna zawiera poczatkowo by kul biatych i ¢ kul czarnych, by, co > 1. W kazdym
kroku losujemy z urny jednag kule, zwracamy ja, a nastepnie doktadamy do urny m kul
tego samego koloru. Niech b, i ¢, oznaczaja liczbe biatych i czarnych kul po n losowaniach.
Definiujemy M,, = 22— Wykazaé, ze M, jest martyngalem zbieznym prawie na pewno oraz
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Zadanie 3. Niech Xi("), 1,n > 1, beda niezaleznymi zmiennymi o jednakowymi rozktadzie
i wartosciach catkowitych nieujemnych. Okreslamy proces Galtona-Watsona (Z,),., W na-
stepujacy sposob — Zy = 1, a dla nastepnie

XMy e XUz 50
Zn+1 = "
0, Z, = 0.
Niech = EX™ i zaléimy, ze p € (0, 00).
(a) Wykazaé, ze % jest martyngatem wzgledem filtracji F,, = o (X" : i > 1,1 < m < n).
(b) Wykazaé, ze jesli u < 1, to Z, = 0 prawie na pewno dla dostatecznie duzych n.

(c) Wykazaé, ze jeslipy =11 P (Xi(”) = 1) < 1, to Z,, = 0 prawie na pewno dla dostatecznie
duzych n.

(d) Wykazaé, ze jesli p > 1, to P(Z, > 0 dla kazdego n) > 0.



