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Zadanie 1. Niech X1, X», ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkta-
dzie P (X; = +1) = % i niech S, = X; + ...+ X,,. Dla dowolnego A € R okreslamy

7 — e/\Sn*ng
= .
Wykazaé, ze nadmartyngal Z,, jest zbiezny prawie na pewno. Czy jest zbiezny w L1?

Zadanie 2. Niech X, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jedno-
stajnym na odcinku [0, 2]. Wykazaé, ze

M,=X;-...- X,

jest martyngalem zbieznym prawie na pewno, ale nie w L1.

Zadanie 3. Niech X, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o nastepujacym roz-
ktadzie:
1
1
P(Xn = :I:an) = ﬁ,

gdzie a1 =2, a,1 =4 > a dlan > 1. Wykazaé, ze M,, = X1 + ...+ X,, jest martyngatem
k=1
zbieznym prawie na pewno oraz ze sup E|M,,| = +oc.

Zadanie 4. Rozpatrzmy funkcje ¢ : R, — R, spelniajaca warunek lim @ = 400. Wy-
kazaé, ze jesli ciag X, jest taki, ze supEep (] X,|) < oo, to zmienng(ce_&?n sa jednostajnie
catkowalne. !

Zadanie 5. Zalézmy, ze M, jest martyngatem takim, ze |M, 1 — M, | < C' < co dla pewnej

statej C' > 0 niezaleznej od n. Niech
A= {istnieje granica nhrglo Mn} ,
B= {liminf M, = —oo oraz limsup M,, = +oo} .

n—oo n—oo

Wykazaé, ze P(AU B) = 1.



Zadanie 6. Niech X7, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X, ma
rozktad Poissona z parametrem n?. Wykazaé, ze ciag

1
My = e X

jest martyngalem oraz zbadaé jego zbieznoéé prawie na pewno, w L' i w L2,



