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Kohomologie de Rhama

Zadanie 1. Korzystaj¡c z techniki Mayera-Vietorisa oblicz H2(Rn \ {0}).

Rozwi¡zanie: B¦dziemy post¦powa¢ analogicznie jak w przypadku H1(R2 \ {0}). Przedstawmy M =
Rn \ {0} jako sum¦ dwóch obszarów M = A∪B, które oba s¡ dyfeomor�czne z R2, za± A∩B = U t V ,
gdzie U, V ' R2.
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We¹my teraz dowoln¡ 2-form¦ (automatycznie zamkni¦t¡) ω ∈ Ω2(M). Formy ω|A i ω|B s¡ zamkni¦tymi
2-formami na obszarach dyfeomor�cznych z R2, a wi¦c s¡ dokªadne. Istniej¡ zatem 1-formy α ∈ Ω1(A) i
β ∈ Ω1(B) takie, »e ω|A = dα i ω|B = dβ. Zauwa»my, »e wobec dα|U = ω|U = dβ|U oraz dα|V = ω|V =
dβ|V mamy d(α − β)|U = 0 i d(α − β)|V = 0. Poniewa» oba obszary U i V s¡ homotopijnie trywialne
istniej¡ funkcje f : U → R i g : B → R takie, »e (α − β)|U = df oraz (α − β)|V = dg. Zbudujmy
teraz dowoln¡ funkcj¦ gªadk¡ F : M → R tak¡, »e F |U = f i F |V = g. Wówczas na U t V zachodzi
α− β = dF . Na koniec zde�niujmy 1-form¦ η ∈ Ω1(M) nast¦puj¡co

η(x) =

{
α(x) dla x ∈ A
β(x) + dF (x) dla x ∈ B.

Poniewa» α = β + dF na A ∩B, faktycznie η jest gªadk¡ 1-form¡ na M = A ∪B. Zauwa»my, »e

d(η|A) = dα = ω|A oraz d(η|B) = d(β + dF ) = dβ = ω|B ,

a wi¦c ω = dη jest form¡ dokªadn¡. Wnioskujemy, »e H2(M) = 0.

Zadanie 2. Wyznacz pierwsz¡ grup¦ kohomologii de Rhama 2-wymiarowego torusa

T2 ⊂ R3.

Rozwi¡zanie: Przedstawmy T2 = jako sum¦ dwóch obszarów M = A ∪B, które oba s¡ dyfeomor�czne
z S1 × (0, 1) ' R2 \ {0}, za± A ∩B = U t V , gdzie U, V ' S1 × (0, 1).
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Obliczenie H1(T2). We¹my dowoln¡ 1-form¦ zamkni¦t¡ ω ∈ Ω1(T2), dω = 0. Formy ω|A i ω|B s¡

zamkni¦tymi 1-formami na obszarach dyfeomor�cznych z R2 \ {0}, a wiec s¡ postaci

ω|A = cA · θ + df oraz ω|B = cB · θ + dg ,

gdzie θ, dθ = 0 jest generatorem pierwszej grupy kohomologii R2 \ {0} (mo»emy przyj¡¢, »e w obu
obszarach ten generator pochodzi od pojedynczej 1-formy na T2 mierz¡cej obieganie wokóª maªego koªa),
za± f : A → R i g : B → R to funkcje gªadkie. Zauwa»my, »e cA = cB = c. Istotnie, z naszej wiedzy
na temat kohomologii R2 \ {0} wynika, »e cA =

∫
γA
ω gdzie γA jest dowoln¡ p¦tl¡ w A obiegaj¡c¡

jednokrotnie (z dodatni¡ orientacj¡) torus wokóª maªego koªa. Podobnie cB =
∫
γB
ω, gdzie γB jest

dowoln¡ p¦tl¡ w B obiegaj¡c¡ jednokrotnie torus wokóª maªego koªa. Mo»emy oczywi±cie wybra¢ tak¡
p¦tl¦ γ = γA = γB ⊂ A∩B (albo argumentowa¢, »e ka»de takie dwie p¦tle s¡ gªadko homotopijne), sk¡d
cA = cB = c.

Zauwa»my teraz, »e (df − dg)|U = ω|U − ω|U = 0 i podobnie (df − dg)|V = 0. Wynika st¡d, »e istniej¡
staªe cU oraz cV takie, »e (f − g)|U = cU i (f − g)|V = cV . Je±li cU = cV = d, wówczas funkcja
F ∈ C∞(M) okre±lona wzorem

F (x) :=

{
f(x) dla x ∈ A
g(x) + d dla x ∈ B

jest dobrze okre±lona bo f = g + d na A ∩B. Ponadto

ω|A = c θ + dF oraz ω|B = c θ + dF ,

a zatem ω = cθ + dF . Je±li natomiast cU 6= cV wówczas caªkuj¡c form¦ ω po p¦tli µ = µA ∪ µB
zaznaczonej na rysunku otrzymamy∫

µ

ω = c

∫
µ

θ +

∫
µA

df +

∫
µB

dg = 0 + [f(p)− f(q)] + [g(q)− g(p)] = cU − cV .

Innymi sªowy, ró»nic¦ cU − cV mo»emy policzy¢ caªkuj¡c ω po p¦tli obiegaj¡cej du»e koªo torusa (oczy-
wi±cie ªatwo znale¹¢ konkretny przykªad takiej formy, aby ta caªka byªa niezerowa). Wynika st¡d, »e
odwzorowanie

ω 7−→
(∫

γ

ω,

∫
µ

ω

)
zadaje izomor�zm H2(T2) ' R2.

Zadania domowe na 28 kwietnia:

Zadanie 3. Znajd¹ tak¡ gªadk¡, zamkni¦t¡ i dodatnio zorientowan¡ krzyw¡ C ⊂ R2,

»eby caªka ∫
C

(4y3 − 6xy)dx + (4x− 3x3)dy

byªa maksymalna. Oblicz t¦ caªk¦ dla znalezionej krzywej C.



Zadanie 4. Wyznacz drug¡ grup¦ kohomologii de Rhama 2-wymiarowego torusa T2 ⊂
R3.

Dla ch¦tnych: Wyznacz kohomolgie de Rhama pªaszczyzny z dwoma usuni¦tymi punk-

tami R2 \ {p, q}.

De�nicja. Powiemy, »e dwie bazy {e1, . . . , ek} oraz {f1, . . . , fk} zadaj¡ t¦ sam¡ orientacj¦ prze-
strzeni wektorowej Rk, gdy wyznacznik macierzy przej±cia mi¦dzy nimi jest dodatni. Ka»da prze-
strze« wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.
Orientacj¡ rozmaito±ci ró»niczkowej, nazywamy zgodny wybór orientacji jej wszystkich przestrzeni
stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, »e wybrane orientacje zmieniaj¡ si¦ w sposób ci¡gªy od punktu
do punktu. Formalna de�nicja wymaga wprowadzenia poj¦cia atlasu zorientowanego. Nie wszystkie
rozmaito±ci da si¦ zorientowa¢ (np. wst¦ga Moebiusa). Te które dopuszczaj¡ orientacj¦ nazywamy
orientowalnymi.

Zadanie 5. Rozwa»my n-wymiarow¡ rozmaito±¢ ró»niczkow¡ M i n-form¦ ω ∈ Ωn(M),
która nigdzie nie znika (tzn. dla ka»dego p ∈ M istniej¡ wektory v1,v2, . . . ,vn ∈ TpM
takie, »e ω(v1,v2, . . . ,vn) 6= 0). Wyka», »e M jest orientowalna. Czy prawdziwa jest

implikacja przeciwna?

Zadanie z gwiazdk¡ nadal pozostaje w mocy. Najch¦tniej widziaªbym rozwi¡zanie nie

korzystaj¡ce z tw. de Rhama. B¦d¦ zadowolony ju» z rozwi¡zania w wymiarze 2.


