AM II.2 2019/20 (gr. *)

9. ¢wiczenia zdalne 24 kwietnia 2020
Kohomologie de Rhama

Zadanie 1. Korzystajac z techniki Mayera-Vietorisa oblicz H2(R™ \ {0}).

Rozwigzanie: Bedziemy postepowaé analogicznie jak w przypadku H'(R?\ {0}). Przedstawmy M =
R™\ {0} jako sume dwoch obszarow M = AU B, ktore oba sa dyfeomorficzne z R? za§ ANB=UUV,
gdzie U,V ~ R2.

(a=p)lv=df

wl|a = da

Wezmy teraz dowolng 2-forme (automatycznie zamknieta) w € Q*(M). Formy w|a i w|p sa zamknietymi
2-formami na obszarach dyfeomorficznych z R?) a wigc sa doktadne. Istniejg zatem 1-formy o € Q(A) i
B € Q'(B) takie, ze w|a = da i w|p = dB. Zauwazmy, ze wobec da|y = w|y = df|v oraz daly = w|y =
dBlv mamy d(a — B)|uv = 01 d(a — B8)|v = 0. Poniewaz oba obszary U i V sa homotopijnie trywialne
istnieja funkcje f : U — R i g : B — R takie, ze (o« — 8)|v = df oraz (o — )|y = dg. Zbudujmy
teraz dowolna funkcje gtadka F : M — R taka, ze Fly = f i F|v = g. Woéwczas na U UV zachodzi
a — = dF. Na koniec zdefiniujmy 1-forme n € Q'(M) nastepujaco

) a(=x) dlaxzecA
n(@) = {ﬁ(az) +dF(x) dlaze B.

Poniewaz o = 8+ dF na AN B, faktycznie 7 jest gladka 1-formag na M = AU B. Zauwazmy, ze
d(nla) =da=w|a oraz d(n|p)=d(8+dF)=d8 =w|z,

a wiec w = dn jest forma dokladng. Wnioskujemy, ze H?(M) = 0.

Zadanie 2. Wyznacz pierwsza grupe kohomologii de Rhama 2-wymiarowego torusa
T? C R3.

Rozwigzanie: Przedstawmy T? = jako sume dwoch obszarow M = AU B, ktore oba sg dyfeomorficzne
7 S* x (0,1) 2 R*\ {0}, za§ ANB=U UV, gdzie U,V ~ S* x (0,1).



(f=9lv=cu

Obliczenie H'(T?). Wezmy dowolna 1-forme zamknieta w € Q'(T?), dw = 0. Formy w|a i w|p sa

zamknigtymi 1-formami na obszarach dyfeomorficznych z R? \ {0}, a wiec sa postaci
wla=ca-0+df oraz w|p=cp-0+dg,

gdzie 0, df = 0 jest generatorem pierwszej grupy kohomologii R? \ {0} (mozemy przyja¢, ze w obu
obszarach ten generator pochodzi od pojedynczej 1-formy na T? mierzacej obieganie wokot matego kota),
za§ f: A —- Rig: B — R to funkcje gltadkie. Zauwazmy, ze ca = cg = c. Istotnie, z naszej wiedzy
na temat kohomologii R? \ {0} wynika, ze ca = f’m w gdzie v4 jest dowolng petla w A obiegajaca
jednokrotnie (z dodatnig orientacja) torus wok6! malego kola. Podobnie cg = fﬂ/B w, gdzie yp jest
dowolna petla w B obiegajaca jednokrotnie torus wokot malego kota. Mozemy oczywiscie wybraé taka
petle v = ya4 = v C AN B (albo argumentowac, ze kazde takie dwie petle sa gtadko homotopijne), skad
cA=cp=c

Zauwazmy teraz, ze (df — dg)|lv = w|v — w|v = 0 i podobnie (df — dg)|v = 0. Wynika stad, ze istnieja
stale cy oraz cy takie, ze (f — g)lu = cv 1 (f — g)|lv = cv. Jedli cu = ¢y = d, wowczas funkcja
F € C°°(M) okreslona wzorem

g(x)+d dlaxzeB
jest dobrze okreslona bo f = g+ d na AN B. Ponadto

Fla) = {f(a:) dlaze A

wla=cO0+dF oraz w|p=cl+dF,

a zatem w = cf + dF. Jesli natomiast cy # cv wowczas catkujac forme w po petli p = pa U up
zaznaczonej na rysunku otrzymamy

AWZCA9+AAdf+ABd9:0+[f(p)—f(q)H[g(q)—g(p)]:cU—cv.

Innymi slowy, réznice cy — cv mozemy policzyé calkujac w po petli obiegajacej duze koto torusa (oczy-
wiscie tatwo znalezé¢ konkretny przyklad takiej formy, aby ta calka byla niezerowa). Wynika stad, ze
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zadaje izomorfizm H?(T?) ~ R?.

Zadania domowe na 28 kwietnia:

Zadanie 3. Znajdz taks gladka, zamknieta i dodatnio zorientowana krzywa C C R2,
zeby catka

/ (4y® — 6xy)da + (4o — 323)dy
C

byta maksymalna. Oblicz te catke dla znalezionej krzywej C.



Zadanie 4. Wyznacz druga grupe kohomologii de Rhama 2-wymiarowego torusa T? C
R3.

Dla chetnych: Wyznacz kohomolgie de Rhama ptaszczyzny z dwoma usunietymi punk-
tami B2\ {p,q}.

Definicja. Powiemy, ze dwie bazy {ei1,...,ex} oraz {fi,..., fx} zadaja te sama orientacje prze-
strzeni wektorowej R*, gdy wyznacznik macierzy przejscia miedzy nimi jest dodatni. Kazda prze-
strzen wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.

Orientacjg rozmaitosci rozniczkowej, nazywamy zgodny wybor orientacji jej wszystkich przestrzeni
stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, ze wybrane orientacje zmieniaja sie w sposéb ciagly od punktu
do punktu. Formalna definicja wymaga wprowadzenia pojecia atlasu zorientowanego. Nie wszystkie
rozmaitosci da sie zorientowaé (np. wstega Moebiusa). Te ktore dopuszczaja orientacje nazywamy
orientowalnymi.

Zadanie 5. Rozwazmy n-wymiarowa rozmaitosé¢ rozniczkowa M i n-forme w € Q"(M),
ktora nigdzie nie znika (tzn. dla kazdego p € M istniejg wektory vy, va,...,v, € T, M
takie, ze w(vy,v2,...,v,) # 0). Wykaz, ze M jest orientowalna. Czy prawdziwa jest
implikacja przeciwna?

Zadanie z gwiazdka nadal pozostaje w mocy. Najchetniej widzialbym rozwiazanie nie
korzystajace z tw. de Rhama. Bede zadowolony juz z rozwiazania w wymiarze 2.




