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8. ¢wiczenia zdalne 17 kwietnia 2020

Twierdzenie Stokes'a

Zadanie 1. Oblicz caªk¦ z formy α = xdy ∧ dz po poªówce torusa sparametryzowanej

nast¦puj¡co (x = (4 + cosα) cos θ, y = (4 + cosα) sin θ, z = sinα), gdzie α ∈ [0, 2π] i
θ ∈ [0, π]. Przyjmujemy, »e orientacja torusa jest dziedziczona z orientacji dα ∧ dθ w R2

za pomoc¡ rozwa»anej parametryzacji.

Twierdzenie (Stokes'a). Niech M ⊂ Rn b¦dzie (k + 1)-wymiarow¡ zorientowan¡ rozmaito±ci¡ z

brzegiem ∂M . Rozwa»my k-form¦ ω ∈ Ωk(Rn), wówczas∫
M

dω =

∫
∂M

ω ,

gdzie ∂M ma naturaln¡ orientacj¦ dziedziczon¡ z M :

orM = {n,or∂M} .

n oznacza tutaj wektor normalny do brzegu ∂M skierowany na zewn¡trz M .

Twierdzenie Stokes'a stanowi daleko id¡ce uogólnienie Zasadniczego Twierdzenia Analizy.

Twierdzenie (Stokes'a). Niech M ⊂ Rn b¦dzie (k + 1)-wymiarow¡ zorientowan¡ rozmaito±ci¡ z

brzegiem ∂M . Rozwa»my k-form¦ ω ∈ Ωk(Rn), wówczas∫
M

dω =

∫
∂M

ω ,

gdzie ∂M ma naturaln¡ orientacj¦ dziedziczon¡ z M :

orM = {n,or∂M} .

n oznacza tutaj wektor normalny do brzegu ∂M skierowany na zewn¡trz M .

Twierdzenie Stokes'a stanowi daleko id¡ce uogólnienie Zasadniczego Twierdzenia Analizy.

Zadanie 2. Korzystaj¡c z techniki Mayera-Vietorisa oblicz H1(Rn \ {0}).

Rozwi¡zanie: Przedstawmy M = Rn \ {0} jako sum¦ dwóch obszarów M = A ∪ B, które oba s¡
dyfeomor�czne z R2, za± A ∩B = U t V , gdzie U, V ' R2.



ω|B = β = dgω|a = α = df

A

γA γB

U

f − g = cU

f − g = cV

xU

V

xV
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We¹my teraz dowoln¡ 1-form¦ zamkni¦t¡ ω ∈ Ω1(M). Formy α := ω|A i β := ω|B s¡ zamkni¦tymi
1-formami na obszarach dyfeomor�cznych z R2, a wi¦c s¡ dokªadne. Istniej¡ zatem funkcje f : A → R
i g : B → R takie, »e α = df i β = dg. Zauwa»my, »e wobec α|U = ω|U = β|U oraz α|V = ω|V = β|V
mamy d(f − g)|U = 0 i d(f − g)|V = 0. Istniej¡ zatem staªe cU , cV ∈ R takie, »e (f − g)|U = cU oraz
(f − g)|V = cV . Je±li cU = cV = c wówczas

F (x) =

{
f(x) dla x ∈ A
g(x) + c dla x ∈ B

jest funkcj¡ gªadk¡ F : M → R, tak¡ »e dF |A = df = α = ω|A oraz dF |B = d(g + c) = dg = β = ω|B ,
czyli dF = ω. Przeciwnie, je±li c1 6= c2 wówczas dla p¦tli γ = γA ∪ γB obiegaj¡cej 0 zgodnie z ruchem
wskazówek zegara jak na rysunku mamy∫

γ

ω =

∫
γA

ω +

∫
γB

ω =

∫
γA

α+

∫
γB

β =

∫
γA

df +

∫
γB

dg = [f(xU )− f(xV )] + [g(xV )− g(xU )] =

(f − g)(xU )− (f − g)(xV ) = cU − cV 6= 0 .

A zatem pokazali±my, »e
∫
γ
ω = cU − cV i je±li cU − cV = 0 to ω = dF . A zatem odwzorowanie

ω 7−→
∫
γ

ω = cU − cV zadaje izomor�zm H1(M) ' R .

Zadania domowe na 24 kwietnia 2020:

Zadanie 3. Znajd¹ tak¡ gªadk¡, zamkni¦t¡ i dodatnio zorientowan¡ krzyw¡ C ⊂ R2,

»eby caªka ∫
C

(4y3 − 6xy)dx+ (4x− 3x2)dy

byªa maksymalna. Oblicz t¦ caªk¦ dla znalezionej krzywej C.

Zadanie 4. Wyznacz drug¡ grup¦ kohomologii de Rhama pªaszczyzny R2. Przypo-

mnijmy, »e H2(M) to zbiór klas równowa»no±ci 2-form zamkni¦tych ω ∈ Ω2(R2), dω = 0,
gdzie

ω ∼ ω′ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje α ∈ Ω1(R2) taka, »e ω − ω = dα.



Dla ch¦tnych: wyznacz drug¡ grup¦ kohomologii de Rhama pªaszczyzny bez punktu

R2 \ {p}.

Zadanie 5. Rozwa»my rozmaito±¢ M i jej pokrycie dwoma zbiorami otwartymi A,B ⊂
M . Zde�niujmy odwzorowania ik : Ωk(A∪B)→ Ωk(A)⊕Ωk(B) i pk : Ωk(A)⊕Ωk(B)→
Ωk(A ∩B) dane wzorami:

ik(ω) = (ω|A, ω|B) oraz pk(α, β) = (α− β)|A∩B .

Wyka», »e ci¡g Ωk(A ∪ B)
ik−→ Ωk(A) ⊕ Ωk(B)

pk−→ Ωk(A ∩ B) jest krótkim ci¡giem

dokªadnym, tzn.

a) pk(ik) = 0,

b) ik jest wªo»eniem,

c) pk jest suriekcj¡

d) ker pk = im ik.

Zadanie 6. (∗) Rozwa»my n-form¦ ω ∈ Ωn(Rn) o zwartym no±niku, tak¡ »e
∫
Rn ω = 0.

Wyka», »e istnieje (n− 1)-forma o zwartym no±niku η ∈ Ωn−1(Rn) taka, »e ω = dη.


