AM II.2 2019/20 (gr. *)

8. ¢éwiczenia zdalne 17 kwietnia 2020
Twierdzenie Stokes’a

Zadanie 1. Oblicz catke z formy o = xzdy A dz po poléwce torusa sparametryzowanej
nastepujaco (z = (4 + cosa)cos,y = (4 + cosa)sinf, z = sinw), gdzie a € [0,27] i
6 € [0, 7]. Przyjmujemy, ze orientacja torusa jest dziedziczona z orientacji da A df w R?
Za, POMOCy rozwazanej parametryzacji.

Twierdzenie (Stokes’a). Niech M C R" bedzie (k + 1)-wymiarowq zorientowang rozmaitosciq z
brzegiem OM . Rozwazmy k-forme w € QF(R™), wéwczas

/ dwz/ w,
M aM

gdzie OM ma naturalng orientacje dziedziczong z M :
ory = {n,oronm} .
n oznacza tutaj wektor normalny do brzequ OM skierowany na zewngtrz M.

Twierdzenie Stokes’a stanowi daleko idgce uogdlnienie Zasadniczego Twierdzenia Analizy.

Twierdzenie (Stokes’a). Niech M C R" bedzie (k + 1)-wymiarowq zorientowang rozmaitosciq z
brzegiem OM. Rozwazmy k-forme w € QF(R™), wéwczas

/ dwz/ w,
M aM

gdzie OM ma naturalng orientacje dziedziczong z M :
ory = {n,oronm} .
n oznacza tutaj wektor normalny do brzequ OM skierowany na zewngtrz M.

Twierdzenie Stokes’a stanowi daleko idgce uogdlnienie Zasadniczego Twierdzenia Analizy.

Zadanie 2. Korzystajac z techniki Mayera-Vietorisa oblicz H(R™ \ {0}).

Rozwigzanie: Przedstawmy M = R™ \ {0} jako sume dwoch obszarow M = A U B, ktore oba sa
dyfeomorficzne z R?, zas AN B =U UV, gdzie U,V ~ R%



wlp=p=dg

f—g=cv

Wezmy teraz dowolng 1-forme zamknieta w € Q'(M). Formy o := w|a i 8 := w|p sa zamknietymi
1-formami na obszarach dyfeomorficznych z R?, a wiec sa dokladne. Istnieja zatem funkcje f: A — R
ig: B — R takie, ze « = df i 8 = dg. Zauwazmy, ze wobec a|y = w|v = B|v oraz alv = w|v = Blv
mamy d(f — g)luv = 01 d(f — g)|v = 0. Istnieja zatem stale cy,cv € R takie, ze (f — g)|lu = cu oraz
(f—9)lv =cv. Jedli cv = cv = ¢ wowczas

Fla) = {f(m) dlaze A
g(x)+c dlaxzeB

jest funkcja gladka F : M — R, taka ze dF |4 = df = o = w|a oraz dF|p =d(g+¢) =dg = 8 = w|B,
czyli dF = w. Przeciwnie, jesli ¢1 # c2 wowczas dla petli v = y4 U yp obiegajacej O zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara jak na rysunku mamy

/“’*/ “*/ w*/ a*/ /df+/ dg = [f(zv) — f(xv)] + [9(zv) — g(zv)] =
(f=9)(@v) = (f—9)(@v)=cv —cv #0.

A zatem pokazalismy, ze fv w=cy —cyvijeslicv —cy =0tow=dF. A zatem odwzorowanie

w— /w =cy —cv zadaje izomorfizm H'(M)~R.

Zadania domowe na 24 kwietnia 2020:

Zadanie 3. Znajdz taks gladka, zamknieta i dodatnio zorientowana krzywa C C R2,
zeby catka

/ (4y® — 6zy)dx + (4o — 322)dy

C

byta maksymalna. Oblicz te catke dla znalezionej krzywej C.

Zadanie 4. Wyznacz drugg grupe kohomologii de Rhama plaszczyzny R2. Przypo-

mnijmy, ze H2(M) to zbiér klas réwnowaznosci 2-form zamknietych w € Q?(R?), dw = 0,
gdzie

w~w  wtedy i tylko wtedy gdy istnieje o € Q' (R?) taka, 7e w — w = da.



Dla chetnych: wyznacz druga grupe kohomologii de Rhama plaszczyzny bez punktu

R*\ {p}.

Zadanie 5. Rozwazmy rozmaitos¢ M i jej pokrycie dwoma zbiorami otwartymi A, B C
M. Zdefiniujmy odwzorowania iy, : Q¥(AUB) — QF(A)©QF(B) i py : QF(A) @ QF(B) —
QF(AN B) dane wzorami:

ik(w) = (wla,w|p) oraz pr(a,B) = (o= B)|ans -

Wykaz, ze ciag QF(A U B) SN QF(A) @ QF(B) 25 QF(A N B) jest krotkim ciggiem
doktadnym, tzn.

a) pr(ix) =

b

1 jest wlozeniem,
c) pg jest suriekcja

)
)
)
)

d) ker pp = imig.

Zadanie 6. (x) Rozwazmy n-forme w € Q"(R") o zwartym nosniku, taka ze [, w = 0.
Wykaz, ze istnieje (n — 1)-forma o zwartym nosniku n € Q" 1(R"?) taka, ze w = d7.




