AM II.2 2019/20 (gr. *)

7. ¢wiczenia zdalne 8 kwietnia 2020
Homotopie, pullback formy rézniczkowej

Zadanie 1. Udowodnij, ze lemat o réwnosci catki z 1-formy zamknietej na drogach
homotopijnych jest réwnowazny twierdzeniu, ze na w obszarze gwiazdzistym calka z 1-
formy zamknietej nie zalezy od drogi.

Definicja. Cofnicciem (przeciggnieciem, albo pull-backiem) formy w € Q'(U) za pomoca odwzo-
rowania gtadkiego ® : V — U nazywamy forme ®*w € Q*(V) okreslong wzorem

@ w(@)[v] = w(®(@)) [ Dad[v] .

Innymi stowy, aby policzy¢ warto$é formy ®*w na wektorze v w punkcie & przepychamy ten wektor
do U za pomoca pochodnej ® i liczymy warto$¢ formy w na obrazie.
Uwaga: ® nie musi by¢ dyfeomorfizem, a nawet U i V nie muszg by¢ tego samego wymiaru!

Lemat 1. Dla funkcji f : U — R zachodzq wzory ®* f(x) = f(P(x)) (pull-back funkcji to po prostu
ztozenie) oraz ®*(df) = d(®* f) (przecigganie jest przemienne z operacjq rézniczki zewnetrznej d).
Z ich pomocqg mozna policzyé pull-back kazdej formy.

Zatem w praktyce, na prayktad, dla ® : (r,¢) = (z = rcos ¢,y = rsing) i w = y>dz, aby obliczyé
D*w wstawiamy po prostu wyrazenia x =1rcosd i y = rsin¢d do wzoru na w:

®*(y*dz) = (rsin ¢)*d(r cos ¢) = r* sin® $(cos ¢pdr — rsin ¢pdg) .

Zadanie 2. Oblicz pull-back ®*w dla 6 = % i ®(r,¢) = (rcos ¢, rsing).

rdz+ydy

Zadanie 3. Znajdz postaé formy w = o

(r cos ¢, rsin ¢)).
Zadanie 4. Rozwazmy odwzorowanie gtadkie F' = (f1, fa,..., fn) : R® — R". Wyraz
forme

we wspolrzednych biegunowych ®(r, ¢) =

w=dfi Adfao A--- ANdfy
za pomoca form dzy,dxg, ..., dx,, gdzie (z1,z2,...,x,) to standardowe wspolrzedne w
R™.
Zadanie 5. Zbior otwarty U C R™ jest dyfeomorficzny z kula B™(0,1). Wykaz, ze kazda
1-forma zamknieta w € Q' (U) jest doktadna.

Definicja. Powiemy, ze dwie bazy {ei1,...,ex} oraz {f1,..., f} zadaja te sama orientacje prze-
strzeni wektorowej R*, gdy wyznacznik macierzy przej$cia miedzy nimi jest dodatni. Kazda prze-
strzenn wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.

Orientacjg rozmaitosci rozniczkowej, nazywamy zgodny wybor orientacji jej wszystkich przestrzeni
stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, ze wybrane orientacje zmieniaja sie w sposéb ciagly od punktu




do punktu. Formalna definicja wymaga wprowadzenia pojecia atlasu zorientowanego. Nie wszystkie
rozmaitosci da sie zorientowaé (np. wstega Moebiusa). Te ktore dopuszczajag orientacje nazywamy
orientowalnyms.

Definicja (Calka z k-formy rézniczkowej). Dla zbioru otwartego U C R* z kanoniczng orientacja
{e1,...,er} definiujemy

/Uf(gc)d:c1 Ao Nday = /Uf(:c)d)\k(m) ,

a wiec calka z k-formy f(x)dzi A... Adxr pokrywa sie ze standardowa calka Lebesgue’a, z doklad-
noéciag do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Forme dzq A ... A dzy nazywamy formg
objetosci.

Catke z formy rozniczkowej na podrozmaitosci definiujemy przechodzac od krzywych do ptaskich
wspolrzednych.

Niech S C R™ bedzie k-wymiarowa podrozmaitoscia zorientowana. Catke z k—formy o € QF(R™)

na S definiujemy jako
/a:/ P,
s U

gdzie ® : U — R" jest dowolna parametryzacja S = ®(U) zgodna z orientacja S. To znaczy, jesli
{e1,...,er} jest standardows orientacja R¥, to baza {D®(e1),..., D®(ex)} jest zgodna z orientacja
S.

Zadania domowe na 17 kwietnia:

Zadanie 6. Niech F' = (f,g,h) : R® — R? bedzie polem wektorowym (gtadkim odwzo-
rowaniem z R? w R3). Wykaz, ze odwzorowanie:

nr(x) : (R?)? 3 (v,w) — (F(x),v xw) €R

jest 2-forma rézniczkowa w R3. Wyraz te forme w bazie {dz,dy, dz}.
Zadanie 7. Rozwazmy dwuwymiarowa rozmaitoé¢ zorientowang S C R3 i niech F' =

(f,g,h) : R® — R3 bedzie polem wektorowym, za$ np = fdy Adz — gdx Adz + hdx A dy.
Wykaz, ze

/S nF = /S (F(x),n(2))dos(x) |

gdzie o oznacza miare powierzchniowa na S, zas n(x) to wektor normalny zewnetrzny
do S w punkcie & € S.

Zadanie 8. Zbada¢, czy forma w = |z +y|dz+ |z +y|dy ma w R? wlasnosé niezaleznosci
catki od drogi?




