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7. ¢wiczenia zdalne 8 kwietnia 2020

Homotopie, pullback formy ró»niczkowej

Zadanie 1. Udowodnij, »e lemat o równo±ci caªki z 1-formy zamkni¦tej na drogach

homotopijnych jest równowa»ny twierdzeniu, »e na w obszarze gwia¹dzistym caªka z 1-

formy zamkni¦tej nie zale»y od drogi.

De�nicja. Cofni¦ciem (przeci¡gni¦ciem, albo pull-backiem) formy ω ∈ Ω1(U) za pomoc¡ odwzo-
rowania gªadkiego Φ : V → U nazywamy form¦ Φ∗ω ∈ Ω1(V ) okre±lon¡ wzorem

Φ∗ω(x)[v] = ω(Φ(x))[DxΦ[v]] .

Innymi sªowy, aby policzy¢ warto±¢ formy Φ∗ω na wektorze v w punkcie x przepychamy ten wektor
do U za pomoc¡ pochodnej Φ i liczymy warto±¢ formy ω na obrazie.
Uwaga: Φ nie musi by¢ dyfeomor�zem, a nawet U i V nie musz¡ by¢ tego samego wymiaru!

Lemat 1. Dla funkcji f : U → R zachodz¡ wzory Φ∗f(x) = f(Φ(x)) (pull-back funkcji to po prostu
zªo»enie) oraz Φ∗(df) = d(Φ∗f) (przeci¡ganie jest przemienne z operacj¡ ró»niczki zewn¦trznej d).
Z ich pomoc¡ mo»na policzy¢ pull-back ka»dej formy.

Zatem w praktyce, na przykªad, dla Φ : (r, φ) 7→ (x = r cosφ, y = r sinφ) i ω = y2dx, aby obliczy¢
Φ∗ω wstawiamy po prostu wyra»enia x = r cosφ i y = r sinφ do wzoru na ω:

Φ∗(y2dx) = (r sinφ)2d(r cosφ) = r2 sin2 φ(cosφdr − r sinφdφ) .

Zadanie 2. Oblicz pull-back Φ∗ω dla θ = xdy−ydx
x2+y2

i Φ(r, φ) = (r cosφ, r sinφ).

Zadanie 3. Znajd¹ posta¢ formy ω = xdx+ydy
x2+y2

we wspóªrz¦dnych biegunowych Φ(r, φ) =

(r cosφ, r sinφ)).

Zadanie 4. Rozwa»my odwzorowanie gªadkie F = (f1, f2, . . . , fn) : Rn → Rn. Wyra¹

form¦

ω = df1 ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfn

za pomoc¡ form dx1, dx2, . . . ,dxn, gdzie (x1, x2, . . . , xn) to standardowe wspóªrz¦dne w

Rn.

Zadanie 5. Zbiór otwarty U ⊂ Rn jest dyfeomor�czny z kul¡ Bn(0, 1). Wyka», »e ka»da

1-forma zamkni¦ta ω ∈ Ω1(U) jest dokªadna.

De�nicja. Powiemy, »e dwie bazy {e1, . . . , ek} oraz {f1, . . . , fk} zadaj¡ t¦ sam¡ orientacj¦ prze-
strzeni wektorowej Rk, gdy wyznacznik macierzy przej±cia mi¦dzy nimi jest dodatni. Ka»da prze-
strze« wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.
Orientacj¡ rozmaito±ci ró»niczkowej, nazywamy zgodny wybór orientacji jej wszystkich przestrzeni
stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, »e wybrane orientacje zmieniaj¡ si¦ w sposób ci¡gªy od punktu



do punktu. Formalna de�nicja wymaga wprowadzenia poj¦cia atlasu zorientowanego. Nie wszystkie
rozmaito±ci da si¦ zorientowa¢ (np. wst¦ga Moebiusa). Te które dopuszczaj¡ orientacj¦ nazywamy
orientowalnymi.

De�nicja (Caªka z k-formy ró»niczkowej). Dla zbioru otwartego U ⊂ Rk z kanoniczn¡ orientacj¡
{e1, . . . , ek} de�niujemy ∫

U

f(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxk =

∫
U

f(x)dλk(x) ,

a wi¦c caªka z k-formy f(x)dx1 ∧ . . .∧ dxk pokrywa si¦ ze standardow¡ caªk¡ Lebesgue'a, z dokªad-
no±ci¡ do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Form¦ dx1 ∧ . . . ∧ dxk nazywamy form¡
obj¦to±ci.
Caªk¦ z formy ró»niczkowej na podrozmaito±ci de�niujemy przechodz¡c od krzywych do pªaskich
wspóªrz¦dnych.
Niech S ⊂ Rn b¦dzie k-wymiarow¡ podrozmaito±ci¡ zorientowan¡. Caªk¦ z k−formy α ∈ Ωk(Rn)
na S de�niujemy jako ∫

S

α =

∫
U

Φ∗α ,

gdzie Φ : U → Rn jest dowoln¡ parametryzacj¡ S = Φ(U) zgodn¡ z orientacj¡ S. To znaczy, je±li
{e1, . . . , ek} jest standardow¡ orientacj¡ Rk, to baza {DΦ(e1), . . . , DΦ(ek)} jest zgodna z orientacj¡
S.

Zadania domowe na 17 kwietnia:

Zadanie 6. Niech F = (f, g, h) : R3 → R3 b¦dzie polem wektorowym (gªadkim odwzo-

rowaniem z R3 w R3). Wyka», »e odwzorowanie:

ηF (x) : (R3)2 3 (v,w) 7−→ 〈F (x),v ×w〉 ∈ R

jest 2-form¡ ró»niczkow¡ w R3. Wyra¹ t¦ form¦ w bazie {dx, dy,dz}.
Zadanie 7. Rozwa»my dwuwymiarow¡ rozmaito±¢ zorientowan¡ S ⊂ R3 i niech F =
(f, g, h) : R3 → R3 b¦dzie polem wektorowym, za± ηF = fdy ∧dz− gdx∧dz+hdx∧dy.
Wyka», »e ∫

S
ηF =

∫
S
〈F (x),n(x)〉dσ2(x) ,

gdzie σ2 oznacza miar¦ powierzchniow¡ na S, za± n(x) to wektor normalny zewn¦trzny

do S w punkcie x ∈ S.
Zadanie 8. Zbada¢, czy forma ω = |x+y|dx+ |x+y|dy ma w R2 wªasno±¢ niezale»no±ci

caªki od drogi?


