
AM II.2 2019/20 (gr. ∗)

6. ¢wiczenia zdalne 3 kwietnia 2020

Dokªadno±¢, zamkni¦to±¢, homotopie i kohomologie

Zadanie 1. Wyka», »e je±li 1-forma α = g(x, y)dx+h(x, y)dy jest dokªadna to zachodzi

równo±¢ g′y = h′x. Sprawd¹, »e wªasno±¢ ta zachodzi dla formy θ = xdy−ydx
x2+y2

∈ Ω1(R2 \
{0}), ale »e nie jest to forma dokªadna.

Zadanie 2. Wyka», »e forma θ = xdy−ydx
x2+y2

jest dokªadna w R2 \ {(x, 0) | x ≥ 0} i znajd¹
jak¡± jej funkcj¦ pierwotn¡.

Operacj¦ ró»niczki zewn¦trznej d mo»emy rozszerzy¢ na zbiór Ω1(U) postuluj¡c nast¦puj¡ce wªasno-
±ci dla f ∈ C∞(U) oraz α, β ∈ Ω1(U)

d(df) = 0, d(f · α) = df ∧ α+ fd(α), d(α+ β) = dα+ dβ .

Wynika st¡d, »e

d

(∑
i

gidfi

)
=
∑
i

dgi ∧ dfi .

Przykªad. Zauwa»my, »e forma ω = g(x, y)dx+ h(x, y)dy jest zamkni¦ta wtedy i tylko wtedy gdy
g′y = h′x. Istotnie

dω = dg ∧ dx+ df ∧ dy = (g′xdx+ g′ydy) ∧ dx+ (h′xdx+ h′ydy) ∧ dy = (g′y − h′x)dx ∧ dy .

De�nicja. Form¦ ω ∈ Ω1(U) nazwiemy zamkni¦t¡ gdy dω = 0. Zauwa»my, »e ka»da forma do-
kªadna jest zamkni¦ta, ale niekoniecznie odwrotnie, czego dowodzi przykªad θ = xdy−ydx

x2+y2
na R2\{0}.

Co wi¦cej, jak widzimy z rozpatrywania tej samej formy na R2 \ {(x, 0) | x ≥ 0} to czy dana forma
zamkni¦ta czy nie mo»e zale»e¢ od topologii rozpatrywanego zbioru. Pierwsz¡ grup¡ kohomologii de

Rhama przestrzeni U nazywamy iloraz formy zamkni¦te na U modulo formy dokªadne na U :

H1(U) = ker dΩ1(U)/dΩ0(U) .

Przykªad. Na wykªadzie zobaczyli±my, »e ka»da forma zamkni¦ta na R2 \ {0} jest postaci

ω = c · θ + df ,

gdzie c ∈ R, θ = xdy−ydx
x2+y2

za± f ∈ C∞(R2 \ {0}). St¡d H1(R2 \ {0}) = R, oraz klasa [θ] jest

generatorem H1(U). Ponadto staª¡ c dla danej formy zamkni¦tej ω mo»na wyznaczy¢ caªkuj¡c ω
po okr¦gu obiegaj¡cym 0:

c =
1

2π

∫
S1

ω =
1

2π

∫
S1

(c · θ + df) = c
1

2π

∫
S1

θ = c .

Ponadto na wykªadzie dowodzili±my nast¦puj¡ce twierdzenie

Twierdzenie. Ka»da forma zamkni¦ta na obszarze gwia¹dzistym jest dokªadna. Innymi sªowy je±li
U ⊂ Rn jest obszarem gwia¹dzistym, to H1(U) = {0}.



Formy ró»niczkowe wszystkich stopni Ω•(U) =
⊕

k=1 Ωk(U) wraz z operacj¡ ∧ tworz¡ algebr¦ prze-
mienn¡ z gradacj¡ (tzn. przemienno±¢ nie jest standardowa, ale gradowana), a wi¦c operacja ∧
respektuje stopnie

∧ : Ωk(U)× Ωl(U) −→ Ωk+l(U)

oraz jest przemienna w nast¦puj¡cym sensie

α ∧ β = (−1)degα·deg ββ ∧ α .

Caªa algebra Ω•(U) jest generowana przez funkcje gªadkie g ∈ C∞(U), 1-formy dokªadne df , gdzie
f ∈ C∞(U) i operacj¦ ∧. Wobec tego, aby okre±li¢ operacj¦ ró»niczkowania zewn¦trznego d na formy
dowolnych stopni wystarczy przyj¡¢

d(df) = 0, d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)α ∧ (dβ), d(α+ β) = dα+ dβ .

Struktura (Ω•(U),∧, d : Ω•(U)→ Ω•+1(U)) to przykªad algebry przemiennej z gradacj¡ i ró»niczk¡
(stopnia 1), ang. di�erential graded-commutative algebra.

Zadanie 3. Wyka», »e je±li krzywe γ, η : [0, 1]→ U ⊂ Rn o ko«cach a, b ∈ U s¡ gªadko

homotopijne w U , (tj. istnieje odwzorowanie gªadkie H : [0, 1] × [0, 1] → U takie, »e

H(t, 0) = γ(t), H(t, 1) = η(t) oraz H(0, s) = a, H(1, s) = b) oraz je±li ω ∈ Ω1(U) jest

1-form¡ zamkni¦t¡ to ∫
γ
ω =

∫
η
ω .

Innymi sªowy, forma zamkni¦ta która nie jest dokªadna mo»e nie mie¢ wªasno±ci niezale»-

no±ci caªki od drogi, ale caªka z takiej formy zale»y tylko od klasy homotopii rozwa»anej

drogi.

Zadania domowe na 8 kwietnia:

Zadanie 4. Niech γ, η : [0, 1] → U ⊂ Rn b¦d¡ dwoma krzywymi zamkni¦tymi i niech

ω ∈ Ω1(U) b¦dzie 1-form¡ zamkni¦t¡. Wyka», »e je±li krzywe te s¡ gªadko homotopijne,

tzn. istnieje odwzorowanie gªadkie H : [0, 1] × [0, 1] → U takie, »e H(t, 0) = γ(t),
H(t, 1) = η(t) oraz H(0, s) = H(1, s) (warunek ustalonych ko«ców zast¦pujemy warun-

kiem zgodno±ci ko«ca i pocz¡tku), to wówczas∫
γ
ω =

∫
η
ω .

Dla ch¦tnych: wyka», »e teza jest prawdziwa je±li zbiór U zast¡pimy dowoln¡ rozmaito-

±ci¡ ró»niczkow¡ M . Wskazówka: formy na rozmaito±ci mo»emy zde�niowa¢ lokalnie w

dziedzinach poszczególnych map.

Zadanie 5. Wyka», »e dla dowolnej k-formy ω ∈ Ωk(U) zachodzi d(dω) = 0.

Zadanie 6. Niech C = {(x, y) | 4x2 + y = 5, y ≥ 1} b¦dzie krzyw¡ zorientowan¡ w

kierunku wzrastania zmiennej x oblicz caªk¦∫
C

xdy − ydx

x2 + y2
.


