AM II.2 2019/20 (gr. *)

6. ¢wiczenia zdalne 3 kwietnia 2020
Dokladnos$é, zamknieto$é, homotopie i kohomologie

Zadanie 1. Wykaz, ze jesli 1-forma o = g(z,y)dz + h(x, y)dy jest doktadna to zachodzi
rownos¢ g, = hi,. Sprawdz, ze wlasnos¢ ta zachodzi dla formy 6 = % € QYR?\
{0}), ale ze nie jest to forma doktadna.

Zadanie 2. Wykaz, ze forma 0 = *%—Y4% jest dokladna w R2\ {(z,0) | 2 > 0} i znajdz

x2+y2
jakas jej funkcje pierwotna.

Operacje rézniczki zewnetrznej d mozemy rozszerzyé na zbior Q1 (U) postulujgc nastepujgce wtasno-
§ci dla f € C*(U) oraz o, B € QY(U)

d(df) =0, d(f-a)=df Ao+ fd(a), d(a+8)=da+ds.

Wynika sted, Ze
d <Zgidj}-> => dg; Adf; .

Przyklad. Zauwazmy, ze forma w = g(z,y)dzr + h(z,y)dy jest zamknieta wtedy i tylko wtedy gdy
gy = hi. Istotnie

dw = dg Adz 4 df Ady = (ghdz + g, dy) Ada + (hhdz + B'ydy) Ady = (g, — hl)dz Ady .

Definicja. Forme w € Q'(U) nazwiemy zamknietq gdy dw = 0. Zauwazmy, ze kazda forma do-
kladna jest zamknigta, ale niekoniecznie odwrotnie, czego dowodzi przyklad 6 = Ijg;g;“” na R*\{0}.
Co wiecej, jak widzimy z rozpatrywania tej samej formy na R?\ {(z,0) | £ > 0} to czy dana forma
zamknieta czy nie moze zaleze¢ od topologii rozpatrywanego zbioru. Pierwszq grupg kohomologit de

Rhama przestrzeni U nazywamy iloraz formy zamkniete na U modulo formy dokladne na U:
H'(U) = kerdQ"(U)/dQ°(U) .
Przyktad. Na wyktadzie zobaczylismy, ze kazda forma zamknieta na R? \ {0} jest postaci

w=c-04+df,

gdzie ¢ € R, § = 2=udx ;58 f ¢ C(R? \ {0}). Stad H'(R?\ {0}) = R, oraz klasa [f] jest

z2+y?
generatorem H'(U). Ponadto stalg c dla danej formy zamknietej w mozna wyznaczyé catkujac w
po okregu obiegajacym O:
1 1

1
= = — O4+df)y=c— | 6=c.
2m Jg1 Y= or Sl(c +df) “or 51 ¢

c
Ponadto na wyktadzie dowodzilismy nastepujgce twierdzenie

Twierdzenie. Kazda forma zamknieta na obszarze gwiaZdzistym jest doktadna. Innymi stowy jesli
U C R" jest obszarem gwiazdzistym, to H (U) = {0}.




Formy réziniczkowe wszystkich stopni Q*(U) = @, _, Q" (U) wraz z operacjg A tworzq algebre prze-
mienng z gradacja (tzn. przemienno$é nie jest standardowa, ale gradowana), a wiec operacja A
respektuje stopnie

A QF(U) x QYUY — QFTH )

oraz jest przemienna w nastepujgcym sensie
aAf=(=1)texdelg g

Cata algebra Q°*(U) jest generowana przez funkcje gtadkie g € C°°(U), 1-formy doktadne df, gdzie
f € C=(U) i operacje A. Wobec tego, aby okresli¢ operacje rozniczkowania zewnetrznego d na formy
dowolnych stopni wystarczy przyjgé

d(df) =0, d(aAB)=daAnB+(-1)aA(dB), dla+p)=da+ds.

Struktura (Q°(U),A,d : Q*(U) — Q*T1(U)) to przyktad algebry przemiennej z gradacja i rézniczka
(stopnia 1), ang. differential graded-commutative algebra.

Zadanie 3. Wykaz, ze jesli krzywe ,n :[0,1] — U C R™ o koncach a,b € U sa gtadko
homotopijne w U, (tj. istnieje odwzorowanie gtadkie H : [0,1] x [0,1] — U takie, ze
H(t,0) = ~(t), H(t,1) = n(t) oraz H(0,s) = a, H(1,s) = b) oraz jedli w € Q(U) jest

1-forma zamknieta to
[o=[w.
gl n

Innymi stowy, forma zamknieta ktora nie jest doktadna moze nie mie¢ wlasnosci niezalez-
nosci catki od drogi, ale catka z takiej formy zalezy tylko od klasy homotopii rozwazanej
drogi.

Zadania domowe na 8 kwietnia:

Zadanie 4. Niech 7,7 :[0,1] — U C R" beda dwoma krzywymi zamknietymi i niech
w € QY(U) bedzie 1-forma zamknieta. Wykaz, ze jesli krzywe te sa gtadko homotopijne,
tzn. istnieje odwzorowanie gtadkie H : [0,1] x [0,1] — U takie, ze H(t,0) = ~(t),
H(t,1) = n(t) oraz H(0,s) = H(1,s) (warunek ustalonych koricow zastepujemy warun-
kiem zgodnosci korica i poczatku), to wowczas

[ [

Dla chetnych: wykaz, ze teza jest prawdziwa jesli zbior U zastapimy dowolng rozmaito-
Scig rézniczkowa M. Wskazéwka: formy na rozmaitosci mozemy zdefiniowaé lokalnie w
dziedzinach poszczegoélnych map.

Zadanie 5. Wykaz, ze dla dowolnej k-formy w € QF(U) zachodzi d(dw) = 0.

Zadanie 6. Niech C = {(z,y) | 42 +y = 5,y > 1} bedzie krzywa zorientowang w
kierunku wzrastania zmiennej x oblicz catke

/a:dy—ydx
c Ty




