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5. ¢wiczenia zdalne 31 marca 2020

Wprowadzenie do form ró»niczkowych

Zadanie 1. Rozwa»my suriekcj¦ liniow¡ L : Rn+k → Rn i niech A ⊂ Rn+k b¦dzie

zbiorem mierzalnym. Wyka» »e√
det(L · LT ) · λn+k(A) =

∫
Rn
σk(A ∩ L−1(y))dny .

Sybmol σk oznacza tutaj miar¦ powierzchniow¡ na zbiorze L−1(y). Powy»szy wzór jest

pewnym uogólnieniem twierdzenia Fubini'ego � przypadek gdy L jest rzutem na pierwsze

n wspóªrz¦dnych.
Rozwi¡zanie: Podstawowy pomysª polega na tym aby �wyprostowa¢� zbiór A, by móc u»y¢ standar-

dowego twierdzenia Fubini'ego. W naszych rozwa»aniach przez x b¦dziemy oznaczali wektory w Rk,
za± przez y i z wektory w Rn. Ka»de przeksztaªcenie liniowe A na Rk × Rn mo»emy przestawi¢ jako

A(x,y) = A1x +A2y. Rozwa»my przeksztaªcenie

Φ : (x,z) 7−→ (x, L(x,z)) = (x, L1x + L2z) ,

które faktoryzuje L przez projekcj¦ na drug¡ cz¦±¢ zmiennych. Z zaªo»enia na temat L widzimy, »e Φ to

izomor�zm liniowy o wyznaczniku det Φ = detL2. Przeksztaªcenie odwrotne do niego jest postaci

Φ−1(x,y) = (x,W1x +W2y) .

Mamy (
Ik 0
0 In

)
=

(
Ik 0
W1 W2

)
·
(
Ik 0
L1 L2

)
=

(
1k 0

W1 +W2 · L1 W2 · L2

)
,

sk¡d W2 = (L2)−1 oraz W1 = −W2L1 = −(L2)−1L1.

Zauwa»my teraz, »e odwzorowanie

x 7−→ (x,W1x +W2y)

jest parametryzacj¡ zbioru L−1(y) ⊂ Rk × Rn. Wobec tego

σk(A ∩ L−1(y)) =

∫
A′

y

√
det(Ik +W1(W1)T )dkx =

√
det(Ik +W1(W1)T ) · λk(A′y) ,

gdzie A′y = Φ(A) ∩ Rn × {y}. Wobec tego∫
Rn

σk(A ∩ L−1(y))dny =
√

det(Ik +W1(W1)T )

∫
Rn

λk(A′y)dny
Fub.
=
√

det(Ik +W1(W1)T ) · λn+k(Φ(A)) =√
det(Ik +W1(W1)T ) · | det Φ| · λn+k(A)

Zauwa»my na koniec, »e √
det(Ik +W1(W1)T )| det Φ| =

√
det(Ik +W1(W1)T )

√
det[L2(L2)T ] =√

det(Ik + (L2)−1L1(L1)T (L2)−T ) · det[L2(L2)T ] =
√

det[L1(L1)T + L2(L2)T ] =
√

det (LLT ) .



De�nicja. Niech U ⊂ Rn 3 x = (x1, x2, . . . , xn) b¦dzie zbiorem otwartym. Jedno-form¡ na U
nazywamy rodzin¦ funkcjonaªów liniowych ω : U → (Rn)∗ gªadko indeksowan¡ punktami zbioru U .
Innymi sªowy, dla ustalonego x ∈ U funkcja ω(x) jest elementem przestrzeni (Rn)∗. Dobrze jest

my±le¢, »e ω(x) to odwzorowanie liniowe na przestrzeni stycznej Tx U ' Rn. Piszemy zwyczajowo

〈ω(x),v〉 albo ω(x)[v]. Zbiór wszystkich jedno-form na U oznaczmy symbolem Ω1(U). Ka»dy

element ω ∈ Ω1(U) mo»emy jednoznacznie przedstawi¢ jako

ω = f1 · dx1 + f2 · dx2 + . . . fn · dxn ,

gdzie fi s¡ funkcjami gªadkimi na U , za± {dxi} oznacza baz¦ Rn = Tx U dualn¡ do bazy standar-

dowej {ei}. Innymi sªowy 〈dxi,v〉 = vi.

Analogicznie, dla k ∈ N de�niujemy k-form¦ na U jako odwzorowanie gªadkie η : U → Λk(Rn)∗,
gdzie ΛkV ∗ oznacza przestrze« form k-liniowych antysymetrycznych na V . Zbiór wszystkich k-form
na U oznaczamy Ωk(U). Zwyczajowo de�niuje si¦ równie» Ω0(U) = C∞(U). Element η ∈ Ωk(U)
mo»emy jednoznacznie zapisa¢ jako

η =
∑

i1<i2<...<ik

fi1i2...ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik ,

gdzie fα s¡ funkcjami gªadkimi, za± {dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . .∧ dxik} oznacza baz¦ przestrzeni Λk(Tx U)∗.

Przykªad. Rozwa»my funkcj¦ gªadk¡ f ∈ C∞(U). Jej pochodn¡ df w punkcie x ∈ U de�nio-

wali±my jako przeksztaªcenie liniowe df(x) : Tx U → R. Wobec tego jest to naturalny przykªad

jedno-formy na U . Zauwa»my, »e 〈df(x),v〉 = ∂vf(x) =
∑
i
∂f
∂xi

(x)vi, sk¡d

df =
∑
i

∂f

∂xi
dxi .

Mówimy, »e df to ró»niczka zewn¦trzna funkcji f , za± form¦ ω ∈ Ω1(U) postaci ω = df dla pewnej

funkcji f ∈ C∞(U) nazywamy dokªadn¡. Z kolei f nazywamy funkcj¡ pierwotn¡ formy ω.

Zadanie 2. Czy forma

ω = (1 + sin y)dx+ (2y + x cos y)dy

jest dokªadna? Je±li tak to jak wygl¡daj¡ wszystkie funkcje pierwotne ω?

Zadanie 3. Niech F = (f1, f2, . . . , fn) : Rn ⊃ U −→ F (U) ⊂ Rn b¦dzie dyfeomor�-

zmem. Wyka», »e ka»d¡ 1-form¦ ω na U mo»emy jednoznacznie zapisa¢ w postaci

ω =
∑
i

gi · dfi ,

gdzie gi s¡ funkcjami gªadkimi.

De�nicja. Rozwa»my krzyw¡ gªadk¡ γ : [a, b] → U ⊂ Rn oraz 1-form¦ ω ∈ Ω1(U). Przyjmujemy,

»e γ jest zorientowana od pocz¡tku γ(a) do ko«ca γ(b). Caªk¡ z formy ω wzdªu» γ nazywamy



wielko±¢ ∫
γ

ω :=

∫ b

a

〈ω(γ(t)), γ̇(t)〉dt .

Powiemy, »e ω ∈ Ω1(U) ma wªasno±¢ niezale»no±ci caªki od drogi, gdy dla ka»dych dwóch krzywych

zorientowanych γ, γ′ ⊂ U o wspólnych pocz¡tkach i ko«cach zachodzi∫
γ

ω =

∫
γ′
ω .

Zadanie 4. Wyka», »e warto±¢ caªki
∫
γ ω nie zale»y od wyboru konkretnej parametry-

zacji krzywej γ.

Zadania domowe na 3 kwietnia 2020:

Zadanie 5. Oblicz caªk¦ z formy ω = xdx+ydy
x2+y2

po ªuku elipsy E = {(2 cosφ, 3 sinφ) | φ ∈
[0, π2 ]} zorientowanym wedªug rosn¡cego k¡ta φ.

Zadanie 6. Wyka», »e ka»da forma dokªadna ma wªasno±¢ niezale»no±ci caªki od drogi.

Oblicz caªk¦ z ω = (1+sin y)dx+(2y+x cos y)dy wzdªu» krzywej γ(t) = (t, sin2 t), gdzie
t ∈ [0, 4π] zorientowanej w kierunku rosn¡cego t.

Zadanie 7. Wyka», »e je±li U ⊂ Rn jest zbiorem otwartym spójnym i je±li forma

ω ∈ Ω1(U) ma wªasno±¢ niezale»no±ci caªki od drogi to ω jest dokªadna w U .


