AM II.2 2019/20 (gr. *)

5. ¢wiczenia zdalne 31 marca 2020
Wprowadzenie do form rézniczkowych

Zadanie 1. Rozwazmy suriekcje liniowa L : R"** — R™ i niech A ¢ R"** bedzie
zbiorem mierzalnym. Wykaz ze

det(L - LT) - Apsi(A) = / op(AN L (y))d"y .

n

Sybmol o}, oznacza tutaj miare powierzchniowa na zbiorze L~!(y). Powyzszy wzor jest
pewnym uogélnieniem twierdzenia Fubini’ego — przypadek gdy L jest rzutem na pierwsze
n wspolrzednych.

Rozwigzanie: Podstawowy pomysl polega na tym aby ,wyprostowa¢” zbior A, by moc uzy¢ standar-
dowego twierdzenia Fubini’ego. W naszych rozwazaniach przez = bedziemy oznaczali wektory w R”,
za$ przez y i z wektory w R”. Kazde przeksztalcenie liniowe A na R* x R™ mozemy przestawi¢ jako
A(z,y) = A1z + Azy. Rozwazmy przeksztalcenie

O (x,z) — (¢, L(x, 2)) = (x, Liz + L22) ,

ktore faktoryzuje L przez projekcje na druga cze$é¢ zmiennych. Z zalozenia na temat L widzimy, ze ® to
izomorfizm liniowy o wyznaczniku det ® = det Lo. Przeksztalcenie odwrotne do niego jest postaci

q)_l(m7y) = (5137‘/1/1:B + WQy) .

Iy, 0\ (I 0 ) Iy 0\ 1k 0
0 L) \W1 W, Li Ly) \Wi+Wz-Ly Wy -Ly)’

skad Wo = (L2)™" oraz W1 = —WaL; = —(L2) L.

Zauwazmy teraz, ze odwzorowanie

Mamy

x — (x¢, Wiz + Way)
jest parametryzacja zbioru L~ !(y) C R*¥ x R™. Wobec tego

O'k(A N Lil(y)) = \/det(fk + Wi (Wl)T)dk:I: = \/det(lk + Wl(Wl)T) . )\k(A;l) ,
Ay

gdzie Ay, = ®(A) NR"™ x {y}. Wobec tego

/ or(AN L (y))d"y =v/det(Tx + Wi(W)T) | Ae(Ay)d"y "= /det(T + Wi(W)T) - Anys(®(A)) =

R”

Vdet(Iy + Wi (W1)T) - | det ®| - A\pyx(A)

Zauwazmy na koniec, ze

Vdet(I, + Wi (W1)T)| det ®| = \/det(I, + W1 (W1)T)y/det[La(L2)T] =
Vdet(Iy + (L2)~'Ly(L1)T (L2)~7T) - det[La(L2)T] = \/det[L1(L1)T 4 La(L2)T] = \/det (LLT) .




Definicja. Niech U € R"™ 3 & = (z1,22,...,2Zn) bedzie zbiorem otwartym. Jedno-formag na U
nazywamy rodzine funkcjonaléw liniowych w : U — (R™)* gtadko indeksowana punktami zbioru U.
Innymi stowy, dla ustalonego & € U funkcja w(xz) jest elementem przestrzeni (R™)*. Dobrze jest
myéleé, ze w(x) to odwzorowanie liniowe na przestrzeni stycznej T, U ~ R". Piszemy zwyczajowo
(w(z),v) albo w(x)[v]. Zbiér wszystkich jedno-form na U oznaczmy symbolem Q'(U). Kazdy
element w € Q' (U) mozemy jednoznacznie przedstawi¢ jako

w=fi1-dei+ fo-dre+ ... fn-dx, ,

gdzie f; sa funkcjami gladkimi na U, za$ {dz;} oznacza baze R" = T, U dualna do bazy standar-
dowej {e;}. Innymi stowy (dz;, v) = v;.

Analogicznie, dla k € N definiujemy k-forme na U jako odwzorowanie gtadkie  : U — A* (R™)™,
gdzie A*V* oznacza przestrzen form k-liniowych antysymetrycznych na V. Zbiér wszystkich k-form
na U oznaczamy QF(U). Zwyczajowo definiuje sie réwniez Q°(U) = C°°(U). Element n € Q*(U)
mozemy jednoznacznie zapisac jako

n= Z fivio.ipdai, Adzi, AL Adxg,

i1 <t2<...<ig

gdzie fo s3 funkcjami gtadkimi, za$ {dz;, Adz;, A ... Adz;, } oznacza baze przestrzeni A* (T, U)*.

waliSmy jako przeksztalcenie liniowe df(x) : To U — R. Wobec tego jest to naturalny przyklad
jedno-formy na U. Zauwazmy, ze (df(x),v) = Oy f(x) =, (%fi(a:)m, skad

dfzzgidxi.

Przyklad. Rozwazmy funkcje gltadka f € C°°(U). Jej pochodna df w punkcie @ € U definio-
f

Mowimy, ze df to rézniczka zewnetrzna funkcji f, zas forme w € Q' (U) postaci w = df dla pewnej
funkcji f € C*°(U) nazywamy doktadng. Z kolei f nazywamy funkcjg pierwotng formy w.

Zadanie 2. Czy forma
w = (1+siny)dz + (2y + x cosy)dy

jest doktadna? Jesli tak to jak wygladaja wszystkie funkcje pierwotne w?

Zadanie 3. Niech F' = (fi1, f2,...,fn) : R®* DU — F(U) C R" bedzie dyfeomorfi-
zmem. Wykaz, ze kazdg 1-forme w na U mozemy jednoznacznie zapisa¢ w postaci

wzzgz‘-dfi,

gdzie g; sa funkcjami gtadkimi.

Definicja. Rozwazmy krzywa gtadka v : [a,b] — U C R" oraz 1-forme w € Q' (U). Przyjmujemy,
ze vy jest zorientowana od poczatku v(a) do konica v(b). Calkq z formy w wzdiuz v nazywamy




wielko$é b
/ wi= / (w(r(t), (1))t .

Powiemy, ze w € Q'(U) ma wlasnosé niezaleznosci catki od drogi, gdy dla kazdych dwoch krzywych
zorientowanych v, C U o wspélnych poczatkach i koticach zachodzi

[e=]=

Zadanie 4. Wykaz, ze wartosé¢ calki fyw nie zalezy od wyboru konkretnej parametry-
zacji krzywej .

Zadania domowe na 3 kwietnia 2020:

Zadanie 5. Oblicz catke z formy w = % po tuku elipsy E = {(2cos ¢,3sin¢) | ¢ €

[0, 5]} zorientowanym wedtug rosnacego kata ¢.

Zadanie 6. Wykaz, ze kazda forma doktadna ma wlasno$é niezaleznosci catki od drogi.
Oblicz calke z w = (1+siny)dz + (2y + x cos y)dy wzdtuz krzywej y(t) = (t,sin?t), gdzie
t € [0, 47| zorientowanej w kierunku rosnacego ¢.

Zadanie 7. Wykaz, ze jedli U C R"™ jest zbiorem otwartym spéjnym i jesli forma
w € QY (U) ma wtasnosé niezaleznosci calki od drogi to w jest doktadna w U.




