
AM II.2 2019/20 (gr. ∗)

4. ¢wiczenia zdalne 27 marca 2020

Miara powierzchniowa

Zadanie 1. Rozwa»my krzyw¡ γ : (a, b)→ Rn klasy C1 o nigdzie nie znikaj¡cej pochod-

nej i niemaj¡c¡ samoprzeci¦¢. Niech f : Rn → R+ b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i zde�niujmy

M = {(x, y) ∈ Rn × R | x ∈ γ(a, b), 0 < y < f(x)}. Wyka», »e

σ2(M) =

∫
γ(a,b)

f(γ(t))dσ1(t) ,

gdzie σ2 oznacza miar¦ powierzchniow¡ na M (do sprawdzenia, »e M jest rozmaito±ci¡),

za± σ1 miar¦ na krzywej γ.

Zadanie 2. Poª¡czmy odcinkiem punkt (cosφ, sinφ,−1) okr¦gu {x2+y2 = 1, z = −1} z
punktem

(
cos
(
φ+ π

2

)
, sin

(
φ+ π

2

)
, 1
)
okr¦gu {x2+y2 = 1, z = 1}. ZbiórM de�niujemy

jako sum¦ wszystkich takich odcinków bez ko«ców. Wyka», »e M jest rozmaito±ci¡ 2-

wymiarow¡ w R3 i oblicz caªk¦ ∫
M
|z|dσ2(z) .

Zadania domowe na 31 marca 2020:

Zadanie 3. Rozwa»my suriekcj¦ liniow¡ L : Rn+k → Rn i niech A ⊂ Rn+k b¦dzie

zbiorem mierzalnym. Wyka» »e√
det(L · LT ) · λn+k(A) =

∫
Rn

σk(A ∩ L−1(y))dny .

Sybmol σk oznacza tutaj miar¦ powierzchniow¡ na zbiorze L−1(y). Powy»szy wzór jest

pewnym uogólnieniem twierdzenia Fubini'ego � przypadek gdy L jest rzutem na pierwsze

n wspóªrz¦dnych.

Nie sprawdzone pozostaje zadanie 3 (konstrukcja przeksztaªcenia a�nicznego) i zada-

nie 4 (miara zbioru wypukªego) z poprzedniej pracy domowej � mo»na je zgªasza¢ na

nast¦pnych ¢wiczeniach.

Wskazówka (do zadania 4 z poprzedniej pracy domowej) hn =
∫ h
0
tn−1

n dt. Je±li przypadek
ogólny sprawia trudno±ci to wystarczy rozpatrze¢ n = 3. Staªa ωn prawdopodobnie nie

jest poprawna.


