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3. ¢wiczenia zdalne 20 marca 2020

Miara powierzchniowa

Zadanie 1. Rozwa»my funkcj¦ gªadk¡ f : [a, b] → R+ i niech Σ b¦dzie powierzchni¡

2-wymiarow¡ powstaª¡ przez obrót wykresu funkcji f wokóª osi 0X. Znajd¹ wzór na pole

Σ.

I reguªa Pappusa-Guldina. Dla powierzchni Σ powstaªej z obrotu wykresu funkcji f z poprzedniego

zadania jej pole wynosi

σ2(Σ) = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + f ′(x)2dx = 2πl · 〈R〉 ,

gdzie l =
∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx to dªugo±¢ wykresu, za± 〈R〉 = 1

l

∫ b

a
f(x)

√
1 + f ′(x)2dx to odlegªo±¢ ±rodka

masy wykresu od osi obrotu.

Zadanie 2. Udowodnij reguª¦ Pappusa-Guldina i oblicz na jej podstawie pole po-

wierzchni bocznej torusa o promieniach r i R.

Zadanie 3. Udowodnij, »e miara powierzchniowa na sferze Sn−1 jest niezmiennicza na

dziaªanie elementów grupy O(n).

Zadanie 4. Wyka», »e miara powierzchniowa na sferze Sn−1 jest izotropowa, to znaczy

dla ka»dego y ∈ Sn−1 zachodzi∫
Sn−1

〈x,y〉2dσn−1(x) =
µ(Sn−1)

n
.

Zadania domowe na 27 marca:

Zadanie 5. Rozwa»my rodzin¦ wektorów vi ∈ Rn, i = 1, 2, . . . , n. Wyka», »e miara

µ =
∑n

i=1 δvi jest izotropowa wtedy i tylko wtedy gdy ukªad {v1,v2, . . . ,vn} jest baz¡

ortonormaln¡.

Zadanie 6. Ciaªem wypukªym K ⊂ Rn nazywamy zwarty zbiór wypukªy o niepustym

wn¦trzu. Powiemy, »e ciaªo wypukªe K jest izotropowe gdy λn(K) = 1 (unormowanie),∫
K xdn(x) = 0 (scentorwanie) oraz dla pewnej staªej dodatniej α i dowolnego y ∈ Rn

zachodzi równo±¢ ∫
K
〈x,y〉2dn(x) = α2‖y‖2 .

Wyka», »e K jest izotropowe wtedy i tylko wtedy gdy
∫
K x · xTdn(x) = α2In.

Zadanie 7. Wyka», »e dla dowolnego ciaªa wypukªego K istnieje odwracalne przeksztaª-

cenie a�niczne T : Rn → Rn takie, »e T (K) jest ciaªem wypukªym izotropowym.

Zadanie 8. Niech K b¦dzie ciaªem izotropowym i x0 ∈ K ustalonym punktem. Okre-

±lamy odwzorowanie h : Sn−1 → R wzorem h(u) = max{t > 0 | x + t · u ∈ K}. Wyka»,

»e

λn(K) = ωn

∫
Sn−1

h(u)ndσn−1(u) ,



gdzie ωn = σn−1(S
n−1).

Zadania dodatkowe:

Zadanie 9. Znajd¹ wzór na miar¦ sfery n-wymiarowej Sn−1 = {x ∈ Rn | ‖x‖2 = 1} ⊂
Rn.

Zadanie 10. Wyka», »e istnieje pewna staªa C ∈ R taka, »e dla dowolnego y ∈ Rn

zachodzi równo±¢

‖y‖2 = C

∫
Sn−1

|〈y,x〉|dσn−1(x) .

Zadanie 11. Dla odwzorowania T : Rn → Rn i miary µ na Rn de�niujemy miar¦

T∗µ jako T∗ µ(A) = µ(T−1(A)). Niech teraz µ b¦dzie miar¡ izotropow¡, za± P miar¡

probabilistyczn¡ na O(n) i zde�niujmy

µP =

∫
O(n)

(T∗µ)dP (T ) ,

to znaczy, dla dowolnej funkcji ci¡gªej f na Sn−1 mamy∫
Sn−1

f(x)dµP (x) =

∫
O(n)

∫
Sn−1

f(x)dT∗µ(x)dP (T ) .

Wyka», »e µP równie» jest miar¡ izotropow¡.

Zadanie 12. Niech K b¦dzie ciaªem izotropowym, r := λn(Bn(0, 1))−
1
n . Wyka», »e

α2 ≥ 1

n

∫
Bn(0,r)

‖x‖2 dn(x) ≥ c > 0,

gdzie c jest staª¡ niezale»n¡ od wymiaru.

Wskazówka: Rozwa» zbiory K \Bn(0, r) oraz Bn(0, r) \K.


