AM II.2 2019/20 (gr. *)

3. ¢wiczenia zdalne 20 marca 2020
Miara powierzchniowa

Zadanie 1. Rozwazmy funkcje gtadka f : [a,b] — Ry i niech ¥ bedzie powierzchnia
2-wymiarowa powstala przez obrét wykresu funkeji f wokét osi 0X. Znajdz wzér na pole
3.

I reguta Pappusa-Guldina. Dla powierzchni X powstatej z obrotu wykresu funkcji f z poprzedniego
zadania jej pole wynosi

b
A(%) = 27?/ f@)\/1+ f/(x)2dx = 27l - (R) ,
gdzie | = fab V 1+ f(x)?dx to dtugosé wykresu, zas (R) = %f: f(@)\/1+ f'(z)2dz to odlegtosé srodka

masy wykresu od 0si obrotu.

Zadanie 2. Udowodnij regute Pappusa-Guldina i oblicz na jej podstawie pole po-
wierzchni bocznej torusa o promieniach r i R.

Zadanie 3. Udowodnij, ze miara powierzchniowa na sferze S"~! jest niezmiennicza na
dziatanie elementow grupy O(n).

Zadanie 4. Wykaz, ze miara powierzchniowa na sferze S"~! jest izotropowa, to znaczy
dla kazdego y € S™! zachodzi
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Zadania domowe na 27 marca:
Zadanie 5. Rozwazmy rodzine wektorow v; € R™, ¢ = 1,2,...,n. Wykaz, ze miara

p= Y i, 0y, jest izotropowa wtedy i tylko wtedy gdy uktad {vi,v2,...,v,} jest bazg
ortonormalna.

Zadanie 6. Cliatem wypukiym K C R™ nazywamy zwarty zbiér wypukly o niepustym
wnetrzu. Powiemy, ze cialo wypukte K jest izotropowe gdy A, (K) = 1 (unormowanie),
[z xd™(x) = 0 (scentorwanie) oraz dla pewnej stalej dodatniej o i dowolnego y € R"
zachodzi rownosé

/ (., y)2d" (@) = o?|y]? .
K

Wykaz, ze K jest izotropowe wtedy i tylko wtedy gdy [ x - xld"(x) = o?I,.

Zadanie 7. Wykaz, ze dla dowolnego ciala wypuktego K istnieje odwracalne przeksztat-
cenie afiniczne T': R™ — R" takie, ze T'(K) jest cialem wypuklym izotropowym.
Zadanie 8. Niech K bedzie ciatem izotropowym i g € K ustalonym punktem. Okre-
dlamy odwzorowanie h : S""! — R wzorem h(u) = max{t >0 |z +t-u € K}. Wykaz,
ze

(K) = wn /S b o ()



gdzie w, = o,_1(S"1).

Zadania dodatkowe:

Zadanie 9. Znajdz wzoér na miare sfery n-wymiarowej S, = {x € R" | |[z|2 =1} C
R™.

Zadanie 10. Wykaz, ze istnieje pewna stata C € R taka, ze dla dowolnego y € R"
zachodzi réwnosé

lyls —c/ 2)[do"™ () .

Zadanie 11. Dla odwzorowania 7" : R® — R” i miary g na R™ definiujemy miare
Ty jako Ty pu(A) = u(T71(A)). Niech teraz p bedzie miarg izotropowa, za§ P miarg
probabilistyczna na O(n) i zdefiniujmy

p = /O | ap,

to znaczy, dla dowolnej funkcji ciagtej f na S™~! mamy

/Sn_1 f(z)dpp(x / /Sn f(@)dTep(z)dP(T) -

Wykaz, ze up réwniez jest miara izotropowa.

Zadanie 12. Niech K bedzie cialem izotropowym, r := \,,(B"(0, 1))_%. Wykaz, ze
2 1 2 Jn
o?> L o] () > ¢ > 0,
/B (0,r)

gdzie c jest staly niezalezng od wymiaru.
Wskazéwka: Rozwaz zbiory K \ B"(0,r) oraz B"(0,7) \ K.




