AM II.2 2019/20 (gr. *)

2. ¢wiczenia zdalne 17 marca 2020
Splot, miara powierzchniowa

Omdwienie zadari domowych.

Miara i catka powierzchniowa. Rozwazmy podrozmaitosé k-wymiarowg M C R™ sparametryzo-
wang przeksztatceniem gladkim U : R* D U — R™ (tzn. M = U(U)). Wéwczas k-wymiarowa miara
podrozmaitosci M to

o* (M) = /U \/det [AU7 (2)d¥ (z)]d" () .

Wielkosé \/det [dUT(2)d¥(z)] = +/det[(d¥(x)[e:], d¥(x)[e;])] to pierwiastek z wyznacz-
nika Gramma, a wiec k-wymiarowa objetoSé rdwnolegloScianu rozpietego przez wektory
{d¥(x)[e1], d¥(x)[ez],...,d¥(x)[er]}, gdzie {e1,e2,...,ex} oznacza standardowaq baze ortonor-
malng w R*. Tak zdefiniowana wielkosé o®(M) nie zalesy od wyboru parametryzacji zbioru M
(dowdd uzywa twierdzenia o zamianie zmiennej w calce).

Ogdlniej mozemy okreslié catke z funkcji f : R™ D M — R na zbiorze M wzgledem miary powierzch-
niowej o° wzorem

/ fdo* = / F(U(x)) - \/det [AUT (2)d¥(z)]d"(z) .
M U
Rowniez ta wielkosé nie zalezy od konkretnego wyboru parametryzacji zbioru M.

Przyklad (Dlugosé krzywej parametrycznej.). Rozwazmy krzywa gladka v: R D I — R". Wow-

czas dlugos¢ tej krzywej to
1) = [ 1-d0" = [ (o)l
Ie% I

gdzie ||dv(t)|| oznacza dtugosé euklidesowsq rozniczki odwzorowania v w punkcie ¢. Intuicja jest taka,
ze wielkosé ||dy(t)|| méwi jak bardzo nasza parametryzacja rozciaga albo skraca standardowa miare
na I CR.

Zadanie 1. Powierzchnia ¥ C R™™! jest wykresem funkcji gtadkiej f : R* D U — R
(tzn. ¥ = {(x, f(x)) | ¢ € U}). Wykaz, ze

() = /U VIt V@ Pd(x) |

Zadanie 2. Oblicz miare powierzchniows sfery 2-wymiarowej S? = {(z,y, z) € R? | 22+
2., .2
Y+ 22 =1}

Zadania domowe na 20 marca:

Zadanie 3. Funkcja f: Ry — R jest mierzalna i ograniczona. Okredlamy F': Ry — R
wzorem

F(z) = /0 Cf()f@—t) dt



Czy zawsze F(z) > 0 na pewnym odcinku (0,¢), € > 0.

Zadanie 4. Oblicz miare powierzchniows torusa T = {(z,v,2) | (v/22 +y2 — R)?>+ 2% =
r?} C R

Zadanie 5. Oblicz miare powierzchniows torusa T = {(z,y,2,t) € R* | 22 + ¢? =
R2, 22 412 = r?} C R

Zadanie pisemne na 27 marca:

Zadanie 6. Rozwazmy rodzine funkcji

1 x?
Ki(x) := Tnt exp <_4t> )

i dla funkcji g € Cp(R) okreslmy funkcje f: R x Ry — R wzorem f(t,z) = (g * Ky¢)(z).
Wykaz, ze:

a) Funkcja f spelnia rownanie przewodnictwa cieplnego

of  9*f

ot 0x2’
b) Funkcja g(z) jest warunkiem poczatkowym tego réwnania, tj. lim; o f(¢, ) = g(x).

¢) Zachodzi réwnosc¢

Fla,t)dz = [ g(z)dz .
R R

d) Oblicz granice punktowa limy o f(z,1).




