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2. ¢wiczenia zdalne 17 marca 2020

Splot, miara powierzchniowa

Omówienie zada« domowych.

Miara i caªka powierzchniowa. Rozwa»my podrozmaito±¢ k-wymiarow¡ M ⊂ Rn sparametryzo-
wan¡ przeksztaªceniem gªadkim Ψ : Rk ⊃ U → Rn (tzn. M = Ψ(U)). Wówczas k-wymiarowa miara
podrozmaito±ci M to

σk(M) =

∫
U

√
det
[
dΨT (x)dΨ(x)

]
dk(x) .

Wielko±¢
√

det
[
dΨT (x)dΨ(x)

]
=

√
det [〈dΨ(x)[ei],dΨ(x)[ej ]〉] to pierwiastek z wyznacz-

nika Gramma, a wi¦c k-wymiarowa obj¦to±¢ równolegªo±cianu rozpi¦tego przez wektory
{dΨ(x)[e1], dΨ(x)[e2], . . . , dΨ(x)[ek]}, gdzie {e1, e2, . . . , ek} oznacza standardow¡ baz¦ ortonor-
maln¡ w Rk. Tak zde�niowana wielko±¢ σk(M) nie zale»y od wyboru parametryzacji zbioru M
(dowód u»ywa twierdzenia o zamianie zmiennej w caªce).

Ogólniej mo»emy okre±li¢ caªk¦ z funkcji f : Rn ⊃M → R na zbiorze M wzgl¦dem miary powierzch-
niowej σk wzorem ∫

M

fdσk =

∫
U

f(Ψ(x)) ·
√

det
[
dΨT (x)dΨ(x)

]
dk(x) .

Równie» ta wielko±¢ nie zale»y od konkretnego wyboru parametryzacji zbioru M .

Przykªad (Dªugo±¢ krzywej parametrycznej.). Rozwa»my krzyw¡ gªadk¡ γ : R ⊃ I → Rn. Wów-
czas dªugo±¢ tej krzywej to

l(γ) =

∫
γ

1 · dσ1 :=

∫
I

‖dγ(t)‖dt ,

gdzie ‖dγ(t)‖ oznacza dªugo±¢ euklidesow¡ ró»niczki odwzorowania γ w punkcie t. Intuicja jest taka,
»e wielko±¢ ‖dγ(t)‖ mówi jak bardzo nasza parametryzacja rozci¡ga albo skraca standardow¡ miar¦
na I ⊂ R.

Zadanie 1. Powierzchnia Σ ⊂ Rn+1 jest wykresem funkcji gªadkiej f : Rn ⊃ U → R
(tzn. Σ = {(x, f(x)) | x ∈ U}). Wyka», »e

σn(Σ) =

∫
U

√
1 + ‖∇f(x)‖2dn(x) .

Zadanie 2. Oblicz miar¦ powierzchniow¡ sfery 2-wymiarowej S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2+
y2 + z2 = 1}.

Zadania domowe na 20 marca:

Zadanie 3. Funkcja f : R+ → R jest mierzalna i ograniczona. Okre±lamy F : R+ → R
wzorem

F (x) =

∫ x

0
f(t)f(x− t) dt .



Czy zawsze F (x) ≥ 0 na pewnym odcinku (0, ε), ε > 0.

Zadanie 4. Oblicz miar¦ powierzchniow¡ torusa T = {(x, y, z) | (
√
x2 + y2−R)2+z2 =

r2} ⊂ R3.

Zadanie 5. Oblicz miar¦ powierzchniow¡ torusa T = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x2 + y2 =
R2, z2 + t2 = r2} ⊂ R4.

Zadanie pisemne na 27 marca:

Zadanie 6. Rozwa»my rodzin¦ funkcji

Kt(x) :=
1√
4πt

exp

(
−x

2

4t

)
,

i dla funkcji g ∈ C0(R) okre±lmy funkcj¦ f : R× R+ → R wzorem f(t, x) = (g ∗Kt)(x).
Wyka», »e:

a) Funkcja f speªnia równanie przewodnictwa cieplnego

∂f

∂t
=
∂2f

∂x2
.

b) Funkcja g(x) jest warunkiem pocz¡tkowym tego równania, tj. limt→0 f(t, x) = g(x).

c) Zachodzi równo±¢ ∫
R
f(x, t)dx =

∫
R
g(x)dx .

d) Oblicz granic¦ punktow¡ limt→+∞ f(x, t).


