AM II.2 2019/20 (gr. *)

1. ¢éwiczenia zdalne 13 marca 2020 — splot i wygladzanie.
Rozwiagzania

Zadanie 1. (podstawowe wlasnosci splotu) Wykaz, ze dla dowolnych funkcji
catkowalnych f, g, h € L'(R™)

(a) funkcja y — f(y)g(x — y) jest catkowalna dla p.w. x € R", w zwiazku z czym
splot (g * f)(x) jest dobrze okreslony dla p.w. € R™.

(b) zachodzi nierownosé || f = g|l1 < ||fll1 - [lgll1-
(c) splot jest przemienny, tj. fxg=g=* f.

(d) splot jest taczny, tj. f* (gxh) = (f*g)*h.

Rozwigzanie: Rozwazmy funkcje h(xz,y) = f(y)g(x — y), ktora jest oczywiscie mierzalng funkcja w
R?*™ = R™ x R", z uwagi na to, 7e miara Lebesgue’a jest produktowa. Jesli f i g sa dodatnie to z tw.
Fubini’ego (a w zasadzie z tw. Tonelli’ego) mamy
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Udowodnili$my zatem calkowalno$é¢ h na R?", catkowalnosé f * g na R” i jednoczesnie oszacowanie (b).
Z calkowalnosci h i tw. Fubini’ego mamy automatycznie (a). Zeby przej$é do funkeji dowolnego znaku
wystarczy zauwazyé, ze |f x g| < |f| % |g].

Przemienno$¢ splotu dowodzimy przez prosta zamiane zmiennych:

= (x—2)g(2)d"z = (g+f)(z) .
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Podobne rozumowanie pozwala udowodni¢ tacznosé splotu.
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i analogicznie
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Przej$cia pomiedzy tymi dwoma catkami dokonujemy za pomoca zamiany zmiennych y = w, z =t — w.



Zadanie 2. Dla f € LP(R") i g € L*(R™) udowodnij, ze splot (f * g)(x) jest dobrze
okreslony dla p.w. € R" oraz ze zachodzi nastepujaca nieréwnos$¢ Younga:

1F* gl < 1F1lp - llgllr -

Wskazowka: Oszacuj (f x g)(x) z nierownosci Holdera.

Rozwigzanie: Zalozmy, ze f i g sa dodatnie, jesli nie to szacujemy |f * g| < |f| * |g|- Niech % + % =1.
Mamy
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A stad
(f*9)"(x) < (lgl) 7 - (f * g)(=) -

Wobec wezesniejszego oszacowania ||(f? * g)||1 < ||fP|1 - |lg]l1 otrzymujemy

P
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1f % glle = 1 % 9) s < (lglh) @ - 17 % gll < (lgll) @™ - 171 = (lgll)” - AFlp)P - O

Zadanie 3. (regularno$é splotu) Wykaz, ze jesli f € L'(R"), za$

(a) funkcja g : R™ — R jest mierzalna i ograniczona, to splot f % g jest dobrze
okreglony i ograniczony.

(b) funkcja g : R — R jest w klasie C.(R"), badz Cy(R"™) (odpowiednio: funkcje
ciagte o zwartym nosniku i funkcje ciagle znikajace w nieskonczonosci) to splot
f * g jest jednostajnie ciagty.

(c) funkcja g : R™ — R jest jest w klasie C¥(R™), to splot f g jest klasy C*(R™).

Rozwigzanie: (a) Zalozmy, ze |g| < M wtedy
(fxg)(®)= | f(y)g(z—y)d"y< / |f()|- M < M -[|f[lx < +oo .
]:RTI, R‘Il
(b) Zauwazmy, ze funkcja @ — g(x — y) jest jednostajnie ciagla, zatem dla kazdego £ > 0 istnieje 6 > 0
takie, ze jedli ||l — z|| < 4 to |g(x —y) — g(z — y)| < &. Wobec tego dla takich z i £ mamy

If*g(m)—f*g(Z)IS/ [f@)]-lg(x—y) —g(z —y)|d"y < If()le d*y=ellfl.. O

n R™




(c) Wejdzmy z rozniczkowaniem pod znak calki:

(1 g)@) = g ) (@)

Trzeba jeszcze sprawdzi¢, czy zalozenia tw. o rézniczkowaniu pod znakiem calki byly spelnione, co tatwo

fwate - way = [ fw)gae - vty =1« (
]Rn 1

61‘7; R™

uzasadni¢ w kazdym otoczeniu punktu & w R" korzystajac ze zwartosci nosnika g.

Zadanie 4. (jedynka splotowa) Rozstrzygnij czy istnieje funkcja catkowalna ¢ :
R"™ — R taka, ze dla dowolnej fukcji f € L'(R") zachodzi réwnosé f * 6 = f?

Rozwigzanie: Zakladajac istnienie takiej funkcji § mamy
[l = 11f 61l < [ £l - 161l
Skad [6]]: > 1.

Zalozmy teraz, ze noénik § zawiera punkt xo # 0. Istnieje wowczas kula Bo := B(xo,r) C R™ taka, ze
fBo 0(y)d"y # 0. B.s.o. mozemy przyjac, ze r < ||zo||. Mamy wowczas

0# [ d(y)d 'y = / XB(zo,r) (Y)d(y) d"y = / Xp(o,r (o —y)d(y) d"y =
R™ Rn

By
(XB(o,r) *0)(0) = Xp(0,r)(20) =0 bor < ||zl

Otrzymana sprzecznoéé dowodzi, ze suppd C {0}, co wobec ||6]|1 > 1 jest niemozliwe w klasie L' (R™).

Zadanie 5. (aproksymacja gladka) Niech ¢. : R” — R bedzie jedynka aproksy-
matywna. Wykaz, ze

(a) funkcja f € C.(R™) to f * ¢. — f jednostajnie oraz w normie L.
E—r
(b) funkcja f € L*(R™) to f * ¢ — f w normie L'. Wskazéwka: Funkcje ciagte o
e—
zwartym nosniku sa geste w L' (R").

Wywnioskuj, ze zbiory C*°(R") i C°(R") sg geste w L(R™).

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze supp ¢. C B"™(0,¢) oraz, ze [, ¢-(y)d"y =1, co w tatwy spos6b
wynika z twierdzenia o zamianie zmiennych. Teraz mozemy przystapi¢ do dowodu.
(a) Funkcja f € C°(R™) jest jednostajnie ciagla, stad |f(z) — f(x — y)| < e oile ||y|| < §. Teraz

<
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B(0,5)
/ e-¢gs(y)d'y=c¢.
(0.8)

Z kolei jesli supp f C B(0,R) to supp f * ¢s C B(0,R) + B(0,5) C B(0,R + 0). Zatem calkujac
oszacowanie powyzej mamy

||f—f*¢5||1s/

B(0,R+5)

f@) - fras@de<e [ 1de=0),

B(0,R+9)



co dowodzi zbieznosci w L',

Teraz juz tatwo udowodnimy (b). Dla funkcji f € L' znajdziemy funkcje g € C.(R™) taka, ze ||f—g||1 < e.
Z kolei d.d.m. § mamy z poprzedniego punktu ||g — g * ¢s5||1 < &, a ponadto ||f * ¢s — g * ¢s||1 =
Nf=9g)xdsllh < |If —gllr-llgsll = ||f —gll1 - 1 < e. Z nieréwnosci trojkata

If = Ffxosll <If—gllh + 11 fxds —g*dslli + lg — g * ds]l1 < 3e .

Ponadto
If —gx¢elli <IIf —gllh +llg—g* sl <2e.

Poniewaz g * ¢s jest funkcjg gladka o zwartym nos$niku, mamy teze.



