
AM II.2 2019/20 (gr. ∗)

1. ¢wiczenia zdalne 13 marca 2020 � splot i wygªadzanie.

Rozwi¡zania

Zadanie 1. (podstawowe wªasno±ci splotu) Wyka», »e dla dowolnych funkcji

caªkowalnych f, g, h ∈ L1(Rn)

(a) funkcja y 7→ f(y)g(x − y) jest caªkowalna dla p.w. x ∈ Rn, w zwi¡zku z czym

splot (g ∗ f)(x) jest dobrze okre±lony dla p.w. x ∈ Rn.

(b) zachodzi nierówno±¢ ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1.

(c) splot jest przemienny, tj. f ∗ g = g ∗ f .

(d) splot jest ª¡czny, tj. f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my funkcj¦ h(x,y) = f(y)g(x − y), która jest oczywi±cie mierzaln¡ funkcj¡ w
R2n = Rn × Rn, z uwagi na to, »e miara Lebesgue'a jest produktowa. Je±li f i g s¡ dodatnie to z tw.
Fubini'ego (a w zasadzie z tw. Tonelli'ego) mamy

‖f ∗ g‖1 =

∫
Rn

(f ∗ g)(x) dnx =

∫
Rn

dnx

[∫
Rn

f(y)g(x− y)dny

]
=

∫
R2n

h(x,y) d2n(x,y) =∫
Rn

dny

[∫
Rn

f(y)g(x− y)dnx

]
=
∣∣∣z = x− y, dnz = dnx

∣∣∣ = ∫
Rn

dny

[∫
Rn

f(y)g(z) dnz

]
=∫

Rn

dny

[∫
Rn

f(y)‖g‖1
]
= ‖f‖1 · ‖g‖1 < +∞ .

Udowodnili±my zatem caªkowalno±¢ h na R2n, caªkowalno±¢ f ∗ g na Rn i jednocze±nie oszacowanie (b).
Z caªkowalno±ci h i tw. Fubini'ego mamy automatycznie (a). �eby przej±¢ do funkcji dowolnego znaku
wystarczy zauwa»y¢, »e |f ∗ g| ≤ |f | ∗ |g|.

Przemienno±¢ splotu dowodzimy przez prost¡ zamian¦ zmiennych:

(f∗g)(x) =
∫
Rn

f(y)g(x−y)dny =
∣∣∣z = x−y,y = x−z,dnz = dny

∣∣∣ = ∫
Rn

f(x−z)g(z)dnz = (g∗f)(x) .

Podobne rozumowanie pozwala udowodni¢ ª¡czno±¢ splotu.

f ∗ (g ∗ h)(x) =
∫
Rn

f(y)(g ∗ h)(x− y)dny =

∫
Rn

f(y)

∫
Rn

g(z)h(x− y − z)dnzdny =∫
Rn×Rn

f(y)g(z)h(x− y − z)d2n(y,z)

i analogicznie

(f ∗ g) ∗ h(x) =
∫
R2n

f(w)g(t−w)h(x− t)d2n(t,w) .

Przej±cia pomi¦dzy tymi dwoma caªkami dokonujemy za pomoc¡ zamiany zmiennych y = w, z = t−w.



Zadanie 2. Dla f ∈ Lp(Rn) i g ∈ L1(Rn) udowodnij, »e splot (f ∗ g)(x) jest dobrze
okre±lony dla p.w. x ∈ Rn oraz »e zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢ Younga:

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖p · ‖g‖1 .

Wskazówka: Oszacuj (f ∗ g)(x) z nierówno±ci Höldera.

Rozwi¡zanie: Zaªó»my, »e f i g s¡ dodatnie, je±li nie to szacujemy |f ∗ g| ≤ |f | ∗ |g|. Niech 1
p
+ 1

q
= 1.

Mamy

f ∗ g(x) =
∫
Rn

f(y)g(x− y)dny =

∫
Rn

f(y)g
1
p (x− y) · g

1
q (x− y)dny

Hölder

≤(∫
Rn

fp(y)g(x− y)dny

) 1
p

·
(∫

Rn

g(x− y)dny

) 1
q

= ((fp ∗ g)(x))
1
p · (‖g‖1)

1
q .

A st¡d

(f ∗ g)p(x) ≤ (‖g‖1)
p
q · (fp ∗ g)(x) .

Wobec wcze±niejszego oszacowania ‖(fp ∗ g)‖1 ≤ ‖fp‖1 · ‖g‖1 otrzymujemy

‖f ∗ g‖pp = ‖(f ∗ g)p‖1 ≤ (‖g‖1)
p
q · ‖fp ∗ g‖ ≤ (‖g‖1)

p
q
+1 · ‖fp‖1 = (‖g‖1)p · (‖f‖p)p .

Zadanie 3. (regularno±¢ splotu) Wyka», »e je±li f ∈ L1(Rn), za±

(a) funkcja g : Rn → R jest mierzalna i ograniczona, to splot f ∗ g jest dobrze

okre±lony i ograniczony.

(b) funkcja g : Rn → R jest w klasie Cc(Rn), b¡d¹ C0(Rn) (odpowiednio: funkcje

ci¡gªe o zwartym no±niku i funkcje ci¡gªe znikaj¡ce w niesko«czono±ci) to splot

f ∗ g jest jednostajnie ci¡gªy.

(c) funkcja g : Rn → R jest jest w klasie Ck
c (Rn), to splot f ∗ g jest klasy Ck(Rn).

Rozwi¡zanie: (a) Zaªó»my, »e |g| < M wtedy

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(y)g(x− y)dny ≤
∫
Rn

|f(y)| ·M ≤M · ‖f‖1 < +∞ .

(b) Zauwa»my, »e funkcja x 7→ g(x− y) jest jednostajnie ci¡gªa, zatem dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0
takie, »e je±li ‖x− z‖ < δ to |g(x− y)− g(z − y)| < ε. Wobec tego dla takich z i x mamy

|f ∗ g(x)− f ∗ g(z)| ≤
∫
Rn

|f(y)| · |g(x− y)− g(z − y)| dny ≤
∫
Rn

‖f(y)|ε dny = ε‖f‖1 .



(c) Wejd¹my z ró»niczkowaniem pod znak caªki:

∂

∂xi
(f ∗ g)(x) = ∂

∂xi

∫
Rn

f(y)g(x− y)dny =

∫
Rn

f(y)
∂

∂xi
g(x− y)dny = f ∗

(
∂

∂xi
g

)
(x) .

Trzeba jeszcze sprawdzi¢, czy zaªo»enia tw. o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki byªy speªnione, co ªatwo

uzasadni¢ w ka»dym otoczeniu punktu x w Rn korzystaj¡c ze zwarto±ci no±nika g.

Zadanie 4. (jedynka splotowa) Rozstrzygnij czy istnieje funkcja caªkowalna δ :
Rn → R taka, »e dla dowolnej fukcji f ∈ L1(Rn) zachodzi równo±¢ f ∗ δ = f?

Rozwi¡zanie: Zakªadaj¡c istnienie takiej funkcji δ mamy

‖f‖1 = ‖f ∗ δ‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖δ‖1 ,

Sk¡d ‖δ‖1 ≥ 1.

Zaªó»my teraz, »e no±nik δ zawiera punkt x0 6= 0. Istnieje wówczas kula B0 := B(x0, r) ⊂ Rn taka, »e∫
B0
δ(y)dny 6= 0. B.s.o. mo»emy przyj¡¢, »e r < ‖x0‖. Mamy wówczas

0 6=
∫
B0

δ(y)dny =

∫
Rn

χ
B(x0,r)(y)δ(y) d

ny =

∫
Rn

χ
B(0,r)(x0 − y)δ(y) dny =

(χB(0,r) ∗ δ)(x0) = χ
B(0,r)(x0) = 0 bo r < ‖x0‖.

Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e supp δ ⊂ {0}, co wobec ‖δ‖1 ≥ 1 jest niemo»liwe w klasie L1(Rn).

Zadanie 5. (aproksymacja gªadka) Niech φε : Rn → R b¦dzie jedynk¡ aproksy-

matywn¡. Wyka», »e

(a) funkcja f ∈ Cc(Rn) to f ∗ φε −→
ε→0

f jednostajnie oraz w normie L1.

(b) funkcja f ∈ L1(Rn) to f ∗ φε −→
ε→0

f w normie L1. Wskazówka: Funkcje ci¡gªe o

zwartym no±niku s¡ g¦ste w L1(Rn).

Wywnioskuj, »e zbiory C∞(Rn) i C∞
c (Rn) s¡ g¦ste w L1(Rn).

Rozwi¡zanie: Zauwa»my najpierw, »e suppφε ⊂ Bn(0, ε) oraz, »e
∫
Rn φε(y)d

ny = 1, co w ªatwy sposób
wynika z twierdzenia o zamianie zmiennych. Teraz mo»emy przyst¡pi¢ do dowodu.
(a) Funkcja f ∈ C∞c (Rn) jest jednostajnie ci¡gªa, st¡d |f(x)− f(x− y)| < ε o ile ‖y‖ < δ. Teraz

|f(x)− (f ∗ φδ)(x)| =
∣∣∣∣f(x) ∫

Rn

φδ(y)d
ny −

∫
Rn

f(x− y)φδ(y)d
ny

∣∣∣∣ ≤∫
Rn

|f(x)− f(x− y)|φδ(y)dny =

∫
B(0,δ)

|f(x)− f(x− y)|φδ(y)dny ≤∫
(0,δ)

ε · φδ(y)dny = ε .

Z kolei je±li supp f ⊂ B(0, R) to supp f ∗ φδ ⊂ B(0, R) + B(0, δ) ⊂ B(0, R + δ). Zatem caªkuj¡c
oszacowanie powy»ej mamy

‖f − f ∗ φδ‖1 ≤
∫
B(0,R+δ)

|f(x)− f ∗ φδ(x)|dnx ≤ ε
∫
B(0,R+δ)

1 dnx = O(ε) ,



co dowodzi zbie»no±ci w L1.

Teraz ju» ªatwo udowodnimy (b). Dla funkcji f ∈ L1 znajdziemy funkcj¦ g ∈ Cc(Rn) tak¡, »e ‖f−g‖1 ≤ ε.
Z kolei d.d.m. δ mamy z poprzedniego punktu ‖g − g ∗ φδ‖1 < ε, a ponadto ‖f ∗ φδ − g ∗ φδ‖1 =
‖(f − g) ∗ φδ‖1 ≤ ‖f − g‖1 · ‖φδ‖1 = ‖f − g‖1 · 1 ≤ ε. Z nierówno±ci trójk¡ta

‖f − f ∗ φδ‖1 ≤ ‖f − g‖1 + ‖f ∗ φδ − g ∗ φδ‖1 + ‖g − g ∗ φδ‖1 < 3ε .

Ponadto
‖f − g ∗ φε‖1 ≤ ‖f − g‖1 + ‖g − g ∗ φδ‖ < 2ε .

Poniewa» g ∗ φδ jest funkcj¡ gªadk¡ o zwartym no±niku, mamy tez¦.


