18. éwiczenia zdalne 9 czerwca 2020
Twierdzenie Sarda, miara Haara

Zadanie 1. Rozwazmy wielomian F' € C[z] traktowany jako odwzorowanie F:52 582
gdzie S = CU{oo}. Wyznacz stopien odwzorowania F. Wskazéwka: Oblicz stopien dla
F(z)=2z".

Rozwigzanie: Zacznijmy od policzenia stopnia z — z™. WartoS$ciami regularnymi sa, wszystkie elementy
C z wyjatkiem zera. W szczegblnosci mozemy wybra¢ 1 jako warto$¢ regularna. Jej przeciwobraz
F7'(1)={e'|i=1,...,n} to zbior wszystkich pierwiastkow z jedynki. Zbadajmy F w poblizu takiego
pierwiastka: F’(¢) = ne™*. Traktujac dF jako odwzorowanie R? — R? mamy

dF(E)w] =ne" ' w=n (_“b Z) [wl] :

w2

gdzie " = a+ i b oraz w = [w1,wz]. Jak wida¢ macierz pochodnej ma dodatni wyznacznik, a wiec
zachowuje orientacje. Wynika stad, ze stopiefi rozwazanego wielomianu to n = deg F.

Aby przejsé do dowolnego wielomianu F € C[z] mozemy postepowaé dwojako. Sposob pierwszy to
powtorzy¢ powyzsze rozumowanie dla ogdlnego wielomianu, uzycie zasadniczego twierdzenia algebry,
aby pokazaé¢, ze przeciwobraz generycznego punktu sklada sie¢ z n réznych punktéw i zinterpretowanie
pochodnej zespolonej jako macierzy w R? o dodatnim wyznaczniku.
Sposob drugi to wydzielenie w F' wyrazu najwyzszego stopnia F(t) = r-¢e'® - 2™ + W,,_1(2) i rozwazenie
pary homotopii

Fi(z)=71-€% 2" +t(Wn_1(2)) orazGy(z) =r"-e*'z"

przeksztalcajacych dany wielomian zespolony na wielomian z". Poniewaz stopieri jest niezmiennikiem
homotopijnym wnosimy, ze degﬁ' to stopieni F' jako wielomianu. Pewnej uwagi wymaga jeszcze kwestia,
czy F, jest homotopia na calej sferze Riemanna. Dla |z| < M jest to jasne, za$ dla |z| > M wartosci

wielomianu skupiaja sie w malym otoczeniu oo i tez dostaniemy ciaglto$¢ w obu zmiennych.

Przy okazji widzielismy, ze jesli odwzorowanie F : C — C jest rézniczkowalne w sensie zespolonym (tj.
dla kazdego z € C istnieje liczba zespolona F'(z) € C taka, Ze dla kazdego h € C zachodz F(z + h) =
F(2)+F(2)-h+o(|h|)), to pochodna F rozumianego jako odwzorowanie (f,g) : R* — R? musi byé postaci
fb , a zatem spetnione sq tak zwane réwnania Cauchy’ego-Riemann’a
of = 99 oraz of = _99 .
or Oy Jy ox

Wynika z nich szereg bardzo mocnych wtasciowosci funkcji rézniczkowalnych w sensie zespolonym. My

korzystalismy z tego, ze taka pochodna w punkcie nieosobliwym zachowuje orientacje.

Zadanie 2. Rozwazmy wielomiany F,G € C[z] i odwzorowania (%) : 82 — S2, oraz

(g/) 1 8% — 52 gdzie 52 = CU {00} i § = co. Wyznacz stopieti odwzorowan () i (g)

Rozwigzanie:  Zauwazmy, ze odwzorowanie (é) to zlozenie odwzorowania G : S? — S2 oraz od-
wzorowania z — % rozumianego jako automorfizm sfery Riemanna. Ponadto mozemy zauwazy¢, ze
skladaniu przeksztalcein f : M — N ig: N — S odpowiada mnozenie ich stopni — co latwo widaé
wprost na poziomie najwyzszych kohomologii — [f(g)]* = f*(¢*) : R = H"(S) - H"(M) = R, gdzie
f*:R=H"(N)— H"(M) = R to mnozenie przez deg f oraz g* : R = H"(S) - H"(N) = R to mnoze-
nie przez deg g. Poniewaz przeksztalcenie z — % ma stopien 1 (jest rozniczkowalne w sensie zespolonym



i kazdy punkt ma dokladnie 1 przeciwobraz), wnioskujemy, ze stopien (é) jest rowny stopniowi G jako
wielomianu.

Uzupetnié przypadek funkcji wymiernej

Definicja. Niech F': R"™ — R bedzie funkcja gladka majaca izolowane punkty krytyczne. Wowczas
dla kazdego « € R" i kazdego v € R" mamy

F(z +v) = F(&) + dFy[v] + d* Fa[v,v] + o(|v]%) ,

gdzie druga pochodna d?F, to forma kwadratowa na przestrzeni stycznej T, R". Powiemy, ze F'
jest funkcjg Morse’a gdy w kazdym punkcie krytycznym a € M forma d2Fj jest pelnego rzedu.
Analogicznie definiujemy funkcje Morse’a F': M — R na rozmaitosci M.

Zadanie 3. Niech F': R" — R bedzie dowolng funkcja gtadka majaca izolowane punkty
krytyczne. Wykaz, ze istnieje @ € R"™ takie, ze Fy(x) = F(x) + (a,x) jest funkcja
Morse’a.

OF OF

Rozwigzanie: Rozwazmy odwzorowanie G : ¢ — (8—“‘ yeos 50| ). Zauwazmy, ze x jest punktem
n

krytycznym F wtedy i tylko wtedy gdy G(z) = 0. Co wigcej F jest ?unkcjat Morse’a gdy kazde zero G

jest punktem regularnym (wtedy druga pochodna ( ) jest pelnego rzedu. Na mocy tw. Sarda

92F
Oz ;0 -
zbioér wartosci krytycznych G jest miary zero, wobec czego w dowolnym otoczeniu 0 € R™ istnieje wartosé

y

regularna @ € R". Wowczas w punktach 2 € G~'(a) mamy Vf‘ = a i druga pochodna (%
T Kt

jest pelnego rzedu. Oznacza to, ze funkcja F(x) — (a, x) jest funkcja Morse’a.

Zadanie 4. (Istnienie funkcji Morse’a na rozmaitosci zwartej) Niech F': M — R
bedzie funkcja gladka na rozmaito$¢ zwartej majaca tylko izolowane punkty krytyczne.
Wykaz, ze istnieje funkcja F' dowolnie bliska F' w normie supremum, ktéra jest funkcja
Morse’a

Rozwigzanie: Szkic dowodu. Oznaczmy przez x; € M skonczony zbior punktow krytycznych F. Wy-
bierzmy parami roztaczne otoczenia U; tych punktéw na ktorych wprowadzmy lokalne uklady wspotrzed-
nych woké6l ;. Pomyst polega na tym, aby poprawi¢ F' w otoczeniach U; dodajac maty wyraz liniowy
jak w poprzednim zadaniu. Trzeba zadbac o to, aby wygasi¢ taka poprawke wewnatrz U; (na przyklad
mnozac przez odpowiednio dorany element podziatu jednosci) tak aby nie popsu¢ zadanych wlasnosci F

— tutaj przydaje si¢ kontrola modultu pochodnej F'. Szczegély zostawiamy do uzupelnienia.

Definicja. Niech G bedzie grupa topologiczna lokalnie zwarta. Miarg Haara na G nazywamy miare
u na o-ciele zbioré6w borelowskich o nastepujacych wtasnosciach

a) u jest lewo-niezmiennicza, tj. p(gE) = p(E) dla E € B(G),




b) w jest regularna, a wiec dla dowolnego zbioru borelowskiego E € B(G) zachodzi réwnosc
w(E) =inf{p(U) | E C U- otwarty} ,
oraz dla dowolnego zbioru otwartego U zachodzi
w(U) = sup{u(K) | U D K- zwarty} .
c) Zbiory zwarte maja skonczona miare u

Twierdzenie (Haar, Weil). Na dowolnej grupie lokalnie zwartej istnieje miara Haara. Co wiecej
miara ta jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnosciq do statego czynnika.

W przypadku grupy macierzowej (ogdlniej grupy Lie’go, czyli grupy ktéra jednoczesnie ma strukture
gtadkiej rozmaitosci réiniczkowej, takq ze dziatania grupowe (g,h) — gh i g — g~ ' sq odwzorowa-
niami gtadkimi, odpowiednio G x G — G 1 G — G) miare Haara mozemy zbudowaé z bazowych
jedno-form lewo niezmienniczych bedgcych sktadowymi formy g 'dg : G — R"

Zadanie 5. Znalez¢ dowolng miare lewo-niezmienniczg (miare Haara) na grupach

a) Ry z mnozeniem.

1 b
b) Grupie macierzy postaci [ 0 c |, gdzie a,b,c € R, z mnozeniem macierzowym.
0 1

O = Q

c¢) Grupie SU(2) (macierzy unitarnych wymiaru 2 o wyznaczniku 1).

—~

Rozwigzanie: W pierwszym przypadku szukamy 1-formy postaci 7 = f(z)dx. Poniewaz mnozenie
grupowe dziala nastepujaco Ly : y — gy, mamy (Lg)*nly = f(g9y)d(gy) = g f(gy)dy. Ta forma jest
réowna 7, wtedy i tylko wtedy gdy g f(g9y) = f(y), co latwo daje f(y) = %~ Ostatecznie miara Haara
jest réwna %dy, gdzie a jest dowolna stala dodatnig.

W przypadku (b) rozwazane macierze sa parametryzowane trzema liczbami rzeczywistymi (a, b, c) € R,
Policzmy forme g~ 1 dg, aby znalez¢ bazowe 1-formy lewo-niezmiennicze:

—1

1 a b 1 da db 1 —a —-b+ac 0 da db 0 da db—adc
g 'dg=1[0 1 ¢ 0 1 de|=(0 1 —c 0 0 de|l=({0 o0 de
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

Wynika stad, ze formy a1 = da, a2 = db — adc i as = dc stanowia baze 1-form lewo-niezmienniczych,
skad
a1 ANas Aaz =da AdbAde

jest 3-forma lewo-niezmiennicza definiujaca miare Haara.
Grupa SU(2) to macierze unitarne (a wiec AA" = I2) o wyznaczniku réwnym 1. Latwo pokazaé, ze
kazda taka macierz musi by¢ postaci

<x+iy —z4it

.2 2 2 42
it :r—iy)’ gdzie z° +y“ + 2"+t = 1.



Jak wida¢ mamy naturalne utozsamienie SU(2) = S®. Wowczas mamy
gy — t4iy —z+it)  (de+idy —dz+idt (z—iy z—it) (dz+idy —dz+idt\ _
I Y= \evit a2—iy dz+idt dz—idy —z—it w4+iy)\dz+idt dez—idy) "

i(zxdy —yde + 2z dt — ¢ dz) (zdz—xzde+ydt—tdy)+i(zdt—tdz+y
—(zdz—zdz+ydt—tdy)+i(xdt—tde+ydz— 2dy) —i(zdy—yde+zdt—tdz)

gdzie opuscilismy forme x dz+y dy+2z dz+t dt = 0. Stad widzimy, ze baza 1-form lewo-niezmienniczych
jestar =xdy—yder+zdt—tdz,aec=zdr—zdz4+ydt—tdyias =z dt —tde+ydz— zdy.
Forma

artNaz Aasg =...=dz Ady Adz Adt[[z,y, 2, t], -, -, ] ,

a wiec forma miary powierzchniowej na S® jest miara Haara na SU(2).
Sam wynik mozna otrzymaé szybciej: miara powierzchniowa na S* jest niezmiennicza na izometrie, z
kolei mozna pokazaé¢, ze dzialanie SU(2) na sobie to dzialanie przez izometrie, stad miara powierzch-

niowa na S® jest niezmiannicza na dziatanie grupy SU(2), i z jednoznacznosci miary Haara mamy teze.



