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Twierdzenie Sarda, miara Haara

Zadanie 1. Rozwa»my wielomian F ∈ C[z] traktowany jako odwzorowanie F̃ : S2 → S2,

gdzie S2 = C∪{∞}. Wyznacz stopie« odwzorowania F̃ . Wskazówka: Oblicz stopie« dla

F (z) = zn.

Rozwi¡zanie: Zacznijmy od policzenia stopnia z 7→ zn. Warto±ciami regularnymi s¡, wszystkie elementy
C z wyj¡tkiem zera. W szczególno±ci mo»emy wybra¢ 1 jako warto±¢ regularn¡. Jej przeciwobraz
F−1(1) = {εi | i = 1, . . . , n} to zbiór wszystkich pierwiastków z jedynki. Zbadajmy F w pobli»u takiego
pierwiastka: F ′(ε) = nεn−1. Traktuj¡c dF jako odwzorowanie R2 → R2 mamy

dF (ε)[w] = nεn−1 ·w = n

(
a b
−b a

)[
w1

w2

]
,

gdzie εn = a + i b oraz w = [w1, w2]. Jak wida¢ macierz pochodnej ma dodatni wyznacznik, a wi¦c
zachowuje orientacj¦. Wynika st¡d, »e stopie« rozwa»anego wielomianu to n = degF .

Aby przej±¢ do dowolnego wielomianu F ∈ C[z] mo»emy post¦powa¢ dwojako. Sposób pierwszy to
powtórzy¢ powy»sze rozumowanie dla ogólnego wielomianu, u»ycie zasadniczego twierdzenia algebry,
aby pokaza¢, »e przeciwobraz generycznego punktu skªada si¦ z n ró»nych punktów i zinterpretowanie
pochodnej zespolonej jako macierzy w R2 o dodatnim wyznaczniku.

Sposób drugi to wydzielenie w F wyrazu najwy»szego stopnia F (t) = r · eiφ · zn +Wn−1(z) i rozwa»enie
pary homotopii

Ft(z) = r · eiφ · zn + t(Wn−1(z)) orazGt(z) = rt · eiφtzn

przeksztaªcaj¡cych dany wielomian zespolony na wielomian zn. Poniewa» stopie« jest niezmiennikiem

homotopijnym wnosimy, »e deg F̃ to stopie« F jako wielomianu. Pewnej uwagi wymaga jeszcze kwestia,

czy F̃t jest homotopi¡ na caªej sferze Riemanna. Dla |z| < M jest to jasne, za± dla |z| > M warto±ci

wielomianu skupiaj¡ si¦ w maªym otoczeniu ∞ i te» dostaniemy ci¡gªo±¢ w obu zmiennych.

Przy okazji widzieli±my, »e je±li odwzorowanie F : C → C jest ró»niczkowalne w sensie zespolonym (tj.
dla ka»dego z ∈ C istnieje liczba zespolona F ′(z) ∈ C taka, »e dla ka»dego h ∈ C zachodz F (z + h) =
F (z)+F (z) ·h+o(|h|)), to pochodna F rozumianego jako odwzorowanie (f, g) : R2 → R2 musi by¢ postaci(
a b
−b a

)
, a zatem speªnione s¡ tak zwane równania Cauchy'ego-Riemann'a

∂f

∂x
=
∂g

∂y
oraz

∂f

∂y
= −∂g

∂x
.

Wynika z nich szereg bardzo mocnych wªa±ciowo±ci funkcji ró»niczkowalnych w sensie zespolonym. My

korzystali±my z tego, »e taka pochodna w punkcie nieosobliwym zachowuje orientacj¦.

Zadanie 2. Rozwa»my wielomiany F,G ∈ C[z] i odwzorowania
(̃
1
G

)
: S2 → S2, oraz(̃

F
G

)
: S2 → S2 gdzie S2 = C ∪ {∞} i 1

0 = ∞. Wyznacz stopie« odwzorowa«
(̃
1
G

)
i
(̃
F
G

)
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e odwzorowanie
(̃

1
G

)
to zªo»enie odwzorowania G̃ : S2 → S2 oraz od-

wzorowania z 7−→ 1
z
rozumianego jako automor�zm sfery Riemanna. Ponadto mo»emy zauwa»y¢, »e

skªadaniu przeksztaªce« f : M → N i g : N → S odpowiada mno»enie ich stopni � co ªatwo wida¢
wprost na poziomie najwy»szych kohomologii � [f(g)]∗ = f∗(g∗) : R = Hn(S) → Hn(M) = R, gdzie
f∗ : R = Hn(N)→ Hn(M) = R to mno»enie przez deg f oraz g∗ : R = Hn(S)→ Hn(N) = R to mno»e-
nie przez deg g. Poniewa» przeksztaªcenie z 7→ 1

z
ma stopie« 1 (jest ró»niczkowalne w sensie zespolonym



i ka»dy punkt ma dokªadnie 1 przeciwobraz), wnioskujemy, »e stopie«
(̃

1
G

)
jest równy stopniowi G jako

wielomianu.

Uzupeªni¢ przypadek funkcji wymiernej

De�nicja. Niech F : Rn → R b¦dzie funkcj¡ gªadk¡ maj¡c¡ izolowane punkty krytyczne. Wówczas
dla ka»dego x ∈ Rn i ka»dego v ∈ Rn mamy

F (x+ v) = F (x) + dFx[v] + d2Fx[v,v] + o(|v‖2) ,

gdzie druga pochodna d2Fx to forma kwadratowa na przestrzeni stycznej Tx Rn. Powiemy, »e F
jest funkcj¡ Morse'a gdy w ka»dym punkcie krytycznym x ∈ M forma d2Fx jest peªnego rz¦du.
Analogicznie de�niujemy funkcj¦ Morse'a F :M → R na rozmaito±ci M .

Zadanie 3. Niech F : Rn → R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ gªadk¡ maj¡c¡ izolowane punkty

krytyczne. Wyka», »e istnieje a ∈ Rn takie, »e Fa(x) = F (x) + 〈a,x〉 jest funkcj¡

Morse'a.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my odwzorowanie G : x 7−→ ( ∂F
∂x1

∣∣∣
x
, . . . , ∂F

∂xn

∣∣∣
x
). Zauwa»my, »e x jest punktem

krytycznym F wtedy i tylko wtedy gdy G(x) = 0. Co wi¦cej F jest funkcj¡ Morse'a gdy ka»de zero G

jest punktem regularnym (wtedy druga pochodna
(

∂2F
∂xi∂xj

∣∣∣
x

)
jest peªnego rz¦du. Na mocy tw. Sarda

zbiór warto±ci krytycznych G jest miary zero, wobec czego w dowolnym otoczeniu 0 ∈ Rn istnieje warto±¢

regularna a ∈ Rn. Wówczas w punktach x ∈ G−1(a) mamy ∇f
∣∣∣
x
= a i druga pochodna

(
∂2F

∂xi∂xj

∣∣∣
x

)
jest peªnego rz¦du. Oznacza to, »e funkcja F (x)− 〈a,x〉 jest funkcj¡ Morse'a.

Zadanie 4. (Istnienie funkcji Morse'a na rozmaito±ci zwartej) Niech F : M → R
b¦dzie funkcj¡ gªadk¡ na rozmaito±¢ zwartej maj¡c¡ tylko izolowane punkty krytyczne.

Wyka», »e istnieje funkcja F̃ dowolnie bliska F w normie supremum, która jest funkcj¡

Morse'a

Rozwi¡zanie: Szkic dowodu. Oznaczmy przez xi ∈ M sko«czony zbiór punktów krytycznych F . Wy-

bierzmy parami rozª¡czne otoczenia Ui tych punktów na których wprowad¹my lokalne ukªady wspóªrz¦d-

nych wokóª xi. Pomysª polega na tym, aby poprawi¢ F w otoczeniach Ui dodaj¡c maªy wyraz liniowy

jak w poprzednim zadaniu. Trzeba zadba¢ o to, aby wygasi¢ tak¡ poprawk¦ wewn¡trz Ui (na przykªad

mno»¡c przez odpowiednio dorany element podziaªu jedno±ci) tak aby nie popsu¢ »¡danych wªasno±ci F

� tutaj przydaje si¦ kontrola moduªu pochodnej F . Szczegóªy zostawiamy do uzupeªnienia.

De�nicja. Niech G b¦dzie grup¡ topologiczn¡ lokalnie zwart¡. Miar¡ Haara na G nazywamy miar¦
µ na σ-ciele zbiorów borelowskich o nast¦puj¡cych wªasno±ciach

a) µ jest lewo-niezmiennicza, tj. µ(gE) = µ(E) dla E ∈ B(G),



b) µ jest regularna, a wi¦c dla dowolnego zbioru borelowskiego E ∈ B(G) zachodzi równo±¢

µ(E) = inf{µ(U) | E ⊂ U� otwarty} ,

oraz dla dowolnego zbioru otwartego U zachodzi

µ(U) = sup{µ(K) | U ⊃ K� zwarty} .

c) Zbiory zwarte maj¡ sko«czon¡ miar¦ µ

Twierdzenie (Haar, Weil). Na dowolnej grupie lokalnie zwartej istnieje miara Haara. Co wi¦cej
miara ta jest wyznaczona jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do staªego czynnika.

W przypadku grupy macierzowej (ogólniej grupy Lie'go, czyli grupy która jednocze±nie ma struktur¦
gªadkiej rozmaito±ci ró»niczkowej, tak¡ »e dziaªania grupowe (g, h) 7→ gh i g 7→ g−1 s¡ odwzorowa-
niami gªadkimi, odpowiednio G × G → G i G → G) miar¦ Haara mo»emy zbudowa¢ z bazowych
jedno-form lewo niezmienniczych b¦d¡cych skªadowymi formy g−1dg : G→ Rn

Zadanie 5. Znale¹¢ dowoln¡ miar¦ lewo-niezmiennicz¡ (miar¦ Haara) na grupach

a) R+ z mno»eniem.

b) Grupie macierzy postaci

1 a b
0 1 c
0 0 1

, gdzie a, b, c ∈ R, z mno»eniem macierzowym.

c) Grupie SU(2) (macierzy unitarnych wymiaru 2 o wyznaczniku 1).

Rozwi¡zanie: W pierwszym przypadku szukamy 1-formy postaci η = f(x)dx. Poniewa» mno»enie
grupowe dziaªa nast¦puj¡co Lg : y 7→ gy, mamy (Lg)

∗η|y = f(gy)d(gy) = g f(gy)dy. Ta forma jest
równa ηy wtedy i tylko wtedy gdy g f(gy) = f(y), co ªatwo daje f(y) = a

y
. Ostatecznie miara Haara

jest równa a
y
dy, gdzie a jest dowoln¡ staª¡ dodatni¡.

W przypadku (b) rozwa»ane macierze s¡ parametryzowane trzema liczbami rzeczywistymi (a, b, c) ∈ R3.
Policzmy form¦ g−1 dg, aby znale¹¢ bazowe 1-formy lewo-niezmiennicze:

g−1dg =

1 a b
0 1 c
0 0 1

−11 da db
0 1 dc
0 0 1

 =

1 −a −b+ ac
0 1 −c
0 0 1

0 da db
0 0 dc
0 0 0

 =

0 da db− a dc
0 0 dc
0 0 0

 .

Wynika st¡d, »e formy α1 = da, α2 = db − adc i α3 = dc stanowi¡ baz¦ 1-form lewo-niezmienniczych,
sk¡d

α1 ∧ α2 ∧ α3 = da ∧ db ∧ dc

jest 3-form¡ lewo-niezmiennicz¡ de�niuj¡c¡ miar¦ Haara.

Grupa SU(2) to macierze unitarne (a wi¦c AA
T

= I2) o wyznaczniku równym 1. �atwo pokaza¢, »e
ka»da taka macierz musi by¢ postaci(

x+ i y −z + i t
z + i t x− i y

)
, gdzie x2 + y2 + z2 + t2 = 1.



Jak wida¢ mamy naturalne uto»samienie SU(2) = S3. Wówczas mamy

g−1dg =

(
x+ i y −z + i t
z + i t x− i y

)−1(
dx+ i dy −dz + i dt
dz + i dt dx− i dy

)
=

(
x− i y z − i t
−z − i t x+ i y

)(
dx+ i dy −dz + i dt
dz + i dt dx− i dy

)
=(

i(x dy − y dx+ z dt− t dz) (z dx− x dz + y dt− t dy) + i (x dt− t dx+ y dz − zdy)
− (z dx− x dz + y dt− t dy) + i (x dt− t dx+ y dz − zdy) −i(x dy − y dx+ z dt− t dz)

)
,

gdzie opu±cili±my form¦ x dx+y dy+z dz+t dt = 0. St¡d widzimy, »e baz¡ 1-form lewo-niezmienniczych
jest α1 = x dy − y dx + z dt − t dz, α2 = z dx − x dz + y dt − t dy i α3 = x dt − t dx + y dz − zdy.
Forma

α1 ∧ α2 ∧ α3 = . . . = dx ∧ dy ∧ dz ∧ dt[[x, y, z, t], ·, ·, ·] ,
a wi¦c forma miary powierzchniowej na S3 jest miar¡ Haara na SU(2).

Sam wynik mo»na otrzyma¢ szybciej: miara powierzchniowa na S3 jest niezmiennicza na izometrie, z

kolei mo»na pokaza¢, »e dziaªanie SU(2) na sobie to dziaªanie przez izometrie, st¡d miara powierzch-

niowa na S3 jest niezmiannicza na dziaªanie grupy SU(2), i z jednoznaczno±ci miary Haara mamy tez¦.


