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Twierdzenie Sarda

Zadanie 1. Rozwa»my zanurzenie i : M ⊂ RN ustalonej n-wymiarowej rozmaito±ci

M w pewn¡ przestrze« euklidesow¡. Przez πa : RN → RN−1 rozwa»my rzutowanie na

przestrze« prostopadª¡ do ustalonego wektora a ∈ RN \ {0}.
Znajd¹ warunek na liczb¦ N , aby istniaª wektor a taki by πa(i) : M → RN−1 równie»

byªo zanurzeniem.

Rozwi¡zanie: Od zanurzenia »¡damy aby byªo jednocze±nie wªo»eniem i immersj¡. Zatem aby zªo»enie
πa(i) byªo zanurzeniem murz¡ by¢ jednocze±nie speªnione dwa warunki:

• dla dowolnych x,y ∈M i t ∈ R musimy mie¢ a 6= t(x− y)

• dla dowolnego x ∈M musi zachodzi¢ warunek a 6∈ TxM .

Wobec tego rozwa»my odwzorowania

F : M ×M × R −→ RN F (x,y, t) :=
i(x)− i(y)

t
oraz

G : TM −→ RN G(x,v) := i∗v .

(Poprzez TM oznaczamy tutaj wi¡zk¦ styczn¡ do rozmaito±ci M , czyli rozmaito±¢ w której punktami

s¡ wszystkie pary (x,v) takie, »e x ∈ M , za± v ∈ TxM .) Jak wida¢ F i G to gªadkie odwzorowania z

rozmaito±ci, odpowiednio, 2n+ 1 i 2n wymiarowej w RN (oznaczamy n = dimM). Na mocy tw. Saarda

imF oraz imG b¦d¡ miary zero w RN gdy n > 2n+1 (tak naprawd¦ wystarczy nam tutaj wiedza, »e dla

gªadkiego F : RN → RN obrazem zbioru miary zero jest zbiór miary zero). Wobec tego przy N ≥ 2N+2

istnieje a ∈ RN \ (imF ∪ imG). Wnioskujemy st¡d, »e je±li dan¡ rozmaito±¢ wymiaru n mo»na zanurzy¢

w pewn¡ przestrze« euklidesow¡, to mo»na j¡ te» zanurzy¢ w R2n+1. Z twierdzenia Whitney'a wynika,

»e mo»na ten wymiar obni»y¢ dalej do 2n.

Zadanie 2. Wyka», »e ka»d¡ zwart¡ rozmaito±¢ M mo»emy zanurzy¢ w pewn¡ prze-

strze« euklidesow¡ RN . Wskazówka: spróbuj skonstruowa¢ zanurzenie dla M maj¡cej

atlas skªadaj¡cy si¦ z dwóch map.

Rozwi¡zanie: Je±liM ma atlas skªadaj¡cy si¦ z jednej mapy φ : M → U ⊂ Rn to ta mapa automatycznie
de�niuje zanurzenie M w Rn. W przypadku atlasu skªadaj¡cego si¦ z dwóch map: M = V1 ∪ V2,
φ1 : V1 → U1 ⊂ Rn, φ2 : V2 → U2 ⊂ Rn, naturalnym pomysªem jest próbowa¢ budowa¢ zanurzenie
postaci ϕ(x) = (φ1(x), φ2(x)), z którym jest ten problem, »e nie jest dobrze okre±lone na granicach obu
map. Aby temu zaradzi¢ wystarczy rozwa»y¢ rozszerzenie map φi na caªeM z u»yciem podziaªu jedno±ci:
f1+f2 = 1, a wi¦c φ̃1 = φ1·f1 oraz φ̃2 = φ2·f2. Okre±lmy teraz odwzorowanie ϕ(x) = (φ̃1(x), φ̃2(x)). Jest
ono dobrze okre±lone i gªadkie, ale w ogólno±ci nie musi by¢ ró»nowarto±ciowe (nie ma dobrego sposobu
aby jednoznacznie przypisa¢ punkt x jego obrazowi φ(x)). Aby temu zaradzi¢ doªó»my dodatkow¡
informacj¦ o u»ytym podziale jedno±ci:

ϕ(x) = (φ̃1(x), φ̃2(x), f1(x)) ,

co pozwala ju» jednoznacznie odwróci¢ odwzorowanie.

W ogólnym przypadku M jako rozmaito±¢ zwarta ma sko«czony atlas M =
⋃k

i=1 Vi; φi : Vi → Ui ⊂ Rn,
a powy»szy wzór mo»emy uogólni¢ do

ϕ(x) = (f1(x) · φ1(x), . . . , fk(x) · φk(x), f1(x), . . . , fk−1(x)) .



Zadanie 3. Rozwa»my 2-form¦ ω na 4-wymiarowej rozmaito±ciM . Zaªó»my dodatkowo,

»e ωjest zamkni¦ta, oraz niezdegenerowana, w tym sensie, »e forma ω ∧ ω nigdzie nie

znika. (Par¦ (M,ω) o powy»szych wªasno±ciach nazywamy rozmaito±ci¡ symplektyczn¡.)

Wyka», »e wokóª ka»dego punktu p ∈ M istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x1, x2, y1, y2), w
których ω ma posta¢

ω = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2 .

Rozwi¡zanie: Poniewa» ω jest zamkni¦ta, lokalnie znajdziemy form¦ θ tak¡, »e ω = dθ. Bez straty

ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e θp 6= 0 (zawsze mo»emy zamieni¢ θ na θ + df). Na mocy twierdzenia

Darboux w R4 wiemy, »e istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x1, x2, y1, y2), w których θ = x1 dy1 +x2 dy2. Po

zró»niczkowaniu dostaniemy lokaln¡ posta¢ ω.

De�nicja. Rozwa»my odwzorowanie gªadkie F : M → N pomi¦dzy dwoma zwartymi rozma-
ito±ciami zorientowanymi bez brzegu tego samego wymiaru n = dimM = dimN . Indukowane
odwzorowanie w n-tych kohomologiach de Rhama

F ∗ : Hn(N) ' R −→ Hn(M) ' R

jest odwzorowaniem liniowym, a zatem ma posta¢ F ∗ : t 7−→ c · t. Liczb¦ c nazywamy stopniem
przeksztaªcenia F .
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Okazuje si¦, »e stopie« musi by¢ liczb¡ caªkowit¡, co ªatwo wynika z tw. Sarda. Rozwa»my miano-
wicie dowoln¡ warto±¢ regularn¡ y ∈ N . Zbiór F−1(y) jest zwart¡ 0-wymiarow¡ podrozmaito±ci¡
w M , a wi¦c musi by¢ sko«czonym zbiorem punktów {x1, . . . ,xk}. Co wi¦cej dFxi jest nieoso-
bliwe, a zatem F jest dyfeomor�zmem w otoczeniu ka»dego z punktów xi. Istnieje zatem otoczenie
y ∈ U ⊂ N takie, »e F−1(U) to suma rozª¡cznych otocze« Ui 3 xi. Wybierzmy teraz generator
ω ∈ Ωn(N) grupy Hn(N) o no±niku w U . (Zakªadamy, »e

∫
N
ω =

∫
U
ω = 1.) Jego obrazem jest

suma k-generatorów ωi = (F |Ui)
∗ ω grupy Hn(M), przy czym ka»dy z generatorów przychodzi ze

znakiem plus lub minus (tzn.
∫
M
ωi =

∫
Ui
ωi =

∫
Ui
F ∗ω = ±

∫
U
ω = ±1), zale»nie od tego czy

F |Ui : Ui → U zachowuje orientacj¦ czy nie. Wniosek: degF =
∑

sk ±1 =
∑

sk sgn (det dFxi). Co
wi¦cej powy»sza procedura pokazuje jak mo»emy policzy¢ stopie« danego odwzorowania.



Zadanie 4. Rozwa»my wielomian F ∈ R[x] traktowany jako odwzorowanie F̃ : S1 → S1,

gdzie S1 = R ∪ {∞}. Wyznacz stopie« odwzorowania F̃ .

Rozwi¡zanie: Zbiór warto±ci krytycznych dla F̃ to {F (x) | F ′(x) = 0}. Rozwa»my dowoln¡ warto±¢
regularn¡ y rozwa»anego wielomianu i niech F−1(y) = {x1, . . . , xk}. W istocie je±li |y| b¦dzie dostatecznie
du»y, to ten zbiór b¦dzie 1 elementowy dla wielomianów nieparzystego stopnia i 2 albo zero elementowy
dla wielomianów parzystego stopnia. W pierwszym przypadku deg F̃ = ±1, a w drugim 0 � zobacz
rysunek.
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Odp. 0 dla wielomianów parzystego stopnia, ±1 dla wielomianów nieparzystego stopnia, gdzie znak ±
zale»y od wspóªczynnika przy wyrazie dominuj¡cym.

Zadania domowe na 9 czerwca:

Zadanie 5. Rozwa»my wielomian F ∈ C[z] traktowany jako odwzorowanie F̃ : S2 → S2,

gdzie S2 = C∪{∞}. Wyznacz stopie« odwzorowania F̃ . Wskazówka: Oblicz stopie« dla

F (z) = zn.

Zadanie 6. Rozwa»my wielomian F ∈ C[z] i funkcj¦ wymiern¡ G = 1
F traktowan¡ jako

odwzorowanie F̃ : S2 → S2, gdzie S2 = C ∪ {∞}. Wyznacz stopie« odwzorowania G̃.

Wskazówka: Oblicz stopie« dla G(z) = 1
zn .


