17. éwiczenia zdalne 5 czerwca 2020
Twierdzenie Sarda

Zadanie 1. Rozwazmy zanurzenie i : M C RY ustalonej n-wymiarowej rozmaitosci
M w pewna przestrzen euklidesowa. Przez mq : RV — RN~! rozwazmy rzutowanie na
przestrzen prostopadta do ustalonego wektora a € RY \ {0}.

Znajdz warunek na liczbe N, aby istnial wektor @ taki by 74(i) : M — RN~! r6wniez
bylo zanurzeniem.

Rozwigzanie: Od zanurzenia zadamy aby byto jednocze$nie wlozeniem i immersja. Zatem aby zlozenie
7a (%) bylo zanurzeniem murza by¢ jednoczesnie spelione dwa warunki:

e dla dowolnych @,y € M it € R musimy mieé¢ a # t(x — y)
e dla dowolnego « € M musi zachodzi¢ warunek a ¢ T, M.
Wobec tego rozwazmy odwzorowania

F:MxMxR—RY  F(z,y,t) ::M oraz

G:TM —RY G(x,v) :=isv .

(Poprzez T M oznaczamy tutaj wigzke styczng do rozmaitosci M, czyli rozmaito$é w ktorej punktami
sa wszystkie pary (x,v) takie, ze ® € M, za§ v € T, M.) Jak wida¢ F' i G to gladkie odwzorowania z
rozmaitosci, odpowiednio, 2n + 1 i 2n wymiarowej w R (oznaczamy n = dim M). Na mocy tw. Saarda
im F oraz im G beda miary zero w RY gdy n > 2n+1 (tak naprawde wystarczy nam tutaj wiedza, ze dla
gtadkiego F : RN — R” obrazem zbioru miary zero jest zbiér miary zero). Wobec tego przy N > 2N +2
istnieje @ € RY \ (im F Uim G). Whnioskujemy stad, ze jesli dang rozmaito$¢ wymiaru n mozna zanurzy¢
w pewng przestrzen euklidesows, to mozna ja tez zanurzy¢ w R, Z twierdzenia Whitney’a wynika,

ze mozna ten wymiar obnizy¢ dalej do 2n.

Zadanie 2. Wykaz, ze kazda zwarta rozmaitos¢ M mozemy zanurzy¢ w pewna prze-
strzen euklidesowg RY. Wskazowka: sprobuj skonstruowaé zanurzenie dla M majacej
atlas sktadajacy sie z dwoch map.

Rozwigzanie: Jesli M ma atlas sktadajacy sie z jednej mapy ¢ : M — U C R" to ta mapa automatycznie
definiuje zanurzenie M w R". W przypadku atlasu skladajacego sie z dwoch map: M = Vi U Vs,
¢1: Vi = U CR", ¢ : Vo — Uz C R", naturalnym pomystem jest probowaé budowaé zanurzenie
postaci p(x) = (¢1(x), d2(x)), z ktérym jest ten problem, ze nie jest dobrze okreslone na granicach obu
map. Aby temu zaradzi¢ wystarczy rozwazy¢ rozszerzenie map ¢; na cate M z uzyciem podziatu jednodci:
fitfa =1, awiec ¢p1 = ¢1-f1 oraz g2 = ¢2- f2. Okreslmy teraz odwzorowanie o(x) = (¢1(x), p2(x)). Jest
ono dobrze okreslone i gladkie, ale w ogo6lnosci nie musi by¢ réznowartosciowe (nie ma dobrego sposobu
aby jednoznacznie przypisa¢ punkt x jego obrazowi ¢(x)). Aby temu zaradzi¢ dolézmy dodatkowa
informacje o uzytym podziale jednosci:

o(x) = (¢1(x), p2(x), fi(x)) ,
co pozwala juz jednoznacznie odwroci¢ odwzorowanie.

W ogélnym przypadku M jako rozmaito$é zwarta ma skonczony atlas M = Ule Vii ¢i : Vi > U; CR"™,
a powyzszy wzor mozemy uogo6lni¢ do

o(x) = (fi(z) - p1(x), ..., fu(@) - dr(x), fi(x),..., fi1(x)) .



Zadanie 3. Rozwaziny 2-forme w na 4-wymiarowej rozmaitosci M. Zal6zmy dodatkowo,
ze wjest zamknieta, oraz niezdegenerowana, w tym sensie, ze forma w A w nigdzie nie
znika. (Pare (M,w) o powyzszych wlasnosciach nazywamy rozmaitosciq symplektyczng.)
Wykaz, ze wokol kazdego punktu p € M istniejy lokalne wspotrzedne (z1, z2,y1,92), W
ktorych w ma postaé

w=dx; Ady; +dza Adys .

Rozwigzanie: Poniewaz w jest zamknieta, lokalnie znajdziemy forme 6 taka, ze w = df. Bez straty
ogolnosci mozemy przyjaé, ze 0p # 0 (zawsze mozemy zamieni¢ 6 na 0 + df). Na mocy twierdzenia
Darboux w R* wiemy, ze istnieja lokalne wspotrzedne (x1,x2,y1,92), w ktérych @ = z1 dy; + z2 dy2. Po

zrézniczkowaniu dostaniemy lokalng postaé¢ w.

Definicja. Rozwazmy odwzorowanie gladkie F' : M — N pomiedzy dwoma zwartymi rozma-
ito$ciami zorientowanymi bez brzegu tego samego wymiaru n = dim M = dim N. Indukowane
odwzorowanie w n-tych kohomologiach de Rhama

F*:H"(N)~R — H"(M) ~R

jest odwzorowaniem liniowym, a zatem ma postaé F™ : t — c¢-t. Liczbe ¢ nazywamy stopniem
przeksztatcenia F.

Okazugje sie, ze stopieri musi byé liczbg catkowitq, co tatwo wynika z tw. Sarda. Rozwazmy miano-
wicie dowolng wartosé reqularng y € N. Zbior F~'(y) jest zwartq 0-wymiarowq podrozmaitoscig
w M, a wiec musi byé skoriczonym zbiorem punktow {x1,...,xr}. Co wiecej dFy, jest nieoso-
bliwe, a zatem F' jest dyfeomorfizmem w otoczeniu kazdego z punktéw x;. Istnieje zatem otoczenie
y € U C N takie, ze F~'(U) to suma roztgcznych otoczers U; > x;. Wybierzmy teraz generator
w € Q"(N) grupy H"(N) o nosniku w U. (Zakladamy, ze [yw = [,w = 1.) Jego obrazem jest
suma k-generatoréw w; = (Flu,)" w grupy H™(M), przy czym kazdy z generatoréw przychodzi ze
znakiem plus lub minus (tzn. fM w; = fU{ w; = fUi F*w = :I:wa = +1), zaleznie od tego czy
Flu, : Ui = U zachowuje orientacje czy nie. Whiosek: deg F = S El = sgn(detdFy;). Co
wiecej powyzsza procedura pokazugje jak mozemy policzyé stopieri danego odwzorowania.




Zadanie 4. Rozwazmy wielomian F' € R[z] traktowany jako odwzorowanie F:S'— St
gdzie S = RU {oo}. Wyznacz stopien odwzorowania F'.

Rozwigzanie:  Zbiér warto$ci krytycznych dla F to {F(z) | F'(z) = 0}. Rozwazmy dowolng wartosé
regularng y rozwazanego wielomianu i niech F~'(y) = {z1,...,zx}. Wistocie jesli |y| bedzie dostatecznie
duzy, to ten zbiér bedzie 1 elementowy dla wielomianéw nieparzystego stopnia i 2 albo zero elementowy
dla wielomian6éw parzystego stopnia. W pierwszym przypadku deg F' = £1, a w drugim 0 — zobacz
rysunek.

Odp. 0 dla wielomian6w parzystego stopnia, +1 dla wielomianéw nieparzystego stopnia, gdzie znak +

zalezy od wspolczynnika przy wyrazie dominujacym.

Zadania domowe na 9 czerwca:

Zadanie 5. Rozwazmy wielomian I' € C[z] traktowany jako odwzorowanie F:52 582
gdzie S = CU{oo}. Wyznacz stopien odwzorowania F. Wskazéwka: Oblicz stopien dla
F(z) = 2"

Zadanie 6. Rozwazmy wielomian F' € C[z] i funkcje wymierna G = % traktowang jako

odwzorowanie F : 2 — S? gdzie S? = CU {oco}. Wyznacz stopien odwzorowania G.
Wskazéwka: Oblicz stopien dla G(z) = ..
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