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Twierdzenie Sarda

Korzystaj¡c z wyników zadania domowego i zadania o 1-formie w R4 z ostatnich ¢wicze« mo»emy

wywnioskowa¢, »e je±li θ ∈ Ω1(R4) speªnia warunki θp 6= 0 oraz dθp ∧ dθp 6= 0 to wówczas wokóª

punktu p istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x, y, z, t), w których

θ = x dy + x dt .

W ogólnym wymiarze zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie (Darboux). Rozwa»my 1-form¦ θ ∈ Ω1(R2n) i punkt p ∈ R2n. Je±li θp 6= 0 oraz

(dθ)∧n
∣∣∣
p
6= 0, to w pewnym otoczeniu p istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) w któ-

rych θ ma posta¢

θ =
∑
i

xi dyi .

Rozwa»my 1-form¦ θ ∈ Ω1(R2n+1) i punkt p ∈ R2n+1. Je±li θ∧(dθ)∧n
∣∣∣
p
6= 0, to w pewnym otoczeniu

p istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z) w których θ ma posta¢

θ = dz +
∑
i

xi dyi .

W drugim przypadku mówimy, »e θ jest form¡ kontaktow¡.

Twierdzenie (Sarda). Niech Φ : M → N b¦dzie odwzorowaniem gªadkim pomi¦dzy rozmaito±ciami.

Wówczas zbiór warto±ci krytycznych Φ, a wi¦c

Φ(C) ⊂ N gdzie C = {x ∈M | rank (dxΦ) < dimN}

Jest zbiorem miary Lebesgue'a zero w N .

Zauwa»my, »e elementy Φ(M) \ Φ(C) ⊂ N to warto±ci regularne Φ, a zatem na mocy twierdzenia

o funkcji uwikªanej, je±li y ∈ Φ(M) \Φ(C) to Φ−1(y) jest podrozmaito±ci¡ w M wymiaru dimM −
dimN .

Zadanie 1. Rozwa»my zwart¡ n-wymiarow¡ rozmaito±¢M z (n−1)-wymiarowym brze-

giem gªadkim ∂M . Wyka», »e nie istnieje gªadka retrakcja R : M −→ ∂M , a wi¦c takie

odwzorowanie gªadkie R :M −→ ∂M , »e R|∂M = id∂M .

Rozwi¡zanie: Zaªó»my przeciwnie istnienie takiego odwzorowania R i skorzystajmy z tw. Sarda. Po-
niewa» F jest na ∂M , prawie ka»dy punkt y ∈ ∂M jest warto±ci¡ regularn¡ M . W szczególno±ci
przeciwobraz takiego punktu S := R−1(y) jest zwart¡ 1-wymiarow¡ podrozmaito±ci¡ w M (ewntualnie
z brzegiem). Spójrzmy teraz na skªadow¡ spójn¡ S0 zawieraj¡c¡ punkt y. Topologicznie musi to by¢
odcinek z ko«cami na brzegu ∂M , albo okr¡g zawieraj¡cy punkt brzegu y. Mo»liwe s¡ 3 sytuacje (patrz
rysunek):

• brzeg S0 to S0 ∩ ∂M = {y,y′}, gdzie y 6= y′. Ale wówczas z jednej strony R(y′) = y′ 6= y, a z
drugiej y′ ∈ R−1(y) = S. Sprzeczno±¢.



• Oba ko«ce S0 ª¡cz¡ si¦ w punkcie y ∈ ∂M w sposób niegªadki. Jest to sprzeczne z gªadko±ci¡ S0

w otoczeniu y (wynikaj¡c¡ z twierdzenia o submersji).

• Oba ko«ce S0 ª¡cz¡ si¦ w punkcie y w sposób gªadki. Wówczas S0 jest styczne do ∂M w punkcie
y, a zatem Ty S0 ⊂ Ty ∂M . Zauwa»my ponadto, »e skoro R(S0) = y, to dRy

∣∣
Ty S0

= 0. Ale st¡d

wynika, »e dRy

∣∣
Ty ∂M

nie jest identyczno±ci¡, wbrew zaªo»eniu o postaci R
∣∣
∂M

.

Za ka»dym razem dochodzimy do sprzeczno±ci, co przeczy istnieniu postulowanej retrakcji.

y

S0

∂M

M

Jako szczególny przypadek dostajemy gªadk¡ wersj¦ tw. Brouwera: nie istnieje gªadka retrakcja Bn na
Sn−1; równowa»nie ka»dy gªadki automor�zm Bn ma punkt staªy. Istotnie, gdyby F : Bn → Bn byª
gªadkim automor�zmem bez punktu staªego, to odwzorowanie

Bn 3 x 7−→ punkt przeci¦cia promienia ~F (x)x z brzegiem ∂Bn.

jest gªadk¡ retrakcj¡ Bn −→ Sn−1.

Zadania domowe na 5 czerwca:

Zadanie 2. Rozwa»my zanurzenie i : M ⊂ RN ustalonej n-wymiarowej rozmaito±ci

M w pewn¡ przestrze« euklidesow¡. Przez πa : RN → RN−1 rozwa»my rzutowanie na

przestrze« prostopadª¡ do ustalonego wektora a ∈ RN \ {0}.
Znajd¹ warunek na liczb¦ N , aby istniaª wektor a taki by πa(i) : M → RN−1 równie»

byªo zanurzeniem.

Zadanie 3. Wyka», »e ka»d¡ zwart¡ rozmaito±¢ M mo»emy zanurzy¢ w pewn¡ prze-

strze« euklidesow¡ RN . Wskazówka: spróbuj skonstruowa¢ zanurzenie dla M maj¡cej

atlas skªadaj¡cy si¦ z dwóch map.

Zadanie 4. Rozwa»my 2-form¦ ω na 4-wymiarowej rozmaito±ciM . Zaªó»my dodatkowo,

»e ωjest zamkni¦ta, oraz niezdegenerowana, w tym sensie, »e forma ω ∧ ω nigdzie nie

znika. (Par¦ (M,ω) o powy»szych wªasno±ciach nazywamy rozmaito±ci¡ symplektyczn¡.)

Wyka», »e wokóª ka»dego punktu p ∈ M istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x1, x2, y1, y2), w
których ω ma posta¢

ω = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2 .


