16. ¢éwiczenia zdalne 29 maja 2020
Twierdzenie Sarda

Korzystajgc z wynikéw zadania domowego i zadania o 1-formie w R* z ostatnich éwiczerh mozemy
wywnioskowaé, Ze jesli 6 € Q' (R*) spetnia warunki 0, # 0 oraz dOp A dfp # 0 to wéwczas wokdt
punktu p istniejq lokalne wspétrzedne (x,y, z,t), w ktdrych

0=xdy+zdt.
W ogélnym wymiarze zachodzi nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie (Darboux). Rozwazmy 1-forme 6 € Q(R*™) i punkt p € R®*™. Jesli 6 # 0 oraz

(AN | #0, to w pewnym otoczeniu p istniejq lokalne wspotrzedne (T1,...,Tn, Y1, .-, Yn) w ktd-
p

GZZM dy; .

Rozwazmy 1-forme 0 € Q" (R*™™1) 4 punkt p € RV, Jesli OA(dO) " | # 0, to w pewnym otoczeniu
p

rych 6 ma postaé

p istniejg lokalne wspdtrzedne (z1,...,Tn,Y1,...,Yn,2) W ktdrych 0 ma postaé

0:dz+2x¢ dy; .

W drugim przypadku méwimy, Ze 6 jest forma kontaktowa.

Twierdzenie (Sarda). Niech ® : M — N bedzie odwzorowaniem gtadkim pomiedzy rozmaitosciams.
Wowczas zbior wartoSci krytycznych ®, a wiec

®(C)C N gdzie C ={x € M | rank (d®) < dim N}

Jest zbiorem miary Lebesgue’a zero w N.

Zauwazmy, ze elementy (M) \ ®(C) C N to wartosci reqularne ®, a zatem na mocy twierdzenia
o funkcji uwiktanes, jesliy € ®(M)\ ®(C) to @' (y) jest podrozmaitoscig w M wymiaru dim M —
dim N.

Zadanie 1. Rozwazmy zwarta n-wymiarowa rozmaito$¢ M z (n—1)-wymiarowym brze-
giem gtadkim OM. Wykaz, ze nie istnieje gtadka retrakcja R : M — OM, a wiec takie
odwzorowanie gltadkie R : M — OM, ze R|sn = idans-

Rozwigzanie: Zalozmy przeciwnie istnienie takiego odwzorowania R i skorzystajmy z tw. Sarda. Po-

niewaz F' jest na OM, prawie kazdy punkt y € OM jest wartoscig regularng M. W szczeg6lnosci

przeciwobraz takiego punktu S := R™'(y) jest zwarta l-wymiarowa podrozmaitoscia w M (ewntualnie
z brzegiem). Spojrzmy teraz na skladowa spojna So zawierajaca punkt y. Topologicznie musi to byé
odcinek z koricami na brzegu dM, albo okrag zawierajacy punkt brzegu y. Mozliwe sa 3 sytuacje (patrz
rysunek):
e brzeg So to So NOM = {y,y'}, gdzie y # y'. Ale woéwczas z jednej strony R(y') =y’ # vy, az
drugiej y' € R™'(y) = S. Sprzecznosc.



e Oba korice So lacza sie w punkcie y € OM w sposob niegladki. Jest to sprzeczne z gtadkoscia So
w otoczeniu y (wynikajaca z twierdzenia o submersji).

e Oba korice Sy lacza sie w punkcie y w sposob gladki. Wowczas So jest styczne do OM w punkcie
y, a zatem Ty So C Ty OM. Zauwazmy ponadto, ze skoro R(So) = y, to dRy‘T P 0. Ale stad
Y

wynika, ze dRy|Ty oy i€ jest identycznosciy, whrew zalozeniu o postaci R|61\/I'

Za kazdym razem dochodzimy do sprzecznosci, co przeczy istnieniu postulowanej retrakcji.

oM

Jako szczegolny przypadek dostajemy gladka wersje tw. Brouwera: nie istnieje gtadka retrakcja B™ na
S"~1: réwnowaznie kazdy gtadki automorfizm B™ ma punkt staly. Istotnie, gdyby F : B™ — B" byt
gltadkim automorfizmem bez punktu stalego, to odwzorowanie

B"™ > @ —> punkt przeciecia promienia F(z)z z brzegiem 0B".

jest gtadka retrakcjg B™ — S™ 1.

Zadania domowe na 5 czerwca:

Zadanie 2. Rozwazmy zanurzenie i : M C RY ustalonej n-wymiarowej rozmaitosci
M w pewna przestrzen euklidesowa. Przez mq : RY — RN™! rozwazmy rzutowanie na
przestrzen prostopadia do ustalonego wektora a € RV \ {0}.

Znajdz warunek na liczbe N, aby istnial wektor a taki by 74(i) : M — RN~! réwniez
byto zanurzeniem.

Zadanie 3. Wykaz, ze kazda zwarta rozmaito$¢ M mozemy zanurzy¢ w pewng prze-
strzeri euklidesowa RY. Wskazowka: sprobuj skonstruowaé¢ zanurzenie dla M majacej
atlas sktadajacy sie z dwoch map.

Zadanie 4. Rozwazmy 2-forme w na 4-wymiarowej rozmaitosci M. Zat6zmy dodatkowo,
ze wjest zamknieta, oraz niezdegenerowana, w tym sensie, ze forma w A w nigdzie nie
znika. (Pare (M,w) o powyzszych wlasnosciach nazywamy rozmaitosciq symplektyczng.)
Wykaz, ze wokol kazdego punktu p € M istniejg lokalne wspotrzedne (z1, z2,y1,92), W
ktérych w ma postaé

w=dx; ANdy; +dzo Adys .




