15. éwiczenia zdalne 26 maja 2020
Twierdzenie Darboux — klasyfikacja 1-form w R"

Uzupetnienie (do konstrukcji gladkiego rozktadu jednosci na rozmaitosciach) Standardowa definicja

rozmaitoSci zaktada, Ze jest to przestrzen topologiczna Hausdorffa spetniajgca drugi aksjomat przeliczal-

nosci.
Zadanie 1. Rozwazmy l-forme § = dz — ydz w R? i niech M bedzie jednowy-
miarows podrozmaitoscia w R® taks ze 6|y = 0. Zalézmy ponadto, ze w punkcie

po = (x0,Y0,20) € M plaszczyzna {x = o} jest transwersalna do przestrzeni stycz-
nej Tp, M. Wykaz, ze w pewnym otoczeniu U > pg rozmaito$¢ M ma posta¢ M NU =
{(z, f'(z), f(z))} dla pewnej funkcji rozniczkowalnej f: R — R.

Rozwigzanie: 7 zalozenia o transwersalnosci w pewnym otoczeniu U 5 po mozemy wyznaczy¢ y i z na
M jako funkcje zmiennej x, a wiec istnieje parametryzacja

v (o —&,20 +€) 32— (2, 9(), f(2))
zbioru M NU. Zauwazmy, ze 0 = 0|y = i*0, gdzie i : M — R? jest wlozeniem M w R®. Wobec tego
0=7""0 =d(f(2)) - g(z)dz = [f'(z) — g(2)] dz ,
skad g(z) = f'(z), a zatem

MU ={(z,f'(z), f()) | © € (wo — €, 70 + &)} .

Komentarz: Zalozmy, ze chcemy rozwiazaé réwnanie rézniczkowe zwyczajne 2’ () = F(x, 2). Rozwazmy
teraz powierzchnie Sr = {(z,y = F(z,2),2) | (z,2) € R*} C R® 3 (z,y,2). Niech M C Sr bedzie
dowolng 1-wymiarowa podrozmaitoscia catkowa formy 6 = dz—ydz. Wowczas z jednej strony, z wynikow
zadania przy zalozeniu o transwersalnosci dla pewnej funkcji f mamy M = {(z, f'(z), f(z))}, a z drugiej
y= f'(x) = F(z, f(z)), poniewaz M C Sp.

Aby rozwiaza¢ réwnanie 2'(z) = F(z,z) szukamy zatem krzywych stycznych jednoczeénie do Sr oraz
do ker 6:

Tpo M C Tpy Sk Nkerbp, .

Po prawej stronie mamy przeciecie dwoch 2-wymiarowych plaszczyzn w R3, co w generycznym przypadku
jest przestrzenia jedno-wymiarowa. Dostajemy zatem rodzine takich jednowymiarowych przestrzeni, a
rozwigzanie rownania to rozmaitos$¢ catkowa takiej rodziny (ktora zawsze istnieje — twierdzenie o istnie-
niu i jednoznacznosci réwnan rozniczkowych zwyczajnych). Tak wyglada z grubsza geometria stojaca
za rozwiazywaniem réwnai rozniczkowych zwyczajnych. Pozostaja jeszcze do zbadania ciekawe punkty,
w ktorych Tp, S = kerfp,. Podobne podejscie mozna zastosowaé¢ rowniez do réwnan rézniczkowych

czastkowych...

Zadanie 2. Rozwazmy 1-forme 6 € Q' (R?) taka, ze 6(p) # 0. Wykaz, ze jesli df,Adf), #
0, to w otoczeniu punktu p istnieje gtadkie nieznikajgce pole wektorowe V' spelniajace
rownanie

do(z)[V, ] = 0(=)[] .
Zbadaj jak wyglada forma 6 we wspotrzednych (y1,y2,y3,v4), w ktérych V = e,,.

Rozwigzanie: Przyjmijmy w R* wspotrzedne (z1, 2,23, x4) i zalozmy, ze forma 6 ma w tych wspol-
rzednych postaé¢ 6 = Xy dzi + X dws + X3 dos + X4 dxa, gdzie X; to funkcje zmiennych (1, 2, 23, 24).



Rownanie d0[V, | = 6[-] na pole V = [v1, vz, v3, v4] prowadzi do rownania

0 a2 ais aiua\ [u1 X3
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gdzie a;; = 6;;4 - gf? jest macierza antysymetryczng. Jesli rzad tej macierzy wynosi 4 w otoczeniu p
i Cj

(co mam miejsce gdy dfp A dfp # 0), to znajdziemy rozwiazanie odwracajac macierz (ai;).

Wprowadzmy teraz wspolrzedne (y1,y2,ys, ya), w ktorych V' = e,,. Zauwazmy, ze 0[V] = d0[V,V] =0,
skad wnioskujemy, ze w nowych wspotrzednych 6[e,,] = 0, skad 6 ma postac

0 =Y dy1 + Y2 dy2 + Y3 dys ,

gdzie Y; sa funkcjami zmiennych (y1,y2,ys,y4). Ponadto réwnie d0[V,:] = 0[] zapisane w nowych
zmiennych prowadzi do uktadu réwnan zwyczajnych

vy vy o

3y4 8y4 8y4

ktory tatwo rozwigzac:

Y1 = exp (ya) - Yi(y1, 92, s) Y2 = exp (ya) - Ya(y1,¥2,y3) Vs = exp (ya) - Ya(y1, v2,ys) -
Stad wnioskujemy, ze

0 =exp(ys) -0 gdzie § € Ql(RS), R3 > (y1,y2,y3)-

Zadanie 3. Rozwazmy l-forme 6 € Q'(R?) taka, ze 0(p) # 0. Wykaz ze w otoczeniu
punktu p istnieje gtadkie pole wektorowe V' spelniajace réwnanie

d9(z)[V,]=0.
Zbadaj jak wyglada forma 6 we wspotrzednych (y1,y2,y3), w ktorych V = ey,.

Rozwigzanie: Przyjmijmy w R® wspoéhrzedne (z1, 2, x3) i zalézmy, ze forma @ ma w tych wspotrzednych
posta¢ 0 = X dx1 + X2 dzo + X3 das, gdzie X; to funkcje zmiennych (z1, 2, 23). Rownanie dO[V,:] =0
na pole V = [v1, v2,v3] prowadzi do r6wnania

0 aiz2 Aais V1 0
a21 0 az3 V2 = O 5
az1 azx 0 v3 0
gdzie a;; = B;;? - ‘gf? jest macierza antysymetryczna. Rzad tej macierzy wynosi co najwyzej 2 i jest
i J

réowny 2 gdy dfp # 0. W otoczeniu p znajdziemy zatem rozwiazanie (w przypadku rzedu réwnego 2
dane z dokladnoscig do skalowania, w przeciwnym razie rodzina rozwigzan bedzie jeszcze bogatsza).

Wprowadzmy teraz wspolrzedne (y1,y2,y3), w ktorych V' = ey,. Forma 6 w tych wspolrzednych ma
postac
0 =Y dy1 + Y2 dy2 + Y3 dys ,

gdzie Y; sa funkcjami zmiennych (y1,y2,ys). Ponadto rownie d0[V', ] = 0 zapisane w nowych zmiennych
prowadzi do ukladu réwnaii czastkowych
oY1  0Ys 0Y> 0Ys
= oraz =

dys  Oyr dys Oy



ktory na nastepujace rozwigzanie ogoélne
ov - U~
Y1=a—yl+Y1(y1,y2) Y2:87y2+y2(y1’y2) Ys=—.

Stad wnioskujemy, ze

0 =dU(ys,ys,ys) +0' gdzie 0 € Q' (R®), R* > (1, y2).

Jako wniosek z powyzszego zadania mozemy sformutowaé nastepujgce

Twierdzenie (Darboux w R*). Rozwaimy 1-forme 0 € Q'(R®) takq, ze 0p # 0 wéwczas:
a) jesli Op A dOp # 0 to istniejq lokalne wspdtrzedne (x,y,z) w otoczeniu p w ktérych 6 = dz +y dz.

b) jesli dOp # 0, ale 0 Adf = 0 w otoczeniu p wéwczas istniejq lokalne wspétrzedne (x,y, z) w otoczeniu
p takie, ze 0 = y dx.

c) jesli d0 = 0 w otoczeniu p, wéwczas istniejq lokalne wspdtrzedne (x,y,z) w otoczeniu p w ktdrych
0 =dzx.

Dowdd. Na mocy wynikéw poprzedniego zadania przy zalozeniu, ze 0, # 0 mozemy sprowadzi¢ 1-forme
do postaci 8 = d®(y1,y2,y3) + 0'(y1,y2). Teraz df = df’ i na mocy zadania o czynniku catkujacym
w R? jesli df;, # 0 to po odpowiedniej zamianie zmiennych ¢’ = y dz. Jesli w punkcie p mamy
0 # 0AdO = d¥ A dy A dz, to przyjmujac z = ® mamy punkt a). Jesli w otoczeniu p zachodzi
0 Adf = dV¥ A dy A dz oznacza to, ze W zalezy tylko od zmiennych (z,y), a wiec § = 6(z,y) i na mocy
zadania o czynniku catkujacym w R? mamy punkt b). Punkt c) wynika wprost z Lematu Poincaré’'go. [

Zadania domowe na 29 maja:

Zadanie 4. Rozwazmy 2-forme w(x) = >, aij(x)dr; A dz; € O?(R"); R" > = =
(x1,...,2,). Zakladamy, ze macierz A(x) = (a;;(x)) jest antysymetryczna. Wykaz, ze
rzad A(x) jest wiekszy rowny 4 wtedy i tylko wtedy gdy w A w(x) # 0.

Zadanie 5. Rozwazmy l-forme 6 = f dz + g dy + h dz € QY(R3), R? > (2,9, 2),
gdzie f, g,h € C*°(R3). Formie § mozemy jednoznacznie przypisa¢ pole wektorowe Vy =
[f,g,h]. Zauwazmy tez, ze jesli O # 0 to Vj nie znika w otoczeniu p.

7 kolei dwa nieznikajace pola wektorowe sa lokalnie rownowazne przez dyfeomorfizm —
w pewnych lokalnych wspoélrzednych (y1,y2,y3) nieznikajace pole wektorowe ma postaé
ey;. Wynikaloby stad, ze kazde dwie 1-formy w R? sa rownowazne przez dyfeomorfizm
(zamieniamy formy na pola, przeksztalcamy pola na siebie i wracamy z p6l do form).
Tymczasem wiemy, ze na przyktad formy 6§ = dz + ydz 1 §' = dx nie sa lokalnie réwno-
wazne (rozréznia je niezmiennik 6 A df). Gdzie jest zatem btad w rozumowaniu?




