
15. ¢wiczenia zdalne 26 maja 2020

Twierdzenie Darboux � klasy�kacja 1-form w Rn

Uzupeªnienie (do konstrukcji gªadkiego rozkªadu jedno±ci na rozmaito±ciach) Standardowa de�nicja

rozmaito±ci zakªada, »e jest to przestrze« topologiczna Hausdor�a speªniaj¡ca drugi aksjomat przeliczal-

no±ci.

Zadanie 1. Rozwa»my 1-form¦ θ = dz − ydx w R3 i niech M b¦dzie jednowy-
miarow¡ podrozmaito±ci¡ w R3 tak¡ »e θ|M = 0. Zaªó»my ponadto, »e w punkcie
p0 = (x0, y0, z0) ∈ M pªaszczyzna {x = x0} jest transwersalna do przestrzeni stycz-
nej Tp0 M . Wyka», »e w pewnym otoczeniu U 3 p0 rozmaito±¢ M ma posta¢ M ∩ U =
{(x, f ′(x), f(x))} dla pewnej funkcji ró»niczkowalnej f : R→ R.
Rozwi¡zanie: Z zaªo»enia o transwersalno±ci w pewnym otoczeniu U 3 p0 mo»emy wyznaczy¢ y i z na
M jako funkcje zmiennej x, a wi¦c istnieje parametryzacja

γ : (x0 − ε, x0 + ε) 3 x 7−→ (x, g(x), f(x))

zbioru M ∩ U . Zauwa»my, »e 0 = θ|M = i∗θ, gdzie i : M ↪→ R3 jest wªo»eniem M w R3. Wobec tego

0 = γ∗i∗θ = d(f(x))− g(x)dx =
[
f ′(x)− g(x)

]
dx ,

sk¡d g(x) = f ′(x), a zatem

M ∩ U = {(x, f ′(x), f(x)) | x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)} .

Komentarz: Zaªó»my, »e chcemy rozwi¡za¢ równanie ró»niczkowe zwyczajne z′(x) = F (x, z). Rozwa»my
teraz powierzchni¦ SF = {(x, y = F (x, z), z) | (x, z) ∈ R2} ⊂ R3 3 (x, y, z). Niech M ⊂ SF b¦dzie
dowoln¡ 1-wymiarow¡ podrozmaito±ci¡ caªkow¡ formy θ = dz−ydx. Wówczas z jednej strony, z wyników
zadania przy zaªo»eniu o transwersalno±ci dla pewnej funkcji f mamyM = {(x, f ′(x), f(x))}, a z drugiej
y = f ′(x) = F (x, f(x)), poniewa» M ⊂ SF .

Aby rozwi¡za¢ równanie z′(x) = F (x, z) szukamy zatem krzywych stycznych jednocze±nie do SF oraz
do ker θ:

Tp0 M ⊂ Tp0 SF ∩ ker θp0 .

Po prawej stronie mamy przeci¦cie dwóch 2-wymiarowych pªaszczyzn w R3, co w generycznym przypadku

jest przestrzeni¡ jedno-wymiarow¡. Dostajemy zatem rodzin¦ takich jednowymiarowych przestrzeni, a

rozwi¡zanie równania to rozmaito±¢ caªkowa takiej rodziny (która zawsze istnieje � twierdzenie o istnie-

niu i jednoznaczno±ci równa« ró»niczkowych zwyczajnych). Tak wygl¡da z grubsza geometria stoj¡ca

za rozwi¡zywaniem równa« ró»niczkowych zwyczajnych. Pozostaj¡ jeszcze do zbadania ciekawe punkty,

w których Tp0 SF = ker θp0 . Podobne podej±cie mo»na zastosowa¢ równie» do równa« ró»niczkowych

cz¡stkowych...

Zadanie 2. Rozwa»my 1-form¦ θ ∈ Ω1(R4) tak¡, »e θ(p) 6= 0. Wyka», »e je±li dθp∧dθp 6=
0, to w otoczeniu punktu p istnieje gªadkie nieznikaj¡ce pole wektorowe V speªniaj¡ce

równanie

dθ(x)[V , ·] = θ(x)[·] .
Zbadaj jak wygl¡da forma θ we wspóªrz¦dnych (y1, y2, y3, y4), w których V = ey4 .
Rozwi¡zanie: Przyjmijmy w R4 wspóªrz¦dne (x1, x2, x3, x4) i zaªó»my, »e forma θ ma w tych wspóª-
rz¦dnych posta¢ θ = X1 dx1 +X2 dx2 +X3 dx3 +X4 dx4, gdzie Xi to funkcje zmiennych (x1, x2, x3, x4).



Równanie dθ[V , ·] = θ[·] na pole V = [v1, v2, v3, v4] prowadzi do równania
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gdzie aij =
∂Xj

∂xi
− ∂Xi

∂xj
jest macierz¡ antysymetryczn¡. Je±li rz¡d tej macierzy wynosi 4 w otoczeniu p

(co mam miejsce gdy dθp ∧ dθp 6= 0), to znajdziemy rozwi¡zanie odwracaj¡c macierz (aij).

Wprowad¹my teraz wspóªrz¦dne (y1, y2, y3, y4), w których V = ey4 . Zauwa»my, »e θ[V ] = dθ[V ,V ] = 0,
sk¡d wnioskujemy, »e w nowych wspóªrz¦dnych θ[ey4 ] = 0, sk¡d θ ma posta¢

θ = Y1 dy1 + Y2 dy2 + Y3 dy3 ,

gdzie Yi s¡ funkcjami zmiennych (y1, y2, y3, y4). Ponadto równie dθ[V , ·] = θ[·] zapisane w nowych
zmiennych prowadzi do ukªadu równa« zwyczajnych
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który ªatwo rozwi¡za¢:

Y1 = exp (y4) · Ỹ1(y1, y2, y3) Y2 = exp (y4) · Ỹ2(y1, y2, y3) Y3 = exp (y4) · Ỹ3(y1, y2, y3) .

St¡d wnioskujemy, »e

θ = exp (y4) · θ′ gdzie θ′ ∈ Ω1(R3), R3 3 (y1, y2, y3).

Zadanie 3. Rozwa»my 1-form¦ θ ∈ Ω1(R3) tak¡, »e θ(p) 6= 0. Wyka» »e w otoczeniu

punktu p istnieje gªadkie pole wektorowe V speªniaj¡ce równanie

dθ(x)[V , ·] = 0 .

Zbadaj jak wygl¡da forma θ we wspóªrz¦dnych (y1, y2, y3), w których V = ey3 .
Rozwi¡zanie: Przyjmijmy w R3 wspóªrz¦dne (x1, x2, x3) i zaªó»my, »e forma θ ma w tych wspóªrz¦dnych
posta¢ θ = X1 dx1 +X2 dx2 +X3 dx3, gdzie Xi to funkcje zmiennych (x1, x2, x3). Równanie dθ[V , ·] = 0
na pole V = [v1, v2, v3] prowadzi do równania 0 a12 a13
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gdzie aij =
∂Xj

∂xi
− ∂Xi

∂xj
jest macierz¡ antysymetryczn¡. Rz¡d tej macierzy wynosi co najwy»ej 2 i jest

równy 2 gdy dθp 6= 0. W otoczeniu p znajdziemy zatem rozwi¡zanie (w przypadku rz¦du równego 2
dane z dokªadno±ci¡ do skalowania, w przeciwnym razie rodzina rozwi¡za« b¦dzie jeszcze bogatsza).

Wprowad¹my teraz wspóªrz¦dne (y1, y2, y3), w których V = ey3 . Forma θ w tych wspóªrz¦dnych ma
posta¢

θ = Y1 dy1 + Y2 dy2 + Y3 dy3 ,

gdzie Yi s¡ funkcjami zmiennych (y1, y2, y3). Ponadto równie dθ[V , ·] = 0 zapisane w nowych zmiennych
prowadzi do ukªadu równa« cz¡stkowych
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który na nast¦puj¡ce rozwi¡zanie ogólne

Y1 =
∂Ψ

∂y1
+ Ỹ1(y1, y2) Y2 =

∂Ψ

∂y2
+ Ỹ2(y1, y2) Y3 =

∂Ψ

∂y3
.

St¡d wnioskujemy, »e

θ = dΨ(y1, y2, y3) + θ′ gdzie θ′ ∈ Ω1(R2), R2 3 (y1, y2).

Jako wniosek z powy»szego zadania mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡ce

Twierdzenie (Darboux w R3). Rozwa»my 1-form¦ θ ∈ Ω1(R3) tak¡, »e θp 6= 0 wówczas:

a) je±li θp ∧ dθp 6= 0 to istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x, y, z) w otoczeniu p w których θ = dz + y dx.

b) je±li dθp 6= 0, ale θ ∧ dθ = 0 w otoczeniu p wówczas istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x, y, z) w otoczeniu
p takie, »e θ = y dx.

c) je±li dθ = 0 w otoczeniu p, wówczas istniej¡ lokalne wspóªrz¦dne (x, y, z) w otoczeniu p w których
θ = dx.

Dowód. Na mocy wyników poprzedniego zadania przy zaªo»eniu, »e θp 6= 0 mo»emy sprowadzi¢ 1-form¦
do postaci θ = dΦ(y1, y2, y3) + θ′(y1, y2). Teraz dθ = dθ′ i na mocy zadania o czynniku caªkuj¡cym
w R2, je±li dθ′p 6= 0 to po odpowiedniej zamianie zmiennych θ′ = y dx. Je±li w punkcie p mamy
0 6= θ ∧ dθ = dΨ ∧ dy ∧ dz, to przyjmuj¡c z = Φ mamy punkt a). Je±li w otoczeniu p zachodzi
θ ∧ dθ = dΨ ∧ dy ∧ dx oznacza to, »e Ψ zale»y tylko od zmiennych (x, y), a wi¦c θ = θ(x, y) i na mocy
zadania o czynniku caªkuj¡cym w R2 mamy punkt b). Punkt c) wynika wprost z Lematu Poincaré'go.

Zadania domowe na 29 maja:

Zadanie 4. Rozwa»my 2-form¦ ω(x) =
∑

i,j aij(x)dxi ∧ dxj ∈ Ω2(Rn); Rn 3 x =
(x1, . . . , xn). Zakªadamy, »e macierz A(x) = (aij(x)) jest antysymetryczna. Wyka», »e

rz¡d A(x) jest wi¦kszy równy 4 wtedy i tylko wtedy gdy ω ∧ ω(x) 6= 0.

Zadanie 5. Rozwa»my 1-form¦ θ = f dx + g dy + h dz ∈ Ω1(R3), R3 3 (x, y, z),
gdzie f, g, h ∈ C∞(R3). Formie θ mo»emy jednoznacznie przypisa¢ pole wektorowe Vθ =
[f, g, h]. Zauwa»my te», »e je±li θp 6= 0 to Vθ nie znika w otoczeniu p.

Z kolei dwa nieznikaj¡ce pola wektorowe s¡ lokalnie równowa»ne przez dyfeomor�zm �

w pewnych lokalnych wspóªrz¦dnych (y1, y2, y3) nieznikaj¡ce pole wektorowe ma posta¢

ey3 . Wynikaªoby st¡d, »e ka»de dwie 1-formy w R3 s¡ równowa»ne przez dyfeomor�zm

(zamieniamy formy na pola, przeksztaªcamy pola na siebie i wracamy z pól do form).

Tymczasem wiemy, »e na przykªad formy θ = dz + ydx i θ′ = dx nie s¡ lokalnie równo-

wa»ne (rozró»nia je niezmiennik θ ∧ dθ). Gdzie jest zatem bª¡d w rozumowaniu?


