
14. ¢wiczenia zdalne 22 maja 2020
Twierdzenie Darboux (kanoniczna posta¢ lokalna 1-formy w
Rn)

Zadanie 1. Rozwa»my n-wymiarow¡ rozmaito±¢ ró»niczkow¡ M i n-form¦ ω ∈ Ωn(M),
która nigdzie nie znika (tzn. dla ka»dego p ∈ M istniej¡ wektory v1,v2, . . . ,vn ∈ TpM
takie, »e ω(v1,v2, . . . ,vn) 6= 0). Wyka», »e M jest orientowalna. Czy prawdziwa jest

implikacja przeciwna?

Rozwi¡zanie: Maj¡c dan¡ tak¡ n-form¦ ω mo»emy przyj¡¢, »e ukªad bazowy {v1,v2, . . . ,vn} w prze-
strzeni stycznej TpM jest dodatnio zorientowany wtedy i tylko wtedy gdy ω(p)[v1,v2, . . . ,vn] > 0.
U»ywaj¡c tego narz¦dzia mo»emy zorientowa¢ dowolny atlas naszej rozmaito±ci. Mianowicie, je±li φ :
M ⊃ U → V ⊂ Rn jest map¡, za± Rn ma standardow¡ orientacj¦ {e1, . . . , en}, to powiemy, »e ta
orientacja jest zgodna z orientacj¡ M , gdy ukªad {dφ−1[e1], . . . , dφ

−1[en]} jest dodatnio zorientowany.

W drug¡ stron¦: ustalmy orientacj¦ rozmaito±ci M . Pokryjmy M rodzin¡ map Uα ' Rn, gdzie A 3 α
jest zbiorem indeksów, i niech fα :M → R b¦dzie lokalnie sko«czonym podziaªem jedno±ci wpisanym w
rozwa»ane pokrycie. Na ka»dym elemencie pokrycia wybierzmy pewn¡ nigdzie nieznikaj¡c¡ n-form¦ ωα,
tak¡ »e ωα(p)[v1, . . . ,vn] > 0 na dodatnio-zorientowanym ukªadzie bazowym {v1, . . . ,vn} przestrzeni
stycznej TpM , p ∈ Uα. Taki wybór jest mo»liwy, gdy» Uα ' Rn, sk¡d mo»emy przepchn¡¢(cofn¡¢)
jedn¡ z dwóch kanonicznych form orientacji vol lub − vol. Wreszcie forma

ω =
∑
α∈A

fα · ωα

jest dobrze okre±lona (bo suma jest lokalnie sko«czona) i jest dodatnia na dodatnio-zorientowanych ukªa-

dach bazowych, bo fα ≥ 0 i co najmniej jeden z nich jest dodatni w danym punkcie p ∈M .

Zadanie 2. Czy ka»da 1-forma θ ∈ Ω1(R3) ma czynnik caªkuj¡cy? Tzn. czy istnieje

niezerowa funkcja gªadka F : R3 ⊃ U → R taka, »e F · θ jest dokªadna w pewnym

otoczeniu wybranego punktu p ∈ R3?

Rozwi¡zanie: Nie. Zauwa»my, »e je±li taka funkcja istnieje, to dla pewnej funkcji G ∈ C∞(R3) zachodzi

Fθ = dG. Wówczas θ = 1
F

dG, sk¡d θ∧ dθ = 0. Tymczasem na przykªad dla formy θ = dz+xdy mamy

θ ∧ dθ = dx ∧ dy ∧ dz 6= 0.

Zadanie 3. Rozwa»my jedno-form¦ θ ∈ Ω1(R2) speªniaj¡ca w wybranym punkcie p ∈ R2

warunki θ(p) 6= 0 oraz dθ(p) = 0. Wykorzystuj¡c istnienie czynnika caªkuj¡cego wyka»,

»e w pewnym ukªadzie wspóªrz¦dnych (x, y) wokóª p mamy

θ = x dy.

Zadanie 4. J¡drem 1-formy α ∈ Ω1(Rn) nazywamy rodzin¦ podprzestrzeni liniowych

(dystrybucj¦)

kerαp := {v ∈ TpRn | θ(x)[v] = 0} ⊂ TpRn.



Rozmaito±ci¡ caªkow¡ 1-formy α nazwiemy podrozmaito±¢ S ⊂ Rn tak¡, »e dla ka»dego

p ∈ S mamy Tp S ⊂ kerαp.

Oblicz j¡dra form ω = x dy ∈ Ω1(R3) oraz θ = dz + x dy ∈ Ω1(R3). Rozstrzygnij czy w
ka»dym z tych przypadków istnieje 2-wymiarowa rozmaito±¢ caªkowa S ⊂ R3.
Rozwi¡zanie: Policzenie j¡der nie stanowi trudno±ci:

kerω(x,y,z) = span{ex, ey} oraz ker θ(x,y,z) = span{ex, ey − xez} .

�atwo zauwa»y¢, »e pªaszczyzny {y = const} tworz¡ 2-wymiarowe rozmaito±ci caªkowe pierwszej z form.

Zaªó»my teraz, »e i : S ⊂ R3 jest 2-wymiarow¡ podrozmaito±ci¡ caªkow¡ formy θ. Zauwa»my, »e

θ|S = i∗θ = 0. Wobec tego dθ|S = i∗(dθ) = d(i∗θ) = 0. Tymczasem dθ[ex, ey − xez] = 1 6= 0. Sprzecz-

no±¢.

W powy»szym zadaniu dotykamy do±¢ ciekawego zjawiska: nie ka»da gªadka rodzina 2-wymiarowych pªasz-
czyzn w R3 jest rodzin¡ przestrzeni stycznych do pewnej rodziny 2-wymiarowych podrozmaito±ci (w innym
j¦zyku: nie ka»da 2-wymiarowa dystrybucja w R3 jest caªkowalna). Tymczasem ka»da 1-wymiarowa dys-
trybucja (w Rn i ogólniej na dowolnej rozmaito±ci) zawsze pochodzi od pewniej rodziny jedno-wymiarowych
podrozmaito±ci � znajdowanie takich podrozmaito±ci to z grubsza rozwi¡zywanie równa« ró»niczkowych
zwyczajnych! Jak mo»na si¦ spodziewa¢ znajdowanie podrozmaito±ci caªkowych dystrybucji rz¦dów wi¦k-
szego ni» 1 jest zwi¡zane z rozwi¡zywaniem równa« ró»niczkowych cz¡stkowych.

Zainteresowanym takimi zjawiskami polecam poszuka¢ haseª: caªkowalno±¢ dystrybucji, twierdzenie Fro-

beniusa, forma kontaktowa, dystrybucja Cartana.

Zadania domowe na 26 maja:

Zadanie 5. (badawcze) Dla 1-form θ ∈ Ω1(R3) oraz θ ∈ Ω1(R4) zbadaj czy (i ewentu-

alnie przy jakich dodatkowych zaªo»eniach) które± z równa«

dθ(x)[V , ·] = θ(x)[·] lub dθ(x)[V , ·] = 0

wyznacza jednoznacznie (jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do skalowania) pewne pole wek-

torowe V w otoczeniu danego punktu p (odpowiednio w R3 lub w R4).

Je±li takie pole istnieje, to co mo»na powiedzie¢ o formie θ wyra»onej we wspóªrz¦dnych

(yi), w których V = ey1?

Zadanie 6. Rozwa»my 1-form¦ θ = dz − ydx w R3 i niech M b¦dzie jednowy-

miarow¡ podrozmaito±ci¡ w R3 tak¡ »e θ|M = 0. Zaªó»my ponadto, »e w punkcie

p0 = (x0, y0, z0) ∈ M pªaszczyzna {x = x0} jest transwersalna do przestrzeni stycz-

nej Tp0 M . Wyka», »e w pewnym otoczeniu U 3 p0 rozmaito±¢ M ma posta¢ M ∩ U =
{(x, f ′(x), f(x))} dla pewnej funkcji ró»niczkowalnej f : R→ R.


