14. éwiczenia zdalne 22 maja 2020
Twierdzenie Darboux (kanoniczna postaé¢ lokalna 1-formy w
R™)

Zadanie 1. Rozwazmy n-wymiarowa rozmaitosé¢ rozniczkowa M i n-forme w € Q"(M),
ktora nigdzie nie znika (tzn. dla kazdego p € M istniejg wektory vy, v, ..., v, € T) M
takie, ze w(vy,v2,...,v,) # 0). Wykaz, ze M jest orientowalna. Czy prawdziwa jest
implikacja przeciwna?

Rozwigzanie: Majac dana taka n-forme w mozemy przyjac, ze uktad bazowy {vi,vs,...,vn} W prze-
strzeni stycznej Tp M jest dodatnio zorientowany wtedy i tylko wtedy gdy w(p)[vi,va,...,v.] > 0.
Uzywajac tego narzedzia mozemy zorientowaé dowolny atlas naszej rozmaito$ci. Mianowicie, jeli ¢ :
M DU — V C R” jest mapa, za§ R" ma standardowa orientacje {ei,...,e,}, to powiemy, ze ta
orientacja jest zgodna z orientacja M, gdy uktad {d¢~'[ei1],...,do '[en]} jest dodatnio zorientowany.

W druga strone: ustalmy orientacje rozmaitosci M. Pokryjmy M rodzing map U, ~ R", gdzie A > «
jest zbiorem indeksow, i niech f, : M — R bedzie lokalnie skoiiczonym podzialem jedno$ci wpisanym w
rozwazane pokrycie. Na kazdym elemencie pokrycia wybierzmy pewna nigdzie nieznikajaca n-forme wq,
taka ze waq(p)[vi,...,vn] > 0 na dodatnio-zorientowanym ukladzie bazowym {wi,...,v,} przestrzeni
stycznej Tp M, p € Uy. Taki wybor jest mozliwy, gdyz U, ~ R", skad mozemy przepchnaé(cofnaé)
jedna z dwdéch kanonicznych form orientacji vol lub — vol. Wreszcie forma

0= Y fusn
acA
jest dobrze okreslona (bo suma jest lokalnie skoticzona) i jest dodatnia na dodatnio-zorientowanych ukta-

dach bazowych, bo f, > 01 co najmniej jeden z nich jest dodatni w danym punkcie p € M.

Zadanie 2. Czy kazda 1-forma 6 € Q'(R3) ma czynnik catkujacy? Tzn. czy istnieje
niezerowa funkcja gladka F : R® D U — R taka, ze F - 0 jest doktadna w pewnym
otoczeniu wybranego punktu p € R3?

Rozwigzanie: Nie. Zauwazmy, ze jesli taka funkcja istnieje, to dla pewnej funkeji G € C*°(R?*) zachodzi
F6 =dG. Wowcezas 0 = % dd@, skad O AdO = 0. Tymczasem na przyklad dla formy 6 = dz + zdy mamy
OANdO =dxAdy Adz #0.

Zadanie 3. Rozwazmy jedno-forme § € Q'(R?) spetniajaca w wybranym punkcie p € R?
warunki 6(p) # 0 oraz df(p) = 0. Wykorzystujac istnienie czynnika catkujacego wykaz,
ze w pewnym uktadzie wspotrzednych (z,y) wokol p mamy

0 =z dy.

Zadanie 4. Jgdrem I1-formy o € Q'(R™) nazywamy rodzine podprzestrzeni liniowych
(dystrybucje)
keray, :={v € T,R" | (x)[v] =0} C TpR™.



Rozmaitoscig catkowg 1-formy o nazwiemy podrozmaito$é S C R™ taka, ze dla kazdego
p € S mamy Tp S C ker ap.
Oblicz jadra form w = = dy € QY(R?) oraz 0 = dz + = dy € Q'(R?). Rozstrzygnij czy w

kazdym z tych przypadkoéw istnieje 2-wymiarowa rozmaitogé catkowa S C R3.
Rozwigzanie: Policzenie jader nie stanowi trudnosci:

ker w(s,y,-) = span{ez, ey} oraz kerf , .y =span{e., e, —ze.} .

Latwo zauwazy¢, ze plaszczyzny {y = const} tworza 2-wymiarowe rozmaitosci catkowe pierwszej z form.

Zalozmy teraz, ze i : S C R? jest 2-wymiarows podrozmaitoscia catkows formy 6. Zauwazmy, ze
0|ls = i"0 = 0. Wobec tego df|s = i*(d¢) = d(¢"0) = 0. Tymczasem dfle.,e, — ze.] = 1 # 0. Sprzecz-

nos¢.

W powyzszym zadaniu dotykamy do$é ciekawego zjawiska: nie kazda gtadka rodzina 2-wymiarowych ptasz-
czyzn w R jest rodzing praestrzeni stycanych do pewnej rodziny 2-wymiarowych podrozmaitosci (w innym
jezyku: nie kazda 2-wymiarowa dystrybucja w R3 jest catkowalna). Tymczasem kaida 1-wymiarowa dys-
trybucja (wR™ i ogdlniej na dowolnej rozmaitosci) zawsze pochodzi od pewniej rodziny jedno-wymiarowych
podrozmaitosci — znajdowanie takich podrozmaitosci to z grubsza rozwigzywanie réwnan rézniczkowych
zwyczajnych! Jak mozna sie spodziewaé znajdowanie podrozmaitosci catkowych dystrybucji rzedéow wick-
szego niz 1 jest zwigzane z rozwigzywaniem rownan rézniczkowych czgstkowych.

Zainteresowanym takimi zjawiskamsi polecam poszukaé haset: catkowalno$é dystrybucji, twierdzenie Fro-

beniusa, forma kontaktowa, dystrybucja Cartana.

Zadania domowe na 26 maja:
Zadanie 5. (badawcze) Dla 1-form 0 € Q'(R3) oraz 6 € Q' (R*) zbadaj czy (i ewentu-
alnie przy jakich dodatkowych zatozeniach) ktoére§ z rownan

d0(@)[V, ] =0(x)] b  do(x)[V,]=0

wyznacza jednoznacznie (jednoznacznie z dokladnoscia do skalowania) pewne pole wek-
torowe V' w otoczeniu danego punktu p (odpowiednio w R3 lub w R*).

Jegli takie pole istnieje, to co mozna powiedzie¢ o formie 6 wyrazonej we wspdtrzednych
(yi), w ktorych V = ey, ?

Zadanie 6. Rozwazmy l-forme § = dz — ydz w R> i niech M bedzie jednowy-
miarows podrozmaitogcia w R? taka ze 6|y = 0. Zalézmy ponadto, ze w punkcie
po = (%0,Y0,20) € M plaszczyzna {x = xo} jest transwersalna do przestrzeni stycz-
nej Tp, M. Wykaz, ze w pewnym otoczeniu U > pg rozmaitos¢ M ma posta¢ M NU =
{(z, f'(x), f(z))} dla pewnej funkcji rézniczkowalnej f: R — R.




