13. éwiczenia zdalne 15 maja 2020
Gladki rozktad jednos$ci, orientacja, prostowanie pola wekto-
rowego

Zadanie 1. Niech U C R" bedzie zbiorem otwartym. Wykaz, Ze istnieje wstepujacy
ciag zbioréw otwartych V,, C U o nastepujacych wlasnosciach:

a) domkniecie V;, C U jest zbiorem zwartym,
b) vn C Vn+17
c) U, Va=U.

Innymi stowy, umiemy przestawi¢ U jako sume rosnacego ciggu zbioréw ,zwarto-otwartych”.
Rozwigzanie: Bedziemy korzystali z dwoch podstawowych wlasnosci zbiorow otwartych w R™:

e Zbior otwarty U C R™ jest lokalnie zwarty, tj. dla kazdego & € U istnieje wzglednie zwarte
otoczenie V' > x takie, ze domkniecie V' C U jest zbiorem zwartym.

e Zbior otwarty U C R" jest sigma-zwarty, tzn. mozemy przedstawi¢ U jak przeliczalng sume
zbioréw zwartych U = | K.

Zbudujemy teraz indukcyjnie ciag Vi, tak aby K, C V.
Poczatek indukcji: wezmy zbior K, i dowolne jego pokrycie zbiorami wzglednie zwartymi {Wataca 2
tego pokrycia mozemy wybra¢ podpokrycie skoficzone {W; }ier. Zdefiniujmy teraz Vi = |J,., Wi. Latwo
sprawdzi¢, ze Vi jest zbiorem otwartym, wzglednie zwartym w U i zawierajacym K.
Krok indukcyjny: Rozwazmy zbior zwarty V,,UK,,. Analogicznie jak poprzednio mozemy ten zbiér pokryé
skoriczong rodzing zbioréw otwartych {W;};es wzglednie zwartych w U i definiujemy Vg1 = U, ; Wi
Oczywiscie V41 jest wzglednie zwarty w U, zawiera V,, oraz K.
Poniewaz U = |J K, C |V, C U, mamy teze.

Zadanie 2. Niech U C R" bedzie zbiorem otwartym, zas {Uy}aca jego pokryciem
otwartym. Wykaz, ze w pokrycie {U,} da sie wpisa¢ podpokrycie lokalnie skonczone
sktadajace sie z kul otwartych. Wykaz, ze w pokrycie {U,} mozna wpisa¢ gtadki rozktad
jednosci.

Rozwigzanie: Rozwazmy zbiér ,aproksymacje zwarto-otwarta” V,, jak w poprzednim zadaniu i okre§lmy
Ky := Vg1 \ Vi, — jest to zbiér zwarty jako domkniety podzbiér zbioru zwartego Vy,+1. Rozwazmy teraz
przeciecie pokrycia {Us} ze zbiorem otwartym V42 \ Vo—1. W takie obciete pokrycie mozna wpisaé
pokrycie zbioru K, kulami otwartymi, a nastepnie wybraé¢ z niego skonczone podpokrycie {B;}icr,, -
Taka konstrukcje powtarzamy dla kazdego n. W rezultacie otrzymujemy przeliczalne pokrycie {B;}jecs
zbioru U = |J K, kulami. Zauwazmy, ze punkt & € K, moze byé¢ pokryty jedynie skoniczona liczba
takich kul, ktére pochodza do pokryé zbioru K, oraz sasiednich zbioréow K,_1 i K,yi. Ostatecznie
mamy zatem do czynienia z podpokryciem lokalnie skoiiczonym.

Na koniec z kulami B; mozemy zwigza¢ funkcje gltadkie f; : R™ — [0,+00) o tej wlasnosci, ze B; =

{z | fi(x) > 0}. Po unormowaniu, funkcje ¢;(x) = Zf]szm) tworza gladki podzial jednosci wpisany w
J

wyjsciowe pokrycie {Uq }.

Zadanie 3. Rozwazmy rozmaito$¢ roézniczkows M. Zalézmy, ze M jest przestrzenia
sigma-zwarta 1 niech {U, }ae4 bedzie dowolnym pokryciem otwartym M. Wykaz, ze ist-
nieje gtadki rozktad jednosci wpisany w pokrycie {U,}.



Definicja. Powiemy, ze dwie bazy {ei1,...,ex} oraz {f1,..., fx} zadaja te sama orientacje prze-
strzeni wektorowej R*, gdy wyznacznik macierzy przejécia miedzy nimi jest dodatni. Kazda prze-
strzeri wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.

Orientacjg rozmaitodci rozniczkowej, nazywamy lokalnie zgodny wybor orientacji jej wszystkich
przestrzeni stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, ze wybrane orientacje zmieniaja sie w sposob ciagly
od punktu do punktu. Formalna definicja wymaga wprowadzenia pojecia atlasu zorientowanego. Nie
wszystkie rozmaitosci da si¢ zorientowaé (np. wstega Moebiusa). Te ktore dopuszczajy orientacje
nazywamy orientowalnyms.

Orientacja przestrzeni wektorowej a formy rézniczkowe.
Rozwazmy zorientowang baze {vi,va,...,vn} przestrzeni liniowej R™. Zauwazimy, Ze dla formy w =
dzi Adza A ... Adx, mamy

V1

wlvr, v, ..., v,] = det v = wyznacznik macierzy przejécia pomiedzy bazg {v;} a bazq standardowq {e;}.
Un

Wobec tego wielkosé sgn (w[vi,va,...,vn]) jest wskaznikiem tego, czy dana baza R™ jest zorientowana

dodatnio, czy ujemnie.

Twierdzenie. Niech X bedzie gladkim polem wektorowym w R™, a p € R™ takim punktem, ze X (p) #
0. Wykaz, zZe w pewnym otoczeniu U > p mozna wprowadzié uktad wspétrzednych (yi,y2,...,Yn), W
ktérym pole X przyjmuje postaé X = [1,0,0,...,0]. (W innym jezyku: istnieje lokalny dyfeomorfizm
®:U — V CR" taki, ze d®(x)[X] =[1,0,...,0].)

Szkic dowodu: Rozwazmy dowolng gtadkq podrozmaitosé S C R"™ kowymiaru 1, zawierajgcq punkt p
i transwersalng do pola X w tym punkcie. Wprowadémy lokalng parametryzacje ¢ : R*™* DU — S
otoczenia 0 w R"! na pewne otoczeniu punktu p w S, tak aby ¢(0) = p. Na mocy twierdzenia o
istnieniu, jednoznacznosci i gladkiej zaleznosci rozwigzania od warunku poczgtkowego (jakas wersja tw.
Picarda), réwnanie zwyczajne

{ds(t) = X(x)
x(0) = ¢(y1,y2, - Yn-1)
ma rozwigzanie

D: (y1,y2,- - Yn—1,t) —> (Y1, -+, Yn—1,1)
gtadko zalezne od t i od parametréw y;. Latwo sprawdzié, ze pochodna d®(0) jest pelnego rzedu, a
wiec © jest lokalnym dyfeomorfizmem w otoczeniu zera. Co wiecej, d®(y) przeprowadza wektor e: na
wektor X (®(y)). Wnioskujemy stqd, ze &' jest szukanym loklanym dyfeomorfizmem prostujgcym pole

wektorowe.

Zadanie 4. Rozwazmy n-wymiarowa rozmaito$¢ rozniczkowa M i n-forme w € Q"(M),
ktora nigdzie nie znika (tzn. dla kazdego p € M istnieja wektory vy, va,...,v, € T, M
takie, ze w(v1,v2,...,v,) # 0). Wykaz, ze M jest orientowalna. Czy prawdziwa jest
implikacja przeciwna?



Zadanie 5. Czy kazda 1-forma 6 € Q!'(R3) ma czynnik calkujacy? Tzn. czy istnieje
funkcja gladka F : R? D U — R taka, ze F - 0 jest doktadna?




