
13. ¢wiczenia zdalne 15 maja 2020

Gªadki rozkªad jedno±ci, orientacja, prostowanie pola wekto-

rowego

Zadanie 1. Niech U ⊂ Rn b¦dzie zbiorem otwartym. Wyka», »e istnieje wst¦puj¡cy

ci¡g zbiorów otwartych Vn ⊂ U o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

a) domkni¦cie Vn ⊂ U jest zbiorem zwartym,

b) Vn ⊂ Vn+1,

c)
⋃
n Vn = U .

Innymi sªowy, umiemy przestawi¢ U jako sum¦ rosn¡cego ci¡gu zbiorów �zwarto-otwartych�.
Rozwi¡zanie: B¦dziemy korzystali z dwóch podstawowych wªasno±ci zbiorów otwartych w Rn:
• Zbiór otwarty U ⊂ Rn jest lokalnie zwarty, tj. dla ka»dego x ∈ U istnieje wzgl¦dnie zwarte

otoczenie V 3 x takie, »e domkni¦cie V ⊂ U jest zbiorem zwartym.

• Zbiór otwarty U ⊂ Rn jest sigma-zwarty, tzn. mo»emy przedstawi¢ U jak przeliczaln¡ sum¦
zbiorów zwartych U =

⋃
Kn.

Zbudujemy teraz indukcyjnie ci¡g Vn tak aby Kn ⊂ Vn.
Pocz¡tek indukcji : we¹my zbiór K1 i dowolne jego pokrycie zbiorami wzgl¦dnie zwartymi {Wα}α∈A z
tego pokrycia mo»emy wybra¢ podpokrycie sko«czone {Wi}i∈I . Zde�niujmy teraz V1 =

⋃
i∈IWi. �atwo

sprawdzi¢, »e V1 jest zbiorem otwartym, wzgl¦dnie zwartym w U i zawieraj¡cym K1.

Krok indukcyjny : Rozwa»my zbiór zwarty Vn∪Kn. Analogicznie jak poprzednio mo»emy ten zbiór pokry¢
sko«czon¡ rodzin¡ zbiorów otwartych {Wj}j∈J wzgl¦dnie zwartych w U i de�niujemy Vn+1 =

⋃
j∈JWj .

Oczywi±cie Vn+1 jest wzgl¦dnie zwarty w U , zawiera Vn oraz Kn.

Poniewa» U =
⋃
Kn ⊂

⋃
Vn ⊂ U , mamy tez¦.

Zadanie 2. Niech U ⊂ Rn b¦dzie zbiorem otwartym, za± {Uα}α∈A jego pokryciem
otwartym. Wyka», »e w pokrycie {Uα} da si¦ wpisa¢ podpokrycie lokalnie sko«czone
skªadaj¡ce si¦ z kul otwartych. Wyka», »e w pokrycie {Uα} mo»na wpisa¢ gªadki rozkªad
jedno±ci.
Rozwi¡zanie: Rozwa»my zbiór �aproksymacj¦ zwarto-otwart¡� Vn jak w poprzednim zadaniu i okre±lmy
Kn := Vn+1 \Vn � jest to zbiór zwarty jako domkni¦ty podzbiór zbioru zwartego Vn+1. Rozwa»my teraz
przeci¦cie pokrycia {Uα} ze zbiorem otwartym Vn+2 \ Vn−1. W takie obci¦te pokrycie mo»na wpisa¢
pokrycie zbioru Kn kulami otwartymi, a nast¦pnie wybra¢ z niego sko«czone podpokrycie {Bi}i∈In .
Tak¡ konstrukcj¦ powtarzamy dla ka»dego n. W rezultacie otrzymujemy przeliczalne pokrycie {Bj}j∈J
zbioru U =

⋃
Kn kulami. Zauwa»my, »e punkt x ∈ Kn mo»e by¢ pokryty jedynie sko«czon¡ liczb¡

takich kul, które pochodz¡ do pokry¢ zbioru Kn oraz s¡siednich zbiorów Kn−1 i Kn+1. Ostatecznie
mamy zatem do czynienia z podpokryciem lokalnie sko«czonym.

Na koniec z kulami Bj mo»emy zwi¡za¢ funkcje gªadkie fj : Rn → [0,+∞) o tej wªasno±ci, »e Bj =

{x | fj(x) > 0}. Po unormowaniu, funkcje φj(x) =
fjx)∑
j fj(x)

tworz¡ gªadki podziaª jedno±ci wpisany w

wyj±ciowe pokrycie {Uα}.

Zadanie 3. Rozwa»my rozmaito±¢ ró»niczkow¡ M . Zaªó»my, »e M jest przestrzeni¡

sigma-zwart¡ i niech {Uα}α∈A b¦dzie dowolnym pokryciem otwartym M . Wyka», »e ist-

nieje gªadki rozkªad jedno±ci wpisany w pokrycie {Uα}.



De�nicja. Powiemy, »e dwie bazy {e1, . . . , ek} oraz {f1, . . . , fk} zadaj¡ t¦ sam¡ orientacj¦ prze-
strzeni wektorowej Rk, gdy wyznacznik macierzy przej±cia mi¦dzy nimi jest dodatni. Ka»da prze-
strze« wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.
Orientacj¡ rozmaito±ci ró»niczkowej, nazywamy lokalnie zgodny wybór orientacji jej wszystkich
przestrzeni stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, »e wybrane orientacje zmieniaj¡ si¦ w sposób ci¡gªy
od punktu do punktu. Formalna de�nicja wymaga wprowadzenia poj¦cia atlasu zorientowanego. Nie
wszystkie rozmaito±ci da si¦ zorientowa¢ (np. wst¦ga Moebiusa). Te które dopuszczaj¡ orientacj¦
nazywamy orientowalnymi.

Orientacja przestrzeni wektorowej a formy ró»niczkowe.

Rozwa»my zorientowan¡ baz¦ {v1,v2, . . . ,vn} przestrzeni liniowej Rn. Zauwa»my, »e dla formy ω =
dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn mamy

ω[v1,v2, . . . ,vn] = det


v1

v2

. . .
vn

 = wyznacznik macierzy przej±cia pomi¦dzy baz¡ {vi} a baz¡ standardow¡ {ei}.

Wobec tego wielko±¢ sgn (ω[v1,v2, . . . ,vn]) jest wska¹nikiem tego, czy dana baza Rn jest zorientowana

dodatnio, czy ujemnie.

Twierdzenie. Niech X b¦dzie gªadkim polem wektorowym w Rn, a p ∈ Rn takim punktem, »e X(p) 6=
0. Wyka», »e w pewnym otoczeniu U 3 p mo»na wprowadzi¢ ukªad wspóªrz¦dnych (y1, y2, . . . , yn), w
którym pole X przyjmuje posta¢ X = [1, 0, 0, . . . , 0]. (W innym j¦zyku: istnieje lokalny dyfeomor�zm
Φ : U −→ V ⊂ Rn taki, »e dΦ(x)[X] = [1, 0, . . . , 0].)

Szkic dowodu: Rozwa»my dowoln¡ gªadk¡ podrozmaito±¢ S ⊂ Rn kowymiaru 1, zawieraj¡c¡ punkt p
i transwersaln¡ do pola X w tym punkcie. Wprowad¹my lokaln¡ parametryzacj¦ φ : Rn−1 ⊃ U → S
otoczenia 0 w Rn−1 na pewne otoczeniu punktu p w S, tak aby φ(0) = p. Na mocy twierdzenia o
istnieniu, jednoznaczno±ci i gªadkiej zale»no±ci rozwi¡zania od warunku pocz¡tkowego (jaka± wersja tw.
Picarda), równanie zwyczajne {

ẋ(t) = X(x)

x(0) = φ(y1, y2, . . . , yn−1)

ma rozwi¡zanie

Φ : (y1, y2, . . . , yn−1, t) 7−→ x(y1, . . . , yn−1, t)

gªadko zale»ne od t i od parametrów yi. �atwo sprawdzi¢, »e pochodna dΦ(0) jest peªnego rz¦du, a

wi¦c Φ jest lokalnym dyfeomor�zmem w otoczeniu zera. Co wi¦cej, dΦ(y) przeprowadza wektor et na

wektor X(Φ(y)). Wnioskujemy st¡d, »e Φ−1 jest szukanym loklanym dyfeomor�zmem prostuj¡cym pole

wektorowe.

Zadanie 4. Rozwa»my n-wymiarow¡ rozmaito±¢ ró»niczkow¡ M i n-form¦ ω ∈ Ωn(M),
która nigdzie nie znika (tzn. dla ka»dego p ∈ M istniej¡ wektory v1,v2, . . . ,vn ∈ TpM
takie, »e ω(v1,v2, . . . ,vn) 6= 0). Wyka», »e M jest orientowalna. Czy prawdziwa jest

implikacja przeciwna?



Zadanie 5. Czy ka»da 1-forma θ ∈ Ω1(R3) ma czynnik caªkuj¡cy? Tzn. czy istnieje

funkcja gªadka F : R3 ⊃ U → R taka, »e F · θ jest dokªadna?


