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Kohomologie de Rhama, gªadki rozkªad jedno±ci

Zadanie 1. Rozwa»my automor�zm A : Sn → Sn przeksztaªcaj¡cy punkt na odpowia-

daj¡cy mu punkt antypodyczny A(p) = −p oraz kanoniczne rzutowanie π : Sn → RPn
uto»samiaj¡ce punkty antypodyczne. Wyka», »e:

a) Przestrze« Ωk(Sn) rozpada si¦ na sum¦ prost¡ przestrzeni wªasnych przeksztaªcenia

A∗ odpowiadaj¡cych warto±ciom wªasnym 1 oraz −1 (Inaczej: ka»d¡ k-form¦ ω ∈
Ωk(Sn) mo»emy zapisa¢ w postaci ω = ω++ω−, gdzieA

∗ω+ = ω+ orazA∗ω− = −ω−.)

b) Wyka», »e powy»szy rozkªad indukuje rozkªad grup kohomologii na skªadoweHk(Sn) =
Hk

+(Sn)⊕Hk
−(Sn).

c) Wyka», »e cofni¦cie π∗ odwzorowuje Ωk(RPn) na Ωk
+(RPn) i ponadto π∗ indukuje

izomor�zm grup kohomologii Hk(RPn) oraz Hk
+(Sn).

Korzystaj¡c z powy»szego wyznacz kohomologie de Rhama przestrzeni rzutowej RPn.

Rozwi¡zanie: Punkt a). Ka»d¡ k-form¦ ω ∈ Ωk(Sn) mo»emy zapisa¢ jako

ω =
1

2
(ω +A∗ω) +

1

2
(ω −A∗ω) .

�atwo si¦ przekona¢, »e pierwszy ze skªadników jest niezmienniczy na operacj¦ A∗, a drugi jest anty-
niezmienniczny na t¦ operacj¦. St¡d mamy rozkªad Ωk(Sn) = Ωk+(Sn)⊕ Ωk−(Sn).

Punkt b). Zauwa»my, »e powy»szy rozkªad jest respektowany przez operacj¦ ró»niczki zewn¦trznej d,

tzn. je±li A∗ω = ±ω to A∗dω = d(A∗ω) = ±dω, oraz je±li ω = A∗ω = dη to ω = d 1
2

(η +A∗η). Wobec

tego dostajemy indukowany rozkªad w kohomologiach Hk(Sn) = Hk
+(Sn)⊕Hk

−(Sn).

Punkt c). Zauwa»my, »e π(A(p)) = π(p), st¡d dla formy ω ∈ Ωk(RPn) zachodzi A∗(π∗ω) = π∗ω, a wi¦c

π∗ : Ωk(RPn) −→ Ωk+(Sn) .

Udowodnimy teraz, »e to odwzorowanie jest izomor�zmem. Ró»nowarto±ciowo±¢ jest jasna: obrazem
k-formy zerowej jest k-forma zerowa, a π∗ jest liniowe nad R. Epimor�czno±¢: niech ω = A∗ω b¦dzie
dowoln¡ k-form¡ w Sn. Jej przeciwobraz ω′ na RPn mo»emy okre±li¢ lokanie: dla maªego zbioru otwar-
tego U ⊂ RPn mamy π−1(U) = U1 t U2, gdzie U1 i U2 s¡ kanonicznie izomor�czne ze sob¡ (poprzez
odwzorowanie A)oraz z U (poprzez π|Ui). Okre±lamy ω′|U jako ω|Ui gdzie Ui jest dowolnym z kawaªków
U1, U2. Poniewa» ω = A∗ω okre±lenie ω′ nie zale»y od tego który z kawaªków wybierzemy. Poniewa», π∗

jest izomor�zmem na Ωk(·), oraz jest przemienne z ró»niczk¡ zewn¦trzn¡ d dostajemy izomor�zm grup
kohomologii Hk(RPn) ' Hk

+(Sn).

Na koniec, wyznaczmy Hn
+(Sn) aby policzy¢ kohomologie przestrzeni rzutowej (wiadomo, »e H0(RPn) =

R, za± w stopniach k = 1, 2, . . . , n − 1 Hk(Sn) = 0, a st¡d tak»e Hk(RPn) = 0). We¹my generator
ω ∈ Ωn(Sn) i policzmy

2

∫
Sn

ω+ =

∫
Sn

ω +A∗ω

Zastanówmy si¦, co A(p) = −p robi z orientacj¡ sfery? Przyjmijmy orientacj¦ Sn jako brzegu standar-
dowo zorientowanej kuli w Rn+1, niech n(p) oznacza wektor normalny zewn¦trzny do Sn w punkcie p ∈
Sn, i niech {v1, . . . ,vn} b¦dzie dodatnio zorientowan¡ baz¡ Tp S

n. Wówczas ukªad {n(p),v1, . . . ,vn}
jest dodatnio zorientowan¡ baz¡ Rn+1 Przeksztaªceniu antypodyczne A = − IdRn+1 zmienia orientacj¦



Rn+1 o czynnik sgn detA = (−1)n+1. Obrazem wcze±niej rozwa»anej bazy jest przy tym przeksztaªceniu
baza {−n(p) = n(−p),−v1, . . . ,−vn}. Wynika st¡d, »e je±li baza {v1, . . . ,vn} byªa dodatnio zoriento-
wana w przestrzeni Tp S

n, to baza {−v1, . . . ,−vn}ma orientacj¦ (−1)n+1 w przestrzeni T−p S
n. Wynika

st¡d, »e ∫
Sn

ω = (−1)n+1

∫
Sn

A∗ω ,

a zatem

Hn(RPn) = Hn
+(Sn) =

{
0 gdy n = 2k

R gdy n = 2k + 1.

De�nicja. Rozwa»my przestrze« topologiczn¡ (odpowiednio, rozmaito±¢ ró»niczkow¡) X i pewne
jej pokrycie otwarte {Uα}α∈A. Ci¡gªym (odp. gªadkim) rozkªadem jedno±ci wpisanym w pokry-
cie {Uα} nazywamy rodzin¦ funkcji ci¡gªych (od. gªadkich) φα : X → [0,+∞) o nast¦puj¡cych
wªasno±ciach

a) dla ka»dego α ∈ A mamy {x ∈ X | Φα(x) > 0} ⊂ Uα,
b) dla ka»dego x ∈ X nierówno±¢ φα(x) > 0 zachodzi dla sko«czenie wielu α ∈ A
c) dla ka»dego x ∈ X mamy

∑
α∈A φα(x) = 1.

B¦dziemy starali si¦ udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie

Twierdzenie. Niech M b¦dzie sigma-zwart¡ rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡ (wystarczy by M byªo prze-
strzeni¡ o±rodkow¡). Wówczas w ka»de pokrycie otwarte M mo»na wpisa¢ gªadki rozkªad jedno±ci.

Pomocny b¦dzie nast¦puj¡cy fakt:

Obserwacja. Niech B ⊂ Rn b¦dzie kul¡ otwart¡. Istnieje wówczas pewna funkcja gªadka φ : Rn →
[0,+∞), taka »e B = {x | φ(x) > 0}.

Zadanie 2. Wyka», »e je±li dla przestrzeni topologicznej X i jej pokrycia otwartego

{Uα}α∈A istnieje wpisany w nie ci¡gªy rozkªad jedno±ci φα : X → [0,+∞), to rodzina

Vα = {x ∈ X | φα(x) > 0} jest podpokryciem lokalnie sko«czonym wpisanym w pokrycie

{Uα}.
Przestrzenie topologiczne, które maj¡ wªasno±¢, »e w ka»de ich pokrycie otwarte da si¦

wpisa¢ podpokrycie lokalnie sko«czone nazywamy przestrzeniami parazwartymi.

Zadanie 3. Niech K ⊂ Rn b¦dzie zbiorem zwartym, a {Uα}α∈A jego pokryciem otwar-
tym. Wówczas w {Uα} mo»emy wpisa¢ gªadki rozkªad jedno±ci na K.
Rozwi¡zanie: Rozwa»my pokrycie zbioru K kulami wpisanymi w pokrycie Uα. Z takiego pokrycia wy-
bierzmy podpokrycie sko«czone {Vi}i∈I (a wiec w szczególno±ci równie» lokalnie sko«czone). Rozwa»my
funkcje gªadkie fi : Rn → [0,+∞) takie, »e Vi{x ∈ Rn | i(x) > 0} i zde�niujmy

φi(x) =
fi(x)∑
j∈I fj(x)

.

To jest szukany przez nas gªadki rozkªad jedno±ci wpisany w pokrycie {Uα}.



Zadanie domowe na 15 maja:

Zadanie 4. Niech U ⊂ Rn b¦dzie zbiorem otwartym. Wyka», »e istnieje wst¦puj¡cy

ci¡g zbiorów otwartych Vn ⊂ U o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

a) domkni¦cie Vn ⊂ U jest zbiorem zwartym,

b) Vn ⊂ Vn+1,

c)
⋃
n Vn = U .

Innymi sªowy, umiemy przestawi¢ U jako sum¦ rosn¡cego ci¡gu zbiorów �zwarto-otwartych�.


