12. éwiczenia zdalne 12 maja 2020
Kohomologie de Rhama, gladki rozklad jednos$ci

Zadanie 1. Rozwazmy automorfizm A : S™ — S™ przeksztalcajacy punkt na odpowia-
dajacy mu punkt antypodyczny A(p) = —p oraz kanoniczne rzutowanie 7 : S™ — RP"
utozsamiajace punkty antypodyczne. Wykaz, ze:

a) Przestrzenn QF(S™) rozpada sie na sume prosta przestrzeni wtasnych przeksztatcenia
A* odpowiadajacych wartosciom wtasnym 1 oraz —1 (Inaczej: kazda k-forme w €
QF(S™) mozemy zapisa¢ w postaci w = wy +w_, gdzie A*wy = wy oraz A*w_ = —w_.)

b) Wykaz, ze powyzszy rozktad indukuje rozktad grup kohomologii na sktadowe H(S™) =
HY(S™) @ H*(5™).

¢) Wykaz, ze cofnigcie m* odwzorowuje QF(RP") na Q% (RP") i ponadto 7* indukuje
izomorfizm grup kohomologii H*(RP") oraz H (S™).

Korzystajac z powyzszego wyznacz kohomologie de Rhama przestrzeni rzutowej RP™.
Rozwigzanie: Punkt a). Kazdg k-forme w € QF(S™) mozemy zapisa¢ jako

1 " 1 "
w=-wWH+AWw)+ - (w—A"w) .
2 2

Latwo sie przekonaé, ze pierwszy ze skladnikoéw jest niezmienniczy na operacje A, a drugi jest anty-
niezmienniczny na te operacje. Stad mamy rozktad QF(S™) = Q% (S™) @ QF (S™).

Punkt b). Zauwazmy, ze powyzszy rozklad jest respektowany przez operacje rozniczki zewnetrznej d,
tzn. jesli A*w = tw to A*dw = d(A*w) = *dw, oraz jesli w = A*w = dn to w = d3 (n+ A*n). Wobec
tego dostajemy indukowany rozktad w kohomologiach H*(S™) = HY (S™) @ H*(S™).

Punkt ¢). Zauwazmy, ze w(A(p)) = 7(p), stad dla formy w € QF(RP") zachodzi A*(n*w) = m*w, a wiec

T QF(RPY) — Q8 (S™) .

Udowodnimy teraz, ze to odwzorowanie jest izomorfizmem. Roéznowarto$ciowosé jest jasna: obrazem
k-formy zerowej jest k-forma zerowa, a 7" jest liniowe nad R. Epimorficznos$é: niech w = A*w bedzie
dowolng k-forma w S™. Jej przeciwobraz w’ na RP™ mozemy okresli¢ lokanie: dla malego zbioru otwar-
tego U C RP™ mamy 7~ *(U) = Uy U Uz, gdzie U i Us sa kanonicznie izomorficzne ze soba (poprzez
odwzorowanie A)oraz z U (poprzez 7|y,). Okreslamy w’|y jako w|u, gdzie U; jest dowolnym z kawalkow
Ui, Us. Poniewaz w = A*w okreslenie w’ nie zalezy od tego ktéry z kawatkéw wybierzemy. Poniewaz, 7*
jest izomorfizmem na QF(.), oraz jest przemienne 7 rézniczka zewnetrzna d dostajemy izomorfizm grup
kohomologii H"(RP"™) ~ H(S™).

Na koniec, wyznaczmy H7(S™) aby policzy¢ kohomologie przestrzeni rzutowej (wiadomo, ze H°(RP™) =
R, za§ w stopniach k = 1,2,...,n — 1 H*(S") = 0, a stad takze H*(RP") = 0). Wezmy generator

w € Q"(S™) i policzmy
2/ w4 :/ w4+ A% w

Zastanoéwmy sie¢, co A(p) = —p robi z orientacja sfery? Przyjmijmy orientacje S™ jako brzegu standar-
dowo zorientowanej kuli w R" ", niech n(p) oznacza wektor normalny zewnetrzny do S™ w punkcie p €
S™, i niech {v1,...,v,} bedzie dodatnio zorientowang bazg Tp S™. Wowczas uktad {n(p),vi,...,vn}
jest dodatnio zorientowana baza R" ™' Przeksztalceniu antypodyczne A = —Idgn+1 zmienia orientacje



R™ 0 czynnik sgndet A = (—1)"T!. Obrazem wczesniej rozwazanej bazy jest przy tym przeksztalceniu

baza {—n(p) = n(—p), —v1,...,—v,}. Wynika stad, ze jesli baza {v1,...,v,} byla dodatnio zoriento-
wana w przestrzeni Tj, S™, to baza {—wv1, ..., —v,} ma orientacje (—1)" ' w przestrzeni T_, S™. Wynika
stad, ze
/ w=(=1)""" A'w
n gn
a zatem

0 gdyn=2k

H"(RP") = H}(S™) = {R oy 1 — 2+ 1

Definicja. Rozwazmy przestrzei topologiczna (odpowiednio, rozmaito$é¢ rozniczkowa) X i pewne
jej pokrycie otwarte {Uas}aca. Ciggtym (odp. gtadkim) rozktadem jednosci wpisanym w pokry-
cie {Us} nazywamy rodzine funkcji ciagtych (od. gtadkich) ¢ : X — [0,+00) o nastepujacych
wlasnosciach

a) dla kazdego o € A mamy {z € X | ®,(z) > 0} C U,
b) dla kazdego z € X nieréwno$é ¢ (z) > 0 zachodzi dla skonczenie wielu o € A

c) dla kazdego x € X mamy ) ., $a(z) = 1.
Bedziemy starali sie udowodnié nastepujgce twierdzenie

Twierdzenie. Niech M bedzie sigma-zwartq rozmaitoscig rozniczkowq (wystarczy by M byto prze-
strzenigq oérodkowq). Wéwczas w kazde pokrycie otwarte M mozna wpisaé gltadki rozktad jednosci.
Pomocny bedzie nastepujacy fakt:

Obserwacja. Niech B C R™ bedzie kulg otwarta. Istnieje wowczas pewna funkcja gtadka ¢ : R™ —
[0,+0), taka ze B = {x | ¢(x) > 0}.

Zadanie 2. Wykaz, ze jesli dla przestrzeni topologicznej X i jej pokrycia otwartego
{Ua}aca istnieje wpisany w nie ciagly rozktad jednosci ¢, : X — [0, 4+00), to rodzina
Vo ={z € X | ¢a(x) > 0} jest podpokryciem lokalnie skonczonym wpisanym w pokrycie
{Ua}-

Przestrzenie topologiczne, ktére maja wtasnosé, ze w kazde ich pokrycie otwarte da sie
wpisaé¢ podpokrycie lokalnie skorficzone nazywamy przestrzeniami parazwartymi.

Zadanie 3. Niech K C R" bedzie zbiorem zwartym, a {U,}aca jego pokryciem otwar-
tym. Wowcezas w {Uy} mozemy wpisac¢ gtadki rozktad jednosci na K.

Rozwigzanie: Rozwazmy pokrycie zbioru K kulami wpisanymi w pokrycie U,. Z takiego pokrycia wy-
bierzmy podpokrycie skoriczone {V;}icr (a wiec w szczegolnosci rowniez lokalnie skoriczone). Rozwazmy
funkcje gtadkie f; : R™ — [0, +00) takie, ze Vi{x € R" | ;(x) > 0} i zdefiniujmy

fi(x)
Yjer fil®)

To jest szukany przez nas gladki rozklad jednosci wpisany w pokrycie {Uq }.

di(x) =



Zadanie domowe na 15 maja:

Zadanie 4. Niech U C R" bedzie zbiorem otwartym. Wykaz, Ze istnieje wstepujacy
ciag zbioréw otwartych V,, C U o nastepujacych wlasnosciach:

a) domkniecie V;, C U jest zbiorem zwartym,
b) 771 - Vn+17
o) U,Va=U.

Innymi stowy, umiemy przestawié¢ U jako sumne rosnacego ciagu zbioréw ,zwarto-otwartych”.




