11. éwiczenia zdalne 5 maja 2020
Kohomologie de Rhama, ciag Mayera-Vietorisa

Zadanie 1. Uzywajac ciagu Mayera-Vietorisa wyznacz pierwsza grupe kohomologii de

Rhama torusa T? = S' x St
Rozwigzanie:  Rozwazmy standardowy rozktad torusa na sume dwoch rurek T? = A U B, ktorych

przeciecie sktada sie¢ z dwdch roztacznych rurek AN B = U UV, jak na rysunku

Wypiszmy dtugi ciag dokladny kohomologii zwiazany z tym rozkladem
HO(T?) 2% HO(A) & HO(B) 2% HO(U LV) 2%
20BN (T?) 45 HY(A) e HY(B) 2% HY (UL V) 2
2L HA(T?) 2 H2(A) @ HX(B) 22 H*(UUV) — 0.
7 uwagi na homotopijng réownowaznos¢ A, B, U i V z S! pierwsze dwa wiersze tego ciagu wygladaja
nastepujaco:
RSRORZLROR %
2 N T?) L ROR 2 ROR 2
Widzimy, ze H'(T?) = keri; @imi;. Postaramy sie teraz wyznaczy¢ te dwie podprzestrzenie. Z doktad-
nosci ciagu na pozycji H'(A) @ H'(B) mamy imi; = kerp; = R (Yatwo to sprawdzi¢, bo znamy wzo6r
na p1). Z kolei z doktadnosci na pozycji H'(T?) wiemy, 7e keri; = imdo. Cofajac sie o jedna pozycje

R® R = ker §p @ im dp, oraz z dokladnosci ciagu ker 6o = im po ~ R (ponownie znamy wzor na po). Stad
im 6o ~ R i ostatecznie H*(T?) = R ® R.

Zadanie 2. Wykaz, ze nastepujace stwierdzenia sa réwnowazne
a) H"(S™) =R, przy czym izomorfizm jest zadany przez odwzorowanie w — [, w

b) Jesli w € Q"(R") jest formg o zwartym nosniku taka, ze [p,w = 0, to istnieje n €
Qn~1(R") réwniez o zwartym nogniku taka, ze w = dn.

Rozwigzanie: a) = b). Wezmy w € Q7 (R"™) taka, ze [, w = 0 i zalézmy, Ze jej nosnik jest zawarty
w pewnej kuli B"(0, R). Rozwazmy teraz dyfeomorfizm ® : B"(0,2R) — S™ \ {n} wiegkszej kuli na
sfere z wyjetym biegunem péinocnym cofniecie w’ := (®7')*w jest dobrze okreslong n-forma na S™ (po

rozszerzeniu o zero na punkt n) i ponadto

0:/ w:/ w:/ (@ "w.
R”L Bn<07R> n

Na mocy wtasnosci (a) wnioskujemy, ze ' = dn dla pewnej (n — 1)-formy n € Q"~'(S™). Bedziemy
chcieli cofnaé n na R™ za pomoca @, ale najpierw musimy ja poprawié¢, aby znikala na pewnym otoczeniu
Un ~ R" bieguna pélnocnego. Zauwazmy, ze dn = w’ = 0 w pewnym takim otoczeniu, a zatem skoro
Up, jest homotopijnie trywialne to = da w Uy, dla pewnej (n — 2)-formy o € Q" %(U,,). Rozszerzmy



teraz o do formy okreslonej na calym S™ (na przyklad wymnazajac przez funkcje znikajaca poza Uy).
Mamy wtedy n = da w Un, skad ' :==  — da ma nastepujace wlasnosci:

n' = 0 na pewnym otoczeniu punktu n, oraz dn’ =d(n —da) =dn=w’ .

Whioskujemy, ze 1 := ®*n’ jest dobrze okreslong (n — 1)-formg w R™ o zwartym no$niku oraz
dn=d(®*n) =" (dy) = "W =" (¢ ) 'w) =w .

Co dowodzi wtlasnosci (b).
b) = a).
Postepujemy bardzo podobnie. Rozwazmy najpierw dowolna n-forme w € Q"(S™) taka, ze fsn w = 0.
Bedziemy chcieli pokaza¢, ze w ma forme pierwotng na S™. W pierwszym kroku zamieimy w na w’ =
w — da tak aby w’ znikalo na pewnym otoczeniu U,, punktu n — aby to zrobié postepujemy analogicznie
jak w poprzedniej implikacji przy przejsciu z n do n’. Zauwazmy, ze w’ ma te sama klase homotopii co w i
te samg calke sferyczng (z tw. Stokesa [, da = 0. ) Teraz rozpatrzmy dyfeomorfizm & : R™ — S™\{n},
za pomocy ktérego przeciggamy w’ na forme zamknieta ®*w’ w R”, ktérej catka wynosi 0. Korzystajac
z wlasnosci (b) znajdujemy dla tej formy forme pierwotna 1 o zwartym nosniku. Forma (®7')*n jest
dobrze okreslona (po przedluzeniu przez zero) na calej sferze S™. Co wiecej

d(@ ') = (@ )= () (®w)=w".

Ostatecznie, w = w’ + da = d(n + a). Co koticzy dowod.

Zadanie 3. Wyznacz kohomologie de Rhama przestrzeni rzutowej RP2.
Rozwigzanie:  Przestrzeni rzutowsa RP? mozemy przedstawi¢ jako sume RP? = A U B, gdzie A jest
dyskiem, B jest wstega Mobiusa (homotopijng z S*), zas ANB = S* x (0,1) (réwniez jest homotopijne z
S1). Dos¢ tatwo to zobaczyé myslac o RP? jak o sferze S? z utozsamionymi punktami antypodycznymi.
Jako A bierzemy gornag polowe sfery, B jest paskiem wokow rownika, a A N B gorna polowa tego paska.
Ciag Mayera-Vietorisa zwiazany z tym rozkladem daje nam
HO(RP?) 2 H°(A) & H(B) 2% H°(AN B) 2%
20, Y (RP?) 2 HY(A) @ HY(B) 2% H'(AN B) 2%
2L HA(RP?) -2 H2(A) @ HX(B) 22 H*(ANB) — 0 .
Co po uwzglednieniu typow homotopijnych A, B oraz AN B daje nam
R-GROR 2GR -2,
20, RP?) 5 00 R 25 R 2L

SLHYRP?) 22090 50— 0.

Latwo zauwazy¢, ze poczatek tego ciagu, a wiec fragment R 2o, R &R 2% R jest dokladny, zas p;
jest izomorfizmem (obrazem generatora pierwszej grupy kohomologii S' jest ten sam generator). To nie

pozostawia nam juz zadnego wyboru i musimy mie¢ H'(RP?) = H?(RP?) = 0.

Zadanie 4. Rozwazmy 1-forme 0 € Q'(R?). Zalézmy, ze 6(p) # 0 w pewnym punkcie
p € R?. Wykaz, ze w pewnym otoczeniu p forma 6 ma czynnik catkujacy, tzn. istnieje
funkcja gltadka F' : R?2 D U — R taka, ze forma F - @ jest dokladna. Czy analogiczny
wynik jest prawdziwy dla 1-form w R3?




Zadania domowe na 12 maja 2020:

Zadanie 5. Rozwazmy automorfizm A : S™ — S™ przeksztalcajacy punkt na odpowia-
dajacy mu punkt antypodyczny A(p) = —p oraz kanoniczne rzutowanie 7 : S™ — RP"
utozsamiajace punkty antypodyczne. Wykaz, ze:

a) Przestrzern Q%(S™) rozpada sie na sume prosta przestrzeni wlasnych przeksztatcenia
A* odpowiadajacych wartosciom wtasnym 1 oraz —1 (Inaczej: kazda k-forme w €
QF(S™) mozemy zapisa¢ w postaci w = w, +w_, gdzie A*wy = w, oraz A*w_ = —w_.)

b) Wykaz, ze powyzszy rozktad indukuje rozktad grup kohomologii na sktadowe H*(S™) =
HE(S™) @ H" (5™).

¢) Wykaz, ze cofnigcie m* odwzorowuje QF(RP") na Q% (RP") i ponadto 7* indukuje
izomorfizm grup kohomologii H*(RP") oraz H (S™).

Korzystajac z powyzszego wyznacz kohomologie de Rhama, przestrzeni rzutowej RP™.

Zadanie 6. Udowodnij twierdzenie o prostowaniu pola wektorowego.

Twierdzenie. Niech X bedzie gtadkim polem wektorowym w R™, a p € R™ takim punk-
tem, ze X(p) # 0. Wykaz, ze w pewnym otoczeniu U > p mozna wprowadzi¢ uklad
wspdtrzednych (y1,y2,...,Yn), w ktdrym pole X przyjmuje postaé¢ X = [1,0,0,...,0].
(W innym jezyku: istnieje lokalny dyfeomorfizm ® : U — V C R™ taki, ze d®(x)[X] =
[1,0,...,0].)

Zadanie pisemnie na 15 maja:

Zadanie 7. Wyznacz (dowolng metoda) kohomologie de Rhama ptaszczyzny R? z k
dziurami.




