
11. ¢wiczenia zdalne 5 maja 2020

Kohomologie de Rhama, ci¡g Mayera-Vietorisa

Zadanie 1. U»ywaj¡c ci¡gu Mayera-Vietorisa wyznacz pierwsz¡ grup¦ kohomologii de
Rhama torusa T2 = S1 × S1.
Rozwi¡zanie: Rozwa»my standardowy rozkªad torusa na sum¦ dwóch rurek T2 = A ∪ B, których
przeci¦cie skªada si¦ z dwóch rozª¡cznych rurek A ∩B = U t V , jak na rysunku
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Wypiszmy dªugi ci¡g dokªadny kohomologii zwi¡zany z tym rozkªadem

H0(T2)
i0−→ H0(A)⊕H0(B)

p0−→ H0(U t V )
δ0−→

δ0−→H1(T2)
i1−→ H1(A)⊕H1(B)

p1−→ H1(U t V )
δ1−→

δ1−→H2(T2)
i2−→ H2(A)⊕H2(B)

p2−→ H2(U t V ) −→ 0 .

Z uwagi na homotopijn¡ równowa»no±¢ A, B, U i V z S1 pierwsze dwa wiersze tego ci¡gu wygl¡daj¡
nast¦puj¡co:

R i0−→ R⊕ R p0−→ R⊕ R δ0−→
δ0−→H1(T2)

i1−→ R⊕ R p1−→ R⊕ R δ1−→

Widzimy, »e H1(T2) = ker i1⊕ im i1. Postaramy si¦ teraz wyznaczy¢ te dwie podprzestrzenie. Z dokªad-

no±ci ci¡gu na pozycji H1(A) ⊕ H1(B) mamy im i1 = ker p1 = R (ªatwo to sprawdzi¢, bo znamy wzór

na p1). Z kolei z dokªadno±ci na pozycji H1(T2) wiemy, »e ker i1 = im δ0. Cofaj¡c si¦ o jedn¡ pozycj¦

R⊕R = ker δ0 ⊕ im δ0, oraz z dokªadno±ci ci¡gu ker δ0 = im p0 ' R (ponownie znamy wzór na p0). St¡d

im δ0 ' R i ostatecznie H2(T2) = R⊕ R.

Zadanie 2. Wyka», »e nast¦puj¡ce stwierdzenia s¡ równowa»ne

a) Hn(Sn) = R, przy czym izomor�zm jest zadany przez odwzorowanie ω 7−→
∫
Sn ω

b) Je±li ω ∈ Ωn(Rn) jest form¡ o zwartym no±niku tak¡, »e
∫
Rn ω = 0, to istnieje η ∈

Ωn−1(Rn) równie» o zwartym no±niku taka, »e ω = dη.

Rozwi¡zanie: a) ⇒ b). We¹my ω ∈ Ωnc (Rn) tak¡, »e
∫
Rn ω = 0 i zaªó»my, »e jej no±nik jest zawarty

w pewnej kuli Bn(0, R). Rozwa»my teraz dyfeomor�zm Φ : Bn(0, 2R) → Sn \ {n} wi¦kszej kuli na
sfer¦ z wyj¦tym biegunem póªnocnym cofni¦cie ω′ := (Φ−1)∗ω jest dobrze okre±lon¡ n-form¡ na Sn (po
rozszerzeniu o zero na punkt n) i ponadto

0 =

∫
Rn

ω =

∫
Bn(0,R)

ω =

∫
Sn

(Φ−1)∗ω .

Na mocy wªasno±ci (a) wnioskujemy, »e ω′ = dη dla pewnej (n − 1)-formy η ∈ Ωn−1(Sn). B¦dziemy
chcieli cofn¡¢ η na Rn za pomoc¡ Φ, ale najpierw musimy j¡ poprawi¢, aby znikaªa na pewnym otoczeniu
Un ' Rn bieguna póªnocnego. Zauwa»my, »e dη = ω′ = 0 w pewnym takim otoczeniu, a zatem skoro
Un jest homotopijnie trywialne to η = dα w Un dla pewnej (n − 2)-formy α ∈ Ωn−2(Un). Rozszerzmy



teraz α do formy okre±lonej na caªym Sn (na przykªad wymna»aj¡c przez funkcje znikaj¡c¡ poza Un).
Mamy wtedy η = dα w Un, sk¡d η

′ := η − dα ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

η′ = 0 na pewnym otoczeniu punktu n, oraz dη′ = d(η − dα) = dη = ω′ .

Wnioskujemy, »e η := Φ∗η′ jest dobrze okre±lon¡ (n− 1)-form¡ w Rn o zwartym no±niku oraz

dη = d(Φ∗η′) = Φ∗(dη′) = Φ∗ω′ = Φ∗((Φ−1)∗ω) = ω .

Co dowodzi wªasno±ci (b).
b) ⇒ a).

Post¦pujemy bardzo podobnie. Rozwa»my najpierw dowoln¡ n-form¦ ω ∈ Ωn(Sn) tak¡, »e
∫
Sn ω = 0.

B¦dziemy chcieli pokaza¢, »e ω ma form¦ pierwotn¡ na Sn. W pierwszym kroku zamie«my ω na ω′ =
ω− dα tak aby ω′ znikaªo na pewnym otoczeniu Un punktu n � aby to zrobi¢ post¦pujemy analogicznie
jak w poprzedniej implikacji przy przej±ciu z η do η′. Zauwa»my, »e ω′ ma t¦ sam¡ klas¦ homotopii co ω i
t¦ sam¡ caªk¦ sferyczn¡ (z tw. Stokesa

∫
Sn dα = 0. ) Teraz rozpatrzmy dyfeomor�zm Φ : Rn → Sn\{n},

za pomoc¡ którego przeci¡gamy ω′ na form¦ zamkni¦t¡ Φ∗ω′ w Rn, której caªka wynosi 0. Korzystaj¡c
z wªasno±ci (b) znajdujemy dla tej formy form¦ pierwotn¡ η o zwartym no±niku. Forma (Φ−1)∗η jest
dobrze okre±lona (po przedªu»eniu przez zero) na caªej sferze Sn. Co wi¦cej

d((Φ−1)∗η) = (Φ−1)dη = (Φ−1)∗(Φ∗ω′) = ω′ .

Ostatecznie, ω = ω′ + dα = d(η + α). Co ko«czy dowód.

Zadanie 3. Wyznacz kohomologie de Rhama przestrzeni rzutowej RP2.
Rozwi¡zanie: Przestrze« rzutow¡ RP2 mo»emy przedstawi¢ jako sum¦ RP2 = A ∪ B, gdzie A jest
dyskiem, B jest wst¦g¡ Möbiusa (homotopijn¡ z S1), za± A∩B = S1× (0, 1) (równie» jest homotopijne z
S1). Do±¢ ªatwo to zobaczy¢ my±l¡c o RP2 jak o sferze S2 z uto»samionymi punktami antypodycznymi.
Jako A bierzemy górn¡ poªow¦ sfery, B jest paskiem woków równika, a A ∩B górn¡ poªow¡ tego paska.
Ci¡g Mayera-Vietorisa zwi¡zany z tym rozkªadem daje nam

H0(RP2)
i0−→ H0(A)⊕H0(B)

p0−→ H0(A ∩B)
δ0−→

δ0−→H1(RP2)
i1−→ H1(A)⊕H1(B)

p1−→ H1(A ∩B)
δ1−→

δ1−→H2(RP2)
i2−→ H2(A)⊕H2(B)

p2−→ H2(A ∩B) −→ 0 .

Co po uwzgl¦dnieniu typów homotopijnych A, B oraz A ∩B daje nam

R i0−→ R⊕ R p0−→ R δ0−→
δ0−→H1(RP2)

i1−→ 0⊕ R p1−→ R δ1−→
δ1−→H2(RP2)

i2−→ 0⊕ 0
p2−→ 0 −→ 0 .

�atwo zauwa»y¢, »e pocz¡tek tego ci¡gu, a wi¦c fragment R i0−→ R ⊕ R p0−→ R jest dokªadny, za± pi

jest izomor�zmem (obrazem generatora pierwszej grupy kohomologii S1 jest ten sam generator). To nie

pozostawia nam ju» »adnego wyboru i musimy mie¢ H1(RP2) = H2(RP2) = 0.

Zadanie 4. Rozwa»my 1-form¦ θ ∈ Ω1(R2). Zaªó»my, »e θ(p) 6= 0 w pewnym punkcie

p ∈ R2. Wyka», »e w pewnym otoczeniu p forma θ ma czynnik caªkuj¡cy, tzn. istnieje

funkcja gªadka F : R2 ⊃ U → R taka, »e forma F · θ jest dokªadna. Czy analogiczny

wynik jest prawdziwy dla 1-form w R3?



Zadania domowe na 12 maja 2020:

Zadanie 5. Rozwa»my automor�zm A : Sn → Sn przeksztaªcaj¡cy punkt na odpowia-

daj¡cy mu punkt antypodyczny A(p) = −p oraz kanoniczne rzutowanie π : Sn → RPn

uto»samiaj¡ce punkty antypodyczne. Wyka», »e:

a) Przestrze« Ωk(Sn) rozpada si¦ na sum¦ prost¡ przestrzeni wªasnych przeksztaªcenia

A∗ odpowiadaj¡cych warto±ciom wªasnym 1 oraz −1 (Inaczej: ka»d¡ k-form¦ ω ∈
Ωk(Sn) mo»emy zapisa¢ w postaci ω = ω++ω−, gdzieA

∗ω+ = ω+ orazA∗ω− = −ω−.)

b) Wyka», »e powy»szy rozkªad indukuje rozkªad grup kohomologii na skªadoweHk(Sn) =
Hk

+(Sn)⊕Hk
−(Sn).

c) Wyka», »e cofni¦cie π∗ odwzorowuje Ωk(RPn) na Ωk
+(RPn) i ponadto π∗ indukuje

izomor�zm grup kohomologii Hk(RPn) oraz Hk
+(Sn).

Korzystaj¡c z powy»szego wyznacz kohomologie de Rhama przestrzeni rzutowej RPn.

Zadanie 6. Udowodnij twierdzenie o prostowaniu pola wektorowego.

Twierdzenie. Niech X b¦dzie gªadkim polem wektorowym w Rn, a p ∈ Rn takim punk-

tem, »e X(p) 6= 0. Wyka», »e w pewnym otoczeniu U 3 p mo»na wprowadzi¢ ukªad

wspóªrz¦dnych (y1, y2, . . . , yn), w którym pole X przyjmuje posta¢ X = [1, 0, 0, . . . , 0].
(W innym j¦zyku: istnieje lokalny dyfeomor�zm Φ : U −→ V ⊂ Rn taki, »e dΦ(x)[X] =
[1, 0, . . . , 0].)

Zadanie pisemnie na 15 maja:

Zadanie 7. Wyznacz (dowoln¡ metod¡) kohomologie de Rhama pªaszczyzny R2 z k
dziurami.


