10. éwiczenia zdalne 28 kwietnia 2020
Kohomologie de Rhama, ciag Mayera-Vietorisa

Zadanie 1. Wyznacz druga grupe kohomologii de Rhama 2-wymiarowego torusa T? C
R3.

Rozwigzanie: Przedstawmy T? = jako sume dwoch obszarow M = AU B, ktore oba sg dyfeomorficzne
z S x (0,1) R*\ {0}, zas ANB=UUYV, gdzie U,V ~ S' x (0,1).

(a=B)lv=cu-0+df

w|a = da w|lp =dg

(@=PB)v=cv-0+dg

Obliczenie H?(T?). Wezmy dowolng 2-forme (automatycznie zamknieta) w € Q%(T?). Formy w|a i w|p
sa zamknietymi 2-formami na obszarach dyfeomorficznych z R? \ {0}, a wiec sa dokladne (wiemy juz,
ze H*(R?\ {0})) = 0. Istnieja zatem 1-formy a € Q'(A) i 8 € Q*(B) takie, ze w|a = do i w|p = dB.
Zauwazmy, ze wobec da|y = w|y = df|v oraz da|v = w|y = df|v mamy d(a—23)|v =0id(a—pB)|v =0.
Poniewaz oba obszary U i V sg dyfeomorficzne z R? \ {0}, ktorego pierwsza grupe kohomologii znamy,
whnosimy, ze

(a=B)lu=cv 0+df oraz (a—p)|lv=cv 0+dg,

gdzie 0, df = 0 jest generatorem pierwszej grupy kohomologii R? \ {0} (mozemy przyja¢, ze w obu
obszarach ten generator pochodzi od pojedynczej 1-formy na T? mierzacej obieganie wokot matego kota),
zad f: U = Rig:V — R to funkcje gtadkie. A wiec cy = fw (v — B) oraz cv = fw (o — B), gdzie
petle yu 1 yv sa takie jak na rysunku.

Policzmy calke z w po T? sktadajac ja z dwoch kawatkow (A’ i B’ oznaczaé bedzie obciecie, odpowiednio,
A1 B do petli granicznych vy i yy) mamy

/w:/ w+/ w:/da—i—/ dﬁtw.Stékes’a/ Oé+/ 5:
T2 A B’ A B’ U=V WU

a zatem jesli cuy # cy to klasa kohomologii [w] nie jest trywialna. Oczywiscie niezerowa calke latwo
zrealizowa¢, na przyklad catkujac forme objetosci po torusie.

Przeciwnie, jesli cv = cy = ¢, to podobnie jak przy liczeniu drugich kohomologii R? \ {0} zbudujmy
funkcje gtadka F : T? — R taka, ze F|y = f zas F|y = g. Wowczas 1-forma

) a(=x) daxzeA
(@) = B(x) +cb(x)+dF(z) dlaxzeB

jest dobrze zdefiniowana, poniewaz o = 8+ ¢ 8 + dF na AN B. Ponadto spelnia ona

d(n|a) =da=wla oraz d(n|p)=d(B+cl+dF)=d8 =w|s,



a wiec w = dn jest forma doktadna. Wykazalismy zatem, ze H>(T?) ~ R, gdzie izomorfizm jest zadany
poprzez przyporzadkowanie

w — w=cCcy —Cy .
T2
Zadanie 2. (x) Rozwazmy n-forme w € Q"(R") o zwartym nosniku, takg ze [p, w = 0.
Wykaz, ze istnieje (n — 1)-forma o zwartym nosniku n € Q"~1(R") taka, ze w = dn.

Rozwigzanie: Bedziemy korzystali z nastepujacego lematu

Lemat 1. n-ta grupa kohomologii de Rhama sfery n-wymiarowej to H™(S™) = R, przy czym mozemy
utozsamié klase n-formy o z catkq (o] = [, o € R.

Powyzszy lemat mozemy udowodni¢ bezposrednio technika Mayera-Vietorisa korzystajac z rozktadu
sfery n-wymiarowej na dwie kule przecinajace sie wzdtuz S"~!. Okazuje sie on byé rowniez rownowasny
naszemu zadaniu. Poniewaz w dowodzie ponizej bedziemy tak naprawde korzystali z lematu dla n — 1,
wiec mozliwe jest ubranie naszego rozumowania w ramy dowodu indukcyjnego.

Wezmy w € Q"(R") jak w tresci zadania. Dowolna n-forma w R™ jest zamknieta, zas H"(R™) = {0}
(R™ jest $ciagalna), zatem istnieje pewna (n — 1)-forma v taka, ze dv = w. Bedziemy sie starali dobrac
B € Q" %(R") tak aby v — df3 mialo zwarty nosnik. Wéwczas n = v — df bedzie spelnialo teze zadania
(gdyz d(n) = d(v — dB) = dv = w). Wybierzmy promien R tak duzy, aby suppw C B"(0, R). Na mocy

twierdzenia Stokes’a
0= / w= / w= / dv = / V.
n B™(0,2R) B™(0,2R) Sn—1(0,2R)

Chcemy pokazaé, ze v jest forma dokltadna w U = R™ \ B"(0, R). Istotnie, v jest zamknieta dv = w = 0,
bo jestesmy poza nosnikiem w. Ponadto U jest homotopijnie rownowazna sferze S™ (0, 2R), gdzie klasa

homotopii [v] odpowiada fsn,l(o ory ¥ = 0. W istocie rozwazmy homotopie

H:Ux|[0,1] =T, H(m,t)z(l—t-l-t%)m,
Hy = idy oraz H; jest retrakcja U na sfere S"7'(0,2R). Korzystajac z ogolnego Lematu Poincaré
istnieje algebraiczna homotopia H : Q"1 (U) — Q" 2(U) taka, 7e
v—Hj (v|gn-1) =idgv— Hiv=dH) + H(dv) =dH(v) +0 .
A poniewaz v|gn—1 jest dokladna na sferze S™', zatem v|gn—1 = dv dla pewnej v € Q"7 2(S™1). Stad
v = Hi(dvy)+dH(v) = d(H{vy + H(v)) — dokladna.

Dowiedlismy doktadnosci v w U, a wiec v = dB dla pewnej (n — 2)-formy 8 € Q"~2(U). Rozszerzmy
teraz 8 w dowolny sposéb do formy 3 € Q" 2(R") (na przyktad przedtuzajac jakkolwiek funkcje wspot-
rzednosciowe formy 8 na wnetrze kota B(0, R)). Mamy

d(v—dB) =dv =w, oraz supp(v—dp)C B"(0,R) .

Jak widzimy n =v — dg spelnia teze zadania w wymiarze n.

Ciaqg Mayera-Vietorisa. Zacznijmy od nastepujgcej definicyi




Definicja. Kompleksem (ko)taricuchowym nazywamy ciag przestrzeni liniowych (ogoélniej modu-
t6w) Vi, n € Z oraz odwzorowai liniowych p, : V;, — V41 takich, ze p,41 o p, = 0 dla kazdego
n=0,1,2,....

Pn+1 Pn+42
H,_>\/0&>\/1£>V2£>...—>Vnp—”>vn+1 —+>Vn+2 -

Wynika stad, ze dla kazdego n mamy im p, C ker p,41. Moéwimy, ze powyzszy ciag jest doktadny na
miejscu n + 1 jedli zachodzi réwnosé imp,, = kerp,1. Jesli ciag jest dokladny na kazdym miejscu
méwimy o dtugim ciggu doktadnym.

Przyklad. Dokladnosé ciagu 0 — V 5 W — ...na pozycji V oznacza, ze i jest monomorfi-
zmem.

Doktadnosé ciagu ... — V 25 W — 0 na pozycji W oznacza, ze p jest epimorfizmemn.

Twierdzenie (Mayera-Vietorisa). Rozwazmy rozmaito$é M 1 jej rozktad na dwa zbiory otwarte
M = AU B. Wéwczas istnieje dtugi ciqg doktadny kohomologii de Rhama

Bjo_ ; i
B8 HMAUB) 5 HYA) @ HY(B) 25 HY(AN B) 25 HM Y (AuB) 2L
przy czym odwzorowania iy 1 pr defintujemy nastepujgco

ir ([w]) = (wla], [wlB])  oraz px ([o], [8]) = [(a = B)|anB] -

Zadanie 3. Uzywajac ciagu Mayera-Vietorisa wyznacz druga grupe kohomologii de
Rhama torusa T? = S' x St
Rozwigzanie:  Rozwazmy standardowy rozktad torusa na sume dwoch rurek T? = A U B, ktorych

przeciecie sktada si¢ z dwdch roztacznych rurek AN B = U UV, jak na rysunku

Wypiszmy dlugi ciag doktadny kohomologii zwiazany z tym rozkladem
HO(T?) 2% HO(A) & HO(B) 2% HO(U LV) 2%

20, mN(T?) 5 HY(A)e HY(B) 2% HY (UL V) 2

2L AT 22 B2 (A) @ HY(B) 22 HX(UUV) — 0.
Z uwagi na homotopijng rownowaznos¢ A, B, U i V z S' ostatnie dwa wiersze tego ciggu wygladaja
nastepujaco:
2 HY(T?) LS ROR S ROR -2
SLEA(T?) 250220 — 0.
Wrynika stad, ze H?(T?) = keriz, a z dokladnosci ciagu na pozycji H*(T?) wnosimy, ze ze imd; =
keris = H?(T?). Z kolei z dokladnosci ciaggu na poprzedzajacej pozycji mamy ker§; = imp;. Wiemy

z kolei, ze p;([a],[B]) = ([a — 8], [@ — B]), zatem R & R D R[1,1] = imp1, a wiec kerd; = imp; ~ R.
Wreszcie wobec R @ R = ker 61 @ im §1 wnosimy, ze im§; = R = HQ('I[‘Q).



Zadania domowe na 5 maja:

Zadanie 4. Uzywajac ciagu Mayera-Vietorisa wyznacz pierwsza grupe kohomologii de
Rhama torusa T? = S! x St
Zadanie 5. Wyznacz kohomologie de Rhama sfery S™.

Zadanie 6. (x) Niech M bedzie zwarta rozmaitoscia. Wykaz, ze wszystkich k =
0,1,2,...
H¥Y (M x §') = HF (M) @ H" (M) .
Oblicz kohomologie n-wymiarowego torusa T™ = St x ... x S!
—_—

n




