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Kohomologie de Rhama, ci¡g Mayera-Vietorisa

Zadanie 1. Wyznacz drug¡ grup¦ kohomologii de Rhama 2-wymiarowego torusa T2 ⊂
R3.

Rozwi¡zanie: Przedstawmy T2 = jako sum¦ dwóch obszarów M = A ∪B, które oba s¡ dyfeomor�czne
z S1 × (0, 1) ' R2 \ {0}, za± A ∩B = U t V , gdzie U, V ' S1 × (0, 1).
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V

γV

Obliczenie H2(T2). We¹my dowoln¡ 2-form¦ (automatycznie zamkni¦t¡) ω ∈ Ω2(T2). Formy ω|A i ω|B
s¡ zamkni¦tymi 2-formami na obszarach dyfeomor�cznych z R2 \ {0}, a wi¦c s¡ dokªadne (wiemy ju»,
»e H2(R2 \ {0})) = 0. Istniej¡ zatem 1-formy α ∈ Ω1(A) i β ∈ Ω1(B) takie, »e ω|A = dα i ω|B = dβ.
Zauwa»my, »e wobec dα|U = ω|U = dβ|U oraz dα|V = ω|V = dβ|V mamy d(α−β)|U = 0 i d(α−β)|V = 0.
Poniewa» oba obszary U i V s¡ dyfeomor�czne z R2 \ {0}, którego pierwsz¡ grup¦ kohomologii znamy,
wnosimy, »e

(α− β)|U = cU θ + df oraz (α− β)|V = cV θ + dg ,

gdzie θ, dθ = 0 jest generatorem pierwszej grupy kohomologii R2 \ {0} (mo»emy przyj¡¢, »e w obu
obszarach ten generator pochodzi od pojedynczej 1-formy na T2 mierz¡cej obieganie wokóª maªego koªa),
za± f : U → R i g : V → R to funkcje gªadkie. A wiec cU =

∫
γU

(α − β) oraz cV =
∫
γV

(α − β), gdzie
p¦tle γU i γV s¡ takie jak na rysunku.

Policzmy caªk¦ z ω po T2 skªadaj¡c j¡ z dwóch kawaªków (A′ i B′ oznacza¢ b¦dzie obci¦cie, odpowiednio,
A i B do p¦tli granicznych γU i γV ) mamy∫

T2

ω =

∫
A′
ω +

∫
B′
ω =

∫
A′

dα+

∫
B′

dβ
tw.Stokes'a

=

∫
γU−γV

α+

∫
γV −γU

β =∫
γU

(α− β)−
∫
γV

(α− β) = cU − cV ,

a zatem je±li cU 6= cV to klasa kohomologii [ω] nie jest trywialna. Oczywi±cie niezerow¡ caªk¦ ªatwo
zrealizowa¢, na przykªad caªkuj¡c form¦ obj¦to±ci po torusie.

Przeciwnie, je±li cU = cV = c, to podobnie jak przy liczeniu drugich kohomologii R2 \ {0} zbudujmy
funkcj¦ gªadk¡ F : T2 → R tak¡, »e F |U = f za± F |V = g. Wówczas 1-forma

η(x) =

{
α(x) dla x ∈ A
β(x) + c θ(x) + dF (x) dla x ∈ B

jest dobrze zde�niowana, poniewa» α = β + c θ + dF na A ∩B. Ponadto speªnia ona

d(η|A) = dα = ω|A oraz d(η|B) = d(β + c θ + dF ) = dβ = ω|B ,



a wi¦c ω = dη jest form¡ dokªadn¡. Wykazali±my zatem, »e H2(T2) ' R, gdzie izomor�zm jest zadany
poprzez przyporz¡dkowanie

ω 7−→
∫
T2

ω = cU − cV .

Zadanie 2. (∗) Rozwa»my n-form¦ ω ∈ Ωn(Rn) o zwartym no±niku, tak¡ »e
∫
Rn ω = 0.

Wyka», »e istnieje (n− 1)-forma o zwartym no±niku η ∈ Ωn−1(Rn) taka, »e ω = dη.

Rozwi¡zanie: B¦dziemy korzystali z nast¦puj¡cego lematu

Lemat 1. n-ta grupa kohomologii de Rhama sfery n-wymiarowej to Hn(Sn) = R, przy czym mo»emy
uto»sami¢ klas¦ n-formy α z caªk¡ [α] =

∫
Sn α ∈ R.

Powy»szy lemat mo»emy udowodni¢ bezpo±rednio technik¡ Mayera-Vietorisa korzystaj¡c z rozkªadu
sfery n-wymiarowej na dwie kule przecinaj¡ce si¦ wzdªu» Sn−1. Okazuje si¦ on by¢ równie» równowa»ny
naszemu zadaniu. Poniewa» w dowodzie poni»ej b¦dziemy tak naprawd¦ korzystali z lematu dla n− 1,
wi¦c mo»liwe jest ubranie naszego rozumowania w ramy dowodu indukcyjnego.

We¹my ω ∈ Ωn(Rn) jak w tre±ci zadania. Dowolna n-forma w Rn jest zamkni¦ta, za± Hn(Rn) = {0}
(Rn jest ±ci¡galna), zatem istnieje pewna (n− 1)-forma ν taka, »e dν = ω. B¦dziemy si¦ starali dobra¢
β ∈ Ωn−2(Rn) tak aby ν − dβ miaªo zwarty no±nik. Wówczas η = ν − dβ b¦dzie speªniaªo tez¦ zadania
(gdy» d(η) = d(ν − dβ) = dν = ω). Wybierzmy promie« R tak du»y, aby suppω ⊂ Bn(0, R). Na mocy
twierdzenia Stokes'a

0 =

∫
Rn

ω =

∫
Bn(0,2R)

ω =

∫
Bn(0,2R)

dν =

∫
Sn−1(0,2R)

ν .

Chcemy pokaza¢, »e ν jest form¡ dokªadn¡ w U = Rn \Bn(0, R). Istotnie, ν jest zamkni¦ta dν = ω = 0,
bo jeste±my poza no±nikiem ω. Ponadto U jest homotopijnie równowa»na sferze Sn−1(0, 2R), gdzie klasa
homotopii [ν] odpowiada

∫
Sn−1(0,2R)

ν = 0. W istocie rozwa»my homotopi¦

H : U × [0, 1]→ U, H(x, t) =

(
1− t+ t

2R

‖x‖

)
x .

H0 = idU oraz H1 jest retrakcj¡ U na sfer¦ Sn−1(0, 2R). Korzystaj¡c z ogólnego Lematu Poincaré
istnieje algebraiczna homotopia H : Ωn−1(U)→ Ωn−2(U) taka, »e

ν −H∗1 (ν|Sn−1) = id∗U ν −H∗1 ν = dH(ν) +H(dν) = dH(ν) + 0 .

A poniewa» ν|Sn−1 jest dokªadna na sferze Sn−1, zatem ν|Sn−1 = dγ dla pewnej γ ∈ Ωn−2(Sn−1). St¡d

ν = H∗1 (dγ) + dH(ν) = d(H∗1γ +H(ν)) � dokªadna.

Dowiedli±my dokªadno±ci ν w U , a wi¦c ν = dβ dla pewnej (n − 2)-formy β ∈ Ωn−2(U). Rozszerzmy

teraz β w dowolny sposób do formy β̃ ∈ Ωn−2(Rn) (na przykªad przedªu»aj¡c jakkolwiek funkcje wspóª-
rz¦dno±ciowe formy β na wn¦trze koªa B(0, R)). Mamy

d(ν − dβ̃) = dν = ω, oraz supp(ν − dβ̃) ⊂ Bn(0, R) .

Jak widzimy η = ν − dβ̃ speªnia tez¦ zadania w wymiarze n.

Ci¡g Mayera-Vietorisa. Zacznijmy od nast¦puj¡cej de�nicji



De�nicja. Kompleksem (ko)ªa«cuchowym nazywamy ci¡g przestrzeni liniowych (ogólniej modu-
ªów) Vn, n ∈ Z oraz odwzorowa« liniowych pn : Vn → Vn+1 takich, »e pn+1 ◦ pn = 0 dla ka»dego
n = 0, 1, 2, . . ..

. . . −→ V0
p0−→ V1

p1−→ V2
p2−→ . . . −→ Vn

pn−→ Vn+1
pn+1−→ Vn+2

pn+2−→ . . .

Wynika st¡d, »e dla ka»dego n mamy im pn ⊂ ker pn+1. Mówimy, »e powy»szy ci¡g jest dokªadny na
miejscu n+ 1 je±li zachodzi równo±¢ im pn = ker pn+1. Je±li ci¡g jest dokªadny na ka»dym miejscu
mówimy o dªugim ci¡gu dokªadnym.

Przykªad. Dokªadno±¢ ci¡gu 0 −→ V
i−→ W −→ . . . na pozycji V oznacza, »e i jest monomor�-

zmem.

Dokªadno±¢ ci¡gu . . . −→ V
p−→W −→ 0 na pozycji W oznacza, »e p jest epimor�zmem.

Twierdzenie (Mayera-Vietorisa). Rozwa»my rozmaito±¢ M i jej rozkªad na dwa zbiory otwarte
M = A ∪B. Wówczas istnieje dªugi ci¡g dokªadny kohomologii de Rhama

. . .
∂k−1−→ Hk(A ∪B)

ik−→ Hk(A)⊕Hk(B)
pk−→ Hk(A ∩B)

∂k−→ Hk+1(A ∪B)
ik+1−→ . . . ,

przy czym odwzorowania ik i pk de�niujemy nast¦puj¡co

ik ([ω]) = ([ω|A], [ω|B ]) oraz pk ([α], [β]) = [(α− β)|A∩B ] .

Zadanie 3. U»ywaj¡c ci¡gu Mayera-Vietorisa wyznacz drug¡ grup¦ kohomologii de
Rhama torusa T2 = S1 × S1.
Rozwi¡zanie: Rozwa»my standardowy rozkªad torusa na sum¦ dwóch rurek T2 = A ∪ B, których
przeci¦cie skªada si¦ z dwóch rozª¡cznych rurek A ∩B = U t V , jak na rysunku

V

U
A B

Wypiszmy dªugi ci¡g dokªadny kohomologii zwi¡zany z tym rozkªadem

H0(T2)
i0−→ H0(A)⊕H0(B)

p0−→ H0(U t V )
δ0−→

δ0−→H1(T2)
i1−→ H1(A)⊕H1(B)

p1−→ H1(U t V )
δ1−→

δ1−→H2(T2)
i2−→ H2(A)⊕H2(B)

p2−→ H2(U t V ) −→ 0 .

Z uwagi na homotopijn¡ równowa»no±¢ A, B, U i V z S1 ostatnie dwa wiersze tego ci¡gu wygl¡daj¡
nast¦puj¡co:

δ0−→H1(T2)
i1−→ R⊕ R p1−→ R⊕ R δ1−→

δ1−→H2(T2)
i2−→ 0

p2−→ 0 −→ 0 .

Wynika st¡d, »e H2(T2) = ker i2, a z dokªadno±ci ci¡gu na pozycji H2(T2) wnosimy, »e »e im δ1 =

ker i2 = H2(T2). Z kolei z dokªadno±ci ci¡gu na poprzedzaj¡cej pozycji mamy ker δ1 = im p1. Wiemy

z kolei, »e pi([α], [β]) = ([α − β], [α − β]), zatem R ⊕ R ⊃ R[1, 1] = im p1, a wiec ker δ1 = im p1 ' R.
Wreszcie wobec R⊕ R = ker δ1 ⊕ im δ1 wnosimy, »e im δ1 = R = H2(T2).



Zadania domowe na 5 maja:

Zadanie 4. U»ywaj¡c ci¡gu Mayera-Vietorisa wyznacz pierwsz¡ grup¦ kohomologii de

Rhama torusa T2 = S1 × S1.

Zadanie 5. Wyznacz kohomologie de Rhama sfery Sn.

Zadanie 6. (∗) Niech M b¦dzie zwart¡ rozmaito±ci¡. Wyka», »e wszystkich k =
0, 1, 2, . . .

Hk+1(M × S1) = Hk(M)⊕Hk+1(M) .

Oblicz kohomologie n-wymiarowego torusa Tn = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n


