AM II.2 2019/20 (gr. *)

1. éwiczenia zdalne 13 marca 2020 — splot i wygladzanie

Na dzisiejszych, zdalnych éwiczeniach bedziemy zajmowali sie pojeciem splotu. Definiujemy go w R"™ ale
pojecie to mozna rozszerzyé z zachowaniem podstawowych wtasnosci na dowolng lokalnie zwartq grupe
abelowq (catkuje sie wowczas wzgledem odpowiedniej miary Haara — bedzie na wyktadzie — a odejmowanie

zastepuje sie dzieleniem grupowym,).

Definicja. Rozwazmy funkcje calkowalne f,g € L'(R™). Splotem funkcji f i g nazywamy funkcje
f*g:R™ — R okreslong wzorem

(Fro@ = | fw-vd'w).

Intuicja stojaca za tq definicjg jest taka, zZe f * g(x) to usrednienie funkcji g wokdt © po calym R™ za
pomocq funkcji f — pomocne moze byé rozwazenie sytuacgi, gdy f = Xpn(o0,1y. Zacznigmy od udowodnienia

kilku podstawowych wtasnosci.

Zadanie 1. (podstawowe wlasnosci splotu) Wykaz, ze dla dowolnych funkcji
catkowalnych f, g, h € L'(R")

(a) funkcja y — f(y)g(x — y) jest calkowalna dla p.w. € R", w zwiazku z czym
splot (g * f)(x) jest dobrze okreslony dla p.w. x € R™.

[f gl < ([ fllx- gl

(c) splot jest przemienny, tj. f*xg=gx* f.

(b) zachodzi nier6wnosé

(d) splot jest taczny, tj. f*(g*h) = (f*g)x*h.

W dalszej czeSci cwiczeri bedziemy sie starali rozszerzyé klase funkcji, ktdre splatamy i pokazaé jakie
wlasnosci otrzymanego splotu dziedziczone sq z funkcji splatanych. Na poczgtku pokazemy co sie stanie

gdy klase L zastgpimy klasq LP.

Zadanie 2. Dla f € LP(R") i g € L*(R") udowodnij, ze splot (f * g)(z) jest dobrze
okreslony dla p.w. € R" oraz ze zachodzi nastepujaca nieréwnosé¢ Younga:

1 *gllp < 1 £1lp - llglls -

Wskazéwka: Oszacuj (f * g)(x) z nierownosci Holdera.




Teraz zbadamy regqularnosé splotu funkcji z L' z funkcjami wyzszej reqularnosci.

Zadanie 3. (regularno$é splotu) Wykaz, ze jesli f € L'(R"), za$

(a) funkcja g : R™ — R jest mierzalna i ograniczona, to splot f % g jest dobrze
okreglony i ograniczony.

(b) funkcja g : R™ — R jest w klasie C.(R"), badz Cy(R") (odpowiednio: funkcje
ciagte o zwartym nosniku i funkcje ciaglte znikajace w nieskoniczonosci) to splot
f * g jest jednostajnie ciagty.

(c) funkcja g : R® — R jest jest w klasie C*(R™), to splot f * g jest klasy C*(R™).

Poniewaz funkcje LY wraz z operacjq splotu tworzq algebre, warto spytaé, czy w tej algebrze jest jedynka.

Zadanie 4. (jedynka splotowa) Rozstrzygnij czy istnieje funkcja catkowalna § :
R™ — R taka, ze dla dowolnej fukcji f € L'(R™) zachodzi réwnosé f * 6 = f?

Mimo braku jedynk:i splotowej, mozemy takq jedynke aproksymowaé, przy okazji poprawiajgc reqularnosé

splatanej funkcji.

Definicja. Niech ¢ € CZ°(R") bedzie ustalona funkcja gladka, nieujemna, o zwartym nosniku
zawartym w kuli jednostkowej B(0,1) C R". Zal6zmy dodatkowo, ze [,, ¢ = 1. Jedynkq aproksy-
matywng nazywamy rodzine funkcji
(1
de(x) ="~z ) .
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Zadanie 5. (aproksymacja gtadka) Niech ¢. : R” — R bedzie jedynka aproksy-
matywna. Wykaz, ze

(a) funkcja f € C.(R™) to f * ¢. = f jednostajnie oraz w normie L.
e—
(b) funkcja f € LY(R™) to f * ¢ = f w normie L'. Wskazéwka: Funkcje ciagte o
E—
zwartym nosniku sg geste w L!(R"™).

Wywnioskuj, ze zbiory C®(R") i C2°(R") sa geste w LY(R™).

Zadania domowe na 17 marca 2020:



Zadanie 6. Wykaz, ze jesli f € LP(R"™),ag € L1(R"™) iliczby p,q > 1 sa Holderowsko
sprzezone (dopuszczamy sytuacje p = 11 ¢ = 00), to splot f * g jest funkcja ciagla i
ograniczona.

Zadanie 7. Wykaz, ze jesli A C R jest zbiorem miary dodatniej i skoniczonej, to
réznica algebraiczna A — A zawiera odcinek [—a, a] dla pewnego a > 0.

To zadanie raczej ciezko bedzie robié uzywajge splotéw (ale moge sie mylié), ale jest dosé ciekawe i

nawigzuje tematycznie do poprzedniego.

Zadanie 8. Rozwazmy klasyczny zbiér Cantora C' C R. Oblicz sume i rdznice
algebraiczna C+C'i C —C.

Zadanie dla chetnych - uogdlnienie nierdéwnoSci z zadania 2.

Zadanie 9. Dla f € LP(R") i g € LY(R™) udowodnij, ze splot (f * g)(x) jest dobrze
okreslony dla p.w. € R" oraz ze zachodzi nastepujaca nieréwnosé¢ Younga:

1f*gllr < 1fllp - llglly

gdzie wyktadniki p, q,r > 1 spelniaja zaleznos¢ ;1) + % =147

r

Wskazowki

e Zadanie 1: (a) i (b) tw. Fubini’ego (plus zalozenie, ze f i g sa dodatnie), (c)
zamiana zmiennych, (d) zamiana zmiennych.

e Zadanie 2: Konkretniej, sprobuj oszacowaé splot f x g(a) przez splot fP  g(x).
Zaloz ze funkcje f i g sa dodatnie.

e Zadanie 3: (b) uzyj jednostajnej ciaglosci g, (c¢) uzyj twierdzenia o rézniczkowaniu
pod znakiem catki.

e Zadanie 4: Jak wyglada nosnik 0 i co mozna powiedzie¢ o normie ||6|[17
e Zadanie 5: Co mozna powiedzie¢ o supp ¢, i [pn ¢c?

e Zadanie 6: Wykorzystaj poprzednie zadanie.



e Zadanie 7: Co mozna powiedzieé¢ o splocie funkcji X4 *x Xp7

e Zadanie 8: Rozwiazan jest kilka. Jedno z tadniejszych wykorzystuje geometryczng
interpretacje réznicy algebraicznej zbioréw.

e Zadanie 9: Mozna spréobowaé uogdélni¢ dowod z zadania 2.



