
AM II.2 2019/20 (gr. ∗)

1. ¢wiczenia zdalne 13 marca 2020 � splot i wygªadzanie

Na dzisiejszych, zdalnych ¢wiczeniach b¦dziemy zajmowali si¦ poj¦ciem splotu. De�niujemy go w Rn, ale

poj¦cie to mo»na rozszerzy¢ z zachowaniem podstawowych wªasno±ci na dowoln¡ lokalnie zwart¡ grup¦

abelow¡ (caªkuje si¦ wówczas wzgl¦dem odpowiedniej miary Haara � b¦dzie na wykªadzie � a odejmowanie

zast¦puje si¦ dzieleniem grupowym).

De�nicja. Rozwa»my funkcj¦ caªkowalne f, g ∈ L1(Rn). Splotem funkcji f i g nazywamy funkcj¦

f ∗ g : Rn → R okre±lon¡ wzorem

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(y)g(x− y)dn(y) .

Intuicja stoj¡ca za t¡ de�nicj¡ jest taka, »e f ∗ g(x) to u±rednienie funkcji g wokóª x po caªym Rn za

pomoc¡ funkcji f � pomocne mo»e by¢ rozwa»enie sytuacji, gdy f = χ
Bn(0,1). Zacznijmy od udowodnienia

kilku podstawowych wªasno±ci.

Zadanie 1. (podstawowe wªasno±ci splotu) Wyka», »e dla dowolnych funkcji

caªkowalnych f, g, h ∈ L1(Rn)

(a) funkcja y 7→ f(y)g(x − y) jest caªkowalna dla p.w. x ∈ Rn, w zwi¡zku z czym

splot (g ∗ f)(x) jest dobrze okre±lony dla p.w. x ∈ Rn.

(b) zachodzi nierówno±¢ ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1.

(c) splot jest przemienny, tj. f ∗ g = g ∗ f .

(d) splot jest ª¡czny, tj. f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

W dalszej cz¦±ci ¢wicze« b¦dziemy si¦ starali rozszerzy¢ klas¦ funkcji, które splatamy i pokaza¢ jakie

wªasno±ci otrzymanego splotu dziedziczone s¡ z funkcji splatanych. Na pocz¡tku poka»emy co si¦ stanie

gdy klas¦ L1 zast¡pimy klas¡ Lp.

Zadanie 2. Dla f ∈ Lp(Rn) i g ∈ L1(Rn) udowodnij, »e splot (f ∗ g)(x) jest dobrze
okre±lony dla p.w. x ∈ Rn oraz »e zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢ Younga:

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖p · ‖g‖1 .

Wskazówka: Oszacuj (f ∗ g)(x) z nierówno±ci Höldera.



Teraz zbadamy regularno±¢ splotu funkcji z L1 z funkcjami wy»szej regularno±ci.

Zadanie 3. (regularno±¢ splotu) Wyka», »e je±li f ∈ L1(Rn), za±

(a) funkcja g : Rn → R jest mierzalna i ograniczona, to splot f ∗ g jest dobrze

okre±lony i ograniczony.

(b) funkcja g : Rn → R jest w klasie Cc(Rn), b¡d¹ C0(Rn) (odpowiednio: funkcje

ci¡gªe o zwartym no±niku i funkcje ci¡gªe znikaj¡ce w niesko«czono±ci) to splot

f ∗ g jest jednostajnie ci¡gªy.

(c) funkcja g : Rn → R jest jest w klasie Ck
c (Rn), to splot f ∗ g jest klasy Ck(Rn).

Poniewa» funkcje L1 wraz z operacj¡ splotu tworz¡ algebr¦, warto spyta¢, czy w tej algebrze jest jedynka.

Zadanie 4. (jedynka splotowa) Rozstrzygnij czy istnieje funkcja caªkowalna δ :
Rn → R taka, »e dla dowolnej fukcji f ∈ L1(Rn) zachodzi równo±¢ f ∗ δ = f?

Mimo braku jedynki splotowej, mo»emy tak¡ jedynk¦ aproksymowa¢, przy okazji poprawiaj¡c regularno±¢

splatanej funkcji.

De�nicja. Niech φ ∈ C∞c (Rn) b¦dzie ustalon¡ funkcj¡ gªadk¡, nieujemn¡, o zwartym no±niku

zawartym w kuli jednostkowej B(0, 1) ⊂ Rn. Zaªó»my dodatkowo, »e
∫
Rn φ = 1. Jedynk¡ aproksy-

matywn¡ nazywamy rodzin¦ funkcji

φε(x) := ε−nΦ

(
1

ε
x

)
.

Zadanie 5. (aproksymacja gªadka) Niech φε : Rn → R b¦dzie jedynk¡ aproksy-

matywn¡. Wyka», »e

(a) funkcja f ∈ Cc(Rn) to f ∗ φε −→
ε→0

f jednostajnie oraz w normie L1.

(b) funkcja f ∈ L1(Rn) to f ∗ φε −→
ε→0

f w normie L1. Wskazówka: Funkcje ci¡gªe o

zwartym no±niku s¡ g¦ste w L1(Rn).

Wywnioskuj, »e zbiory C∞(Rn) i C∞
c (Rn) s¡ g¦ste w L1(Rn).

Zadania domowe na 17 marca 2020:



Zadanie 6. Wyka», »e je±li f ∈ Lp(Rn), a g ∈ Lq(Rn) i liczby p, q ≥ 1 s¡ Hölderowsko
sprz¦»one (dopuszczamy sytuacj¦ p = 1 i q =∞), to splot f ∗ g jest funkcj¡ ci¡gª¡ i

ograniczon¡.

Zadanie 7. Wyka», »e je±li A ⊂ R jest zbiorem miary dodatniej i sko«czonej, to

ró»nica algebraiczna A−A zawiera odcinek [−a, a] dla pewnego a > 0.

To zadanie raczej ci¦»ko b¦dzie robi¢ u»ywaj¡c splotów (ale mog¦ si¦ myli¢), ale jest do±¢ ciekawe i

nawi¡zuje tematycznie do poprzedniego.

Zadanie 8. Rozwa»my klasyczny zbiór Cantora C ⊂ R. Oblicz sum¦ i ró»nic¦

algebraiczn¡ C + C i C − C.

Zadanie dla ch¦tnych � uogólnienie nierówno±ci z zadania 2.

Zadanie 9. Dla f ∈ Lp(Rn) i g ∈ Lq(Rn) udowodnij, »e splot (f ∗ g)(x) jest dobrze
okre±lony dla p.w. x ∈ Rn oraz »e zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢ Younga:

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p · ‖g‖q ,

gdzie wykªadniki p, q, r ≥ 1 speªniaj¡ zale»no±¢ 1
p + 1

q = 1
r + 1.

Wskazówki

• Zadanie 1: (a) i (b) tw. Fubini'ego (plus zaªo»enie, »e f i g s¡ dodatnie), (c)

zamiana zmiennych, (d) zamiana zmiennych.

• Zadanie 2: Konkretniej, spróbuj oszacowa¢ splot f ∗ g(x) przez splot fp ∗ g(x).
Zaªó» »e funkcje f i g s¡ dodatnie.

• Zadanie 3: (b) u»yj jednostajnej ci¡gªo±ci g, (c) u»yj twierdzenia o ró»niczkowaniu
pod znakiem caªki.

• Zadanie 4: Jak wygl¡da no±nik δ i co mo»na powiedzie¢ o normie ‖δ‖1?

• Zadanie 5: Co mo»na powiedzie¢ o suppφε i
∫
Rn φε?

• Zadanie 6: Wykorzystaj poprzednie zadanie.



• Zadanie 7: Co mo»na powiedzie¢ o splocie funkcji χA ∗ χB?

• Zadanie 8: Rozwi¡za« jest kilka. Jedno z ªadniejszych wykorzystuje geometryczn¡

interpretacj¦ ró»nicy algebraicznej zbiorów.

• Zadanie 9: Mo»na spróbowa¢ uogólni¢ dowód z zadania 2.


