AM 1I1.2 2019/20 (gr. *).
Temat 1: Calka Lebesgue’a

(28 lutego 2020)
Zadanie 1. Niech f : [0, +00) — R bedzie funkcja ciagla i ograniczong. Wykaz, ze
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Twierdzenie (Roézniczkowanie pod znakiem calki). Niech A C R™ bedzie zbiorem mierzalnym,
I C R otwartym podzbiorem prostej R. Zaldzimy, zZe funkcja f : I x A — R ma nastepujgce
wlasnosci:

e Dia kazdego t € I funkcja f(t,-): A — R jest catkowalna
o Funkcja f(t,x) jest rézniczkowalna wzgledem zmiennej t.
o Istnieje funkcja catkowalna g: A — R taka, zZe dla kazdego t € I zachodzi ’%f(t, :1:)| < g(z).

Wéwcezas mozemy rézniczkowaé f pod znakiem calki, tzn.

& semav@] = [ Lreoare.

Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie o rozniczkowaniu pod znakiem catki. Zadanie 3.

Oblicz catke przy warunku a > b > 0

400 ,—ax —bx
e — €
—dx .
0 xr

Twierdzenie (Fubini’ego). Niech f : R"T* — R bedzie funkcjg catkowalng w sensie Lebesgue’a (albo
mierzalng i nieujemng). Punkt w R™* oznacamy jako pare (x,y) € R™ x RF ~ R™"**. Wowczas
funkcja x — f(x,yo) jest cathowalna (odp. mierzalna) dla p.w yo € R, za$ funkcja y — f(xo,y)
jest catkowalna (odp. mierzalna) dla p.w o € R"™. Ponadto zachodzi réwnosé

[ tewren= [ ([ fewr@)du=[ ([ fente)aw.

Innymi stowy catkowanie po parze zmiennych (x,y) sprowadza sie do iterowanego catkowania (w
dowolnej kolejnosci) po kazdej ze zmiennych z osobna.

Zadanie 4. Korzystajac z twierdzenia Fubini’ego znajdZz wzoér na objetosé kuli n-
wymiarowej.




Zadania domowe na 3 lutego 2020:

Zadanie 5. Oblicz catki korzystajac z twierdzenia Fubini’ego wykaz, ze

/[ L (e = ¢2)

0,1]2 1-— Ty

i obblicz nastepujace catki:

1
(a) /[01]2(1_373/)2012(%34)

1 1,
(0) /[0,1]21—9521'\/@(1(3:’1/)'

Zadanie 6. Oblicz calke
w/2
/ In(1 4 cos? z)dzx .
0

(3 marca 2020)

Omdwienie zadari domowych.

Twierdzenie (O zamiannie zmiennych w calce). Rozwazmy zbidr otwarty U C R™, dyfeomorfizm
® :R"” DU — R" oraz funkcje f catkowalng na zbiorze ®(U). Wiwczas funkcja © — f(®(x)) -
| det d®@ ()| jest catkowalng na U, oraz zachodzi réwnosé

/ F(®()) - | det dd(@)|d" (z) = / F)d (y) .
U

®(U)

2 1452 2 14a?
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Zadanie 7. Zastosuj podstawienie x = a” - ra2 Y= o2 CO catki

1 1
R
\/[‘071}2 1 _ xy /Ty ($7y)

2

i wykaz, ze ((2) = %
Dygresja o wzorze na objetosé kuli n-wymiarowej. Uzywajgc tw. Fubiniego do kuli n + 2 wymiarowej, w
podziale (z, (y,2)) € R™ x R?. Eatwo uzyskamy

Ant2 = )\n/ (1—qy° - ,22)%d2(y7 z) = ‘podstawieme biegunowe’ = - / / (1- rz)%rdrd¢> =
B2(0,1) [0,1] J[0,27]
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W ten sposdb zaoszczedzimy sobie jednego catkowania przez czeSci, z ktorym mieliSmy wczeSniej pewne

ktopoty.



Zadanie 8. Wyznacz funkcje

gdzie a € [0, +00).

Zadania domowe na 6 marca 2020:

Zadanie 9. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa o réwnaniu (22 + y2)3/2 = .
Zadanie 10. Funkcja f : [a,b] — R jest catkowalna i jej pochodna f’ jest ograniczona

na [a,b]. Korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej wykaz, ze
b
| @ =0) - s(@.
a

Zadanie 11. (%) Prostokat P C R? jest skoniczong suma prostokatow, z ktérych kazdy
ma co najmniej 1 bok o dlugosci catkowitej. Wykaz, ze co najmniej jeden z bokéw P ma
dtugos¢ bedaca liczba catkowita.

Nadal do zrobienia pozostaje zadanie 6. Wskazdwka: rozwazyé In(1 4t - cos®(x)).

(6 marca 2020)

Dokoriczenie zadania 8, omdwienie zadan domowych.

Zadanie 12. Niech p bedzie miara przeliczalnie addytywna w R™ okreslong na o-ciele
zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a w R"™. Wykaz, ze u jest wielokrotnoscia n-
wymiarowej miary Lebesgue’a.

Zadania domowe na 13 marca 2020:

Zadanie 13. Niech A C [0,1] bedzie zbiorem mierzalnym i niech f(z) = 1;(A N0, x]).
Wykaz, ze

1
/ f(z)dz = =11 (A)?% .
A 2
Zadanie 14. Oblicz miare zbioru

Y

1
AZ{(%y)ERQ|0<x,0<y,§<—<2,1§xy§2}.
X

Zadanie 15. (x) Rozwazmy prostokat P o bokach axbirodzine kul B; := B(a;, ;) C P,
gdzie 1 = 1,2,3,.... Zalézmy, ze kule B; pokrywaja P z doktadnoscia do zbioru miary
zero (tzn. A\2(P\ UjenB;) = 0). Wykaz, ze Y ienTi = +00.




