
AM II.2 2019/20 (gr. ∗).

Temat 1: Caªka Lebesgue'a

(28 lutego 2020)

Zadanie 1. Niech f : [0,+∞)→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i ograniczon¡. Wyka», »e

lim
y→0

∫ ∞
0

y · f(x)
x2 + y2

dx =
π

2
f(0) .

Twierdzenie (Ró»niczkowanie pod znakiem caªki). Niech A ⊂ Rn b¦dzie zbiorem mierzalnym,
I ⊂ R otwartym podzbiorem prostej R. Zaªó»my, »e funkcja f : I × A → R ma nast¦puj¡ce
wªasno±ci:

• Dla ka»dego t ∈ I funkcja f(t, ·) : A→ R jest caªkowalna

• Funkcja f(t,x) jest ró»niczkowalna wzgl¦dem zmiennej t.

• Istnieje funkcja caªkowalna g : A→ R taka, »e dla ka»dego t ∈ I zachodzi
∣∣ ∂
∂t
f(t,x)

∣∣ ≤ g(x).

Wówczas mo»emy ró»niczkowa¢ f pod znakiem caªki, tzn.

d

dt

[∫
A

f(t,x)dλn(x)

]
=

∫
A

∂

∂t
f(t,x)dλn(x) .

Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki. Zadanie 3.

Oblicz caªk¦ przy warunku a > b > 0∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx .

Twierdzenie (Fubini'ego). Niech f : Rn+k → R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Lebesgue'a (albo
mierzaln¡ i nieujemn¡). Punkt w Rn+k oznaczmy jako par¦ (x,y) ∈ Rn × Rk ' Rn+k. Wówczas
funkcja x 7→ f(x,y0) jest caªkowalna (odp. mierzalna) dla p.w y0 ∈ Rk, za± funkcja y 7→ f(x0,y)
jest caªkowalna (odp. mierzalna) dla p.w x0 ∈ Rn. Ponadto zachodzi równo±¢∫

Rn+k

f(x,y)dn+k(x,y) =

∫
Rk

(∫
Rn

f(x,y)dn(x)

)
dk(y) =

∫
Rn

(∫
Rk

f(x,y)dk(y)

)
dn(x) .

Innymi sªowy caªkowanie po parze zmiennych (x,y) sprowadza si¦ do iterowanego caªkowania (w
dowolnej kolejno±ci) po ka»dej ze zmiennych z osobna.

Zadanie 4. Korzystaj¡c z twierdzenia Fubini'ego znajd¹ wzór na obj¦to±¢ kuli n-
wymiarowej.



Zadania domowe na 3 lutego 2020:

Zadanie 5. Oblicz caªki korzystaj¡c z twierdzenia Fubini'ego wyka», »e∫
[0,1]2

1

1− xy
d2(x, y) = ζ(2)

i obblicz nast¦puj¡ce caªki:

(a)

∫
[0,1]2

1

(1− xy)2
d2(x, y)

(b)

∫
[0,1]2

1

1− xy
· 1
√
xy

d2(x, y) .

Zadanie 6. Oblicz caªk¦ ∫ π/2

0
ln(1 + cos2 x)dx .

(3 marca 2020)

Omówienie zada« domowych.

Twierdzenie (O zamiannie zmiennych w caªce). Rozwa»my zbiór otwarty U ⊂ Rn, dyfeomor�zm
Φ : Rn ⊃ U → Rn oraz funkcj¦ f caªkowaln¡ na zbiorze Φ(U). Wówczas funkcja x 7→ f(Φ(x)) ·
|det dΦ(x)| jest caªkowaln¡ na U , oraz zachodzi równo±¢∫

U

f(Φ(x)) · | det dΦ(x)|dn(x) =

∫
Φ(U)

f(y)dn(y) .

Zadanie 7. Zastosuj podstawienie x = a2 · 1+b2
1+a2 , y = b2 · 1+a2

1+b2
co caªki∫

[0,1]2

1

1− xy
· 1
√
xy

d2(x, y)

i wyka», »e ζ(2) = π2

6 .

Dygresja o wzorze na obj¦to±¢ kuli n-wymiarowej. U»ywaj¡c tw. Fubiniego do kuli n+ 2 wymiarowej, w
podziale (x, (y, z)) ∈ Rn × R2. �atwo uzyskamy

λn+2 = λn

∫
B2(0,1)

(1− y2 − z2)
n
2 d2(y, z) =

∣∣∣podstawienie biegunowe
∣∣∣ = λn ·

∫
[0,1]

∫
[0,2π]

(1− r2)
n
2 rdrdφ =

π · λn ·
∫ 1

0

(1− r2)
n
2 d(r2) = π · λn ·

2

n+ 2
(1− r2)

n+2
2

∣∣∣0
1

= π · λn ·
2

n+ 2
.

W ten sposób zaoszcz¦dzimy sobie jednego caªkowania przez cz¦±ci, z którym mieli±my wcze±niej pewne

kªopoty.



Zadanie 8. Wyznacz funkcj¦

I(a) :=

∫ +∞

0
exp

[
−x2 − a2 1

x2

]
dx ,

gdzie a ∈ [0,+∞).

Zadania domowe na 6 marca 2020:

Zadanie 9. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzyw¡ o równaniu (x2 + y2)3/2 = y.
Zadanie 10. Funkcja f : [a, b] → R jest caªkowalna i jej pochodna f ′ jest ograniczona

na [a, b]. Korzystaj¡c z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej wyka», »e∫ b

a
f ′(x)dx = f(b)− f(a) .

Zadanie 11. (∗) Prostok¡t P ⊂ R2 jest sko«czon¡ sum¡ prostok¡tów, z których ka»dy

ma co najmniej 1 bok o dªugo±ci caªkowitej. Wyka», »e co najmniej jeden z boków P ma

dªugo±¢ b¦d¡c¡ liczb¡ caªkowit¡.

Nadal do zrobienia pozostaje zadanie 6. Wskazówka: rozwa»y¢ ln(1 + t · cos2(x)).

(6 marca 2020)

Doko«czenie zadania 8, omówienie zada« domowych.

Zadanie 12. Niech µ b¦dzie miar¡ przeliczalnie addytywn¡ w Rn okre±lon¡ na σ-ciele
zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue'a w Rn. Wyka», »e µ jest wielokrotno±ci¡ n-
wymiarowej miary Lebesgue'a.

Zadania domowe na 13 marca 2020:

Zadanie 13. Niech A ⊂ [0, 1] b¦dzie zbiorem mierzalnym i niech f(x) = l1(A ∩ [0, x]).
Wyka», »e ∫

A
f(x)dx =

1

2
l1(A)

2 .

Zadanie 14. Oblicz miar¦ zbioru

A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x, 0 < y,
1

2
<
y

x
< 2, 1 ≤ xy ≤ 2} .

Zadanie 15. (∗) Rozwa»my prostok¡t P o bokach a×b i rodzin¦ kul Bi := B(ai, ri) ⊂ P ,
gdzie i = 1, 2, 3, . . .. Zaªó»my, »e kule Bi pokrywaj¡ P z dokªadno±ci¡ do zbioru miary

zero (tzn. λ2(P \ ∪i∈NBi) = 0). Wyka», »e
∑

i∈N ri = +∞.


