AM II.2 2019/20 (gr 3)

9 ¢wiczenia zdalne — 23 kwietnia 2020.
Miara powierzchniowa

Zadanie 1. Oblicz miare powierzchniowsa torusa 7' = {(z,v,2) | (v/22 + y? — R)?
r?} ¢ R3. Zaktadamy R > r > 0.
Rozwigzanie: Sposob 1. Wprowadzmy parametryzacje torusa
D :(a,f) — ((R+rcospB)cosa, (R+rcosf)sina,rsinf) ,
gdzie o, 8 € (0,27). Mamy v; := d®[es] = [-(R+7 cos ) sin a, (R+7 cos () cos a, 0] oraz vz := d®[eg] =

[~ cos asin B, —r sin asin B, 7 cos 3], skad (v1,v1) = (R+1cos )%, (v1,v2) = 0 oraz (ve,vs) = r2. Stad
juz tatwo wyliczymy, ze odpowiedni wyznacznik Gramma réwny r - R. Zatem

o2(T) = /(02 )ZT-(R—&—rcosﬂ) d*(aB) = 2nR - 271 .

Sposob 2. Potraktujmy gorna polowke torusa jako wykres funkeji f(z,y) \/ (v/z22 +y? — R)?
lezacy nad pierscieniem P = {(x,7) | (R —r)* < z? +4® < (R+7)?}. Policzmy
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Zadanie 2. Znalez¢ polozenie srodka masy jednorodnej polstery Sy = {(z,y,z) €
R3 | 22 + 9% + 22 = R% 2 > 0} o gestosci powierzchniowej p.

Rozwigzanie: Z symetrii problemu jasno wynika, ze (x) = (y) = 0. Pozostaje policzy¢ (z). Poza tym
wiemy, ze 02(Sy) = 27 R
Sposéb 1. Rozwazmy standardowa parametryzacje polsfery S; za pomoca katéw Eulera:

D :(¢,8)— (R cos¢ cosfB,R sing cosf, R sinf) ,

gdzie ¢ € (0,27) i B € (0,%). Rozniczkujac parametryzacje e; := d®leg] = Rcos [—sin ¢, cos ¢, 0]
i e := d®[eg] = R[—cos¢ sinfB,—sing sinfB,cosf], a wiec {e1,e1) = R*cos’ B, {e1,e2) = 0 oraz



(e2,e2) = R% Stad odpowiedni wyznacznik Gramma wynosi R?cos3 (modul nie jest potrzebny w
rozwazanym zakresie katow). Wobec tego
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Sposob 2. Polsfera jest wykresem funkcji z = /R2 — 22 + y2 = f(=x, %) nad kotem B?(0, R) = {z*+y* <
_ 1 : . . . . .
R}. Mamy Vf = \/m[x, y]. Stosujac wzor na catke powierzchniowa po wykresie dostajemy
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Sposob 3. Wprowadzmy wspélrzedne walcowe (x = rcos ¢,y = rsing, z = z) Sfera o promieniu R jest
opisana réwnaniem 72 + z? = R? skad dostajemy jej nastepujaca parametryzacje

D:(p,2) — (\/mcosqb,\/msinqb,z:z) ,

przy czym interesujacy nas wycinek odpowiada parametrom z € [0, R] za$ ¢ € (0,27). Rozniczkujac
mamy e; = d®[ey] = VR? — 22[—sin¢,cos¢,0] i ex := dP[e.] = [\/R_; = cos ¢ , \/R_QZ —sin¢, 1], a
2

wiec (e1,e1) = R? — 22, (e1,e2) = 0 oraz (e2,e2) = 1+ Rfi; = %. Stad odpowiedni wyznacznik

Gramma wynosi R. Liczymy
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Zadania domowe na 30 kwietnia 2020:

Zadanie 3. Oblicz pole powierzchni wycinka sfery S?(0, R) zawartego miedzy plaszczy-
znami z = a iz = b, gdzie a,b € [-R, R].

Zadanie 4. Oblicz mase miseczki parabolicznej M = {(z,y,2) € R3 | 2z = 22 + %,z €
[0,1]} o gestosci powierzchniowej p(z,y, z) = 2.

Pisemne na 30 kwietnia 2020:

Zadanie 5. Oblicz moment bezwtadnosci sfery (o promieniu R i jednorodnej gestosci
powierzchniowej p) wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek.




