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9 ¢wiczenia zdalne � 23 kwietnia 2020.

Miara powierzchniowa

Zadanie 1. Oblicz miar¦ powierzchniow¡ torusa T = {(x, y, z) | (
√
x2 + y2−R)2+z2 =

r2} ⊂ R3. Zakªadamy R > r > 0.

Rozwi¡zanie: Sposób 1. Wprowad¹my parametryzacj¦ torusa

Φ : (α, β) 7−→ ((R+ r cosβ) cosα, (R+ r cosβ) sinα, r sinβ) ,

gdzie α, β ∈ (0, 2π). Mamy v1 := dΦ[eα] = [−(R+r cosβ) sinα, (R+r cosβ) cosα, 0] oraz v2 := dΦ[eβ ] =
[−r cosα sinβ,−r sinα sinβ, r cosβ], sk¡d 〈v1,v1〉 = (R+ r cosβ)2, 〈v1,v2〉 = 0 oraz 〈v2,v2〉 = r2. St¡d
ju» ªatwo wyliczymy, »e odpowiedni wyznacznik Gramma równy r ·R. Zatem

σ2(T ) =

∫
(0,2π)2

r · (R+ r cosβ) d2(αβ) = 2πR · 2πr .

Sposób 2. Potraktujmy górn¡ poªówk¦ torusa jako wykres funkcji f(x, y) =
√
r2 − (

√
x2 + y2 −R)2

le»¡cy nad pier±cieniem P = {(x, y) | (R− r)2 ≤ x2 + y2 ≤ (R+ r)2}. Policzmy

∇f(x, y) =

√
x2 + y2 −R√

r2 −
(√

x2 + y2 −R
)2 √

x2 + y2
[x, y] .

Sk¡d po prostych rachunkach
√

1 + ‖∇f‖2 = r√
r2−

(√
x2+y2−R

)2 . Zatem

σ2(T ) =2

∫
P

r√
r2 −

(√
x2 + y2 −R

)2 d2(x, y) =
∣∣∣podstawienie biegunowe (ρ, φ)

∣∣∣ Fub.=

2

∫ R+r

R−r

∫ 2π

0

r√
r2 − (ρ−R)2

ρ dφdρ = 4πr

∫ R+r

R−r

1√
r2 − (ρ−R)2

ρ dρ =
∣∣∣t = ρ−R, dt = dρ

∣∣∣ =

4πr ·
∫ r

−r

(R+ t)√
r2 − t2

dt
symetria

= 4πr ·
∫ r

−r

R√
r2 − t2

dt = 2πr · 2πR .

Zadanie 2. Znale¹¢ poªo»enie ±rodka masy jednorodnej póªsfery S+ = {(x, y, z) ∈
R3 | x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0} o g¦sto±ci powierzchniowej ρ.

Rozwi¡zanie: Z symetrii problemu jasno wynika, »e 〈x〉 = 〈y〉 = 0. Pozostaje policzy¢ 〈z〉. Poza tym
wiemy, »e σ2(S+) = 2πR2.

Sposób 1. Rozwa»my standardow¡ parametryzacj¦ póªsfery S+ za pomoc¡ k¡tów Eulera:

Φ : (φ, β) 7→ (R cosφ cosβ,R sinφ cosβ,R sinβ) ,

gdzie φ ∈ (0, 2π) i β ∈ (0, π
2

). Ró»niczkuj¡c parametryzacj¦ e1 := dΦ[eφ] = R cosβ[− sinφ, cosφ, 0]
i e2 := dΦ[eβ ] = R[− cosφ sinβ,− sinφ sinβ, cosβ], a wi¦c 〈e1, e1〉 = R2 cos2 β, 〈e1, e2〉 = 0 oraz



〈e2, e2〉 = R2. St¡d odpowiedni wyznacznik Gramma wynosi R2 cosβ (moduª nie jest potrzebny w
rozwa»anym zakresie k¡tów). Wobec tego

〈z〉 =
1

σ2(S+)

∫
(0,2π)×(0,π2 )

R sinβ R2 cosβd2(φ, β)
Fub.
=

R3

2πR2

∫ 2π

0

dφ ·
∫ π

2

0

sinβ cosβdβ =

2πR3

2πR2
·
(

1

2
sin2 β

) ∣∣∣π2
0

=
R

2
.

Sposób 2. Póªsfera jest wykresem funkcji z =
√
R2 − x2 + y2 = f(x, y) nad koªem B2(0, R) = {x2+y2 ≤

R}. Mamy ∇f = 1√
R2−x2−y2

[x, y]. Stosuj¡c wzór na caªk¦ powierzchniow¡ po wykresie dostajemy

〈z〉 =
1

σ2(S+)

∫
B2(0,R)

f(x, y)
√

1 + ‖∇f(x, y)‖2d2(x, y) =
1

2πR2

∫
B2(0,R)

f(x, y)

√
1 +

x2 + y2

R2 − x2 − y2 d2(x, y) =

1

2πR2

∫
B2(0,R)

R
√
R2 − x2 + y2√
R2 − x2 − y2

d2(x, y) = R
λ2(B2(0, R))

2πR2
= R

πR2

2πR2
=
R

2
.

Sposób 3. Wprowad¹my wspóªrz¦dne walcowe (x = r cosφ, y = r sinφ, z = z) Sfera o promieniu R jest

opisana równaniem r2 + z2 = R2 sk¡d dostajemy jej nast¦puj¡c¡ parametryzacj¦

Φ : (φ, z) 7−→ (
√
R2 − z2 cosφ,

√
R2 − z2 sinφ, z = z) ,

przy czym interesuj¡cy nas wycinek odpowiada parametrom z ∈ [0, R] za± φ ∈ (0, 2π). Ró»niczkuj¡c
mamy e1 := dΦ[eφ] =

√
R2 − z2[− sinφ, cosφ, 0] i e2 := dΦ[ez] = [ −z√

R2−z2
cosφ , −z√

R2−z2
sinφ, 1], a

wi¦c 〈e1, e1〉 = R2 − z2, 〈e1, e2〉 = 0 oraz 〈e2, e2〉 = 1 + z2

R2−z2 = R2

R2−z2 . St¡d odpowiedni wyznacznik
Gramma wynosi R. Liczymy

〈z〉 =
1

2πR2

∫
(0,2π)×(0,R)

z R d2(φ, z) =
2πR

2πR2

z2

2

∣∣∣R
0

=
R

2
.

Zadania domowe na 30 kwietnia 2020:

Zadanie 3. Oblicz pole powierzchni wycinka sfery S2(0, R) zawartego mi¦dzy pªaszczy-

znami z = a i z = b, gdzie a, b ∈ [−R,R].

Zadanie 4. Oblicz mas¦ miseczki parabolicznej M = {(x, y, z) ∈ R3 | 2z = x2 + y2, z ∈
[0, 1]} o g¦sto±ci powierzchniowej ρ(x, y, z) = z.

Pisemne na 30 kwietnia 2020:

Zadanie 5. Oblicz moment bezwªadno±ci sfery (o promieniu R i jednorodnej g¦sto±ci

powierzchniowej ρ) wzgl¦dem osi przechodz¡cej przez jej ±rodek.


