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8 i 9. ¢wiczenia zdalne � 21 i 23 kwietnia 2020.

Miara powierzchniowa � propozycje zada«

Zadanie 1. Wyznacz poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci jednorodnego drutu w ksztaªcie ªuku

krzywej o równaniu r = 1 + cosφ, gdzie φ ∈ [0, π].

Rozwi¡zanie: Mamy naturaln¡ parametryzacj¦ za pomoc¡ k¡ta

φ 7→ γ(φ) = (r(φ) cosφ, r(φ) sinφ) .

Liczyli±my ju» wcze±niej ‖γ′(φ)‖ =
√

2 + 2 cosφ = 2 cos
(
φ
2

)
oraz l(γ) = 4 (poprzednio liczyli±my dªugo±¢

caªej kardioidy). Pozostaje nam policzy¢ (b¦dziemy u»ywa¢ oznacze« s = sin
(
φ
2

)
i c = cos

(
φ
2

)
)
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)
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4

5

〈y〉 =
1

l
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)
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Odp: ( 4
5
, 4
5
).

Miara i caªka powierzchniowa. Rozwa»my podrozmaito±¢ k-wymiarow¡ M ⊂ Rn sparametryzo-
wan¡ przeksztaªceniem gªadkim Ψ : Rk ⊃ U → Rn (tzn. M = Ψ(U)). Wówczas k-wymiarowa miara
podrozmaito±ci M to

σk(M) =

∫
U

√
det
[
dΨT (x)dΨ(x)

]
dk(x) .

Wielko±¢
√

det
[
dΨT (x)dΨ(x)

]
=

√
det [〈dΨ(x)[ei],dΨ(x)[ej ]〉] to pierwiastek z wyznacz-

nika Gramma, a wi¦c k-wymiarowa obj¦to±¢ równolegªo±cianu rozpi¦tego przez wektory
{dΨ(x)[e1], dΨ(x)[e2], . . . , dΨ(x)[ek]}, gdzie {e1, e2, . . . , ek} oznacza standardow¡ baz¦ ortonor-
maln¡ w Rk. Tak zde�niowana wielko±¢ σk(M) nie zale»y od wyboru parametryzacji zbioru M
(dowód u»ywa twierdzenia o zamianie zmiennej w caªce).

Ogólniej mo»emy okre±li¢ caªk¦ z funkcji f : Rn → R na zbiorze M wzgl¦dem miary powierzchniowej
σk wzorem ∫

M

f dσk =

∫
U

f(Ψ(x))
√

det
[
dΨT (x)dΨ(x)

]
dk(x) .

Równie» ta wielko±¢ nie zale»y od konkretnego wyboru parametryzacji zbioru M .

Przykªad (Dªugo±¢ krzywej parametrycznej). Rozwa»my krzyw¡ gªadk¡ γ = (γ1, γ2, . . . , γn) : R ⊃
I → Rn. Wówczas

det
[
dγ(t)Tdγ(t)

]
= γ′

1(t)2 + γ′
2(t)2 + . . .+ γ′

n(t)2 = ‖γ′(t)‖2 ,



a zatem dªugo±¢ tej krzywej to

l(γ) =

∫
γ

1 · dσ1 :=

∫
I

‖dγ(t)‖dt ,

zgodnie z naszym wcze±niejszym wzorem.

Zadanie 2. Oblicz miar¦ powierzchniow¡ sfery 2-wymiarowej S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2+
y2 + z2 = 1}.

Zadania domowe na 23 kwietnia:

Zadanie 3. Oblicz miar¦ powierzchniow¡ sfery 2-wymiarowej S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2+
y2 + z2 = 1} u»ywaj¡c parametryzacji

(x, y) 7−→ (x, y,
√

1− x2 − y2) .

Zadanie 4. Powierzchnia Σ ⊂ Rn+1 jest wykresem funkcji gªadkiej f : Rn ⊃ U → R
(tzn. Σ = {(x, f(x)) | x ∈ U}). Wyka», »e

σn(Σ) =

∫
U

√
1 + ‖∇f(x)‖2dn(x) .

Uwaga. Je±li wersja ogólna oka»e si¦ zbyt trudna, wystarczy sprawdzi¢ dla n = 2.


