AM II.2 2019/20 (gr 3)

8 1 9. éwiczenia zdalne — 21 i 23 kwietnia 2020.
Miara powierzchniowa — propozycje zadan

Zadanie 1. Wyznacz potozenie srodka ciezkosci jednorodnego drutu w ksztatcie tuku
krzywej o rownaniu r = 1 + cos ¢, gdzie ¢ € [0, 7].

Rozwigzanie: Mamy naturalng parametryzacje za pomoca kata
¢ = (d) = (r(¢) cos ,r(¢) sinP) .
Liczyliémy juz wezesniej |7/ (¢)|| = v/2 + 2cos ¢ = 2cos (%) oraz I() = 4 (poprzednio liczylismy dtugosé

calej kardioidy). Pozostaje nam policzy¢ (bedziemy uzywa¢ oznaczen s = sin (£) i ¢ = cos (2))
_1 /" ¢ _ 1 /7 2 2y2 .2 _
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Odp: (3, 3)-

Miara i catka powierzchniowa. Rozwazmy podrozmaitosé k-wymiarowg M C R™ sparametryzo-
wang przeksztatceniem gladkim U : R* D U — R™ (tzn. M = Y (U)). Wéwczas k-wymiarowa miara
podrozmaitosci M to

on (M) = / \Jdet [4V7 (@)d¥ (2)]d* (=) -
U

Wielkosé \/det [dUT(x)d¥(x)] = +/det[(dV(x)[e:],dV(z)[e;])] to pierwiastek z wyznacz-
ntka Gramma, a wiec k-wymiarowa objeto$é roéwnolegloScianu Tozpigtego przez wektory
{d¥(x)[e1], d¥(x)[ez2], ..., d¥(x)[ex]}, gdzie {e1,e2,...,ex} oznacza standardowq baze ortonor-
malng w R*.  Tak zdefiniowana wielkosé ak(M) nie zalezy od wyboru parametryzacyi zbioru M
(dowdd uzywa twierdzenia o zamianie zmiennej w calce).

Ogdlniej mozemy okreslié catke z funkcji f : R™ — R na zbiorze M wzgledem miary powierzchniowej
Ok wzorem

/ f doy = / F( () /det [007 (2)d¥ ()] d"(x) .
M U
Rowniez ta wielkosé nie zalezy od konkretnego wyboru parametryzacji zbioru M.

Przyklad (Dlugos¢ krzywej parametrycznej). Rozwazmy krzywa gtadka v = (y1,72,...,7m) : R D
I — R". Wowczas

det [dy (1) dr(1)] = 71 (1) + 255 + -+ 7 = W DI |




a zatem dlugosc¢ tej krzywej to

) = / tedoy = [ aro)lar.

zgodnie z naszym wczesniejszym wzorem.

Zadanie 2. Oblicz miare powierzchniows sfery 2-wymiarowej S? = {(x,y, z) € R? | 22+
2., .2
y° +2° =1}

Zadania domowe na 23 kwietnia:
Zadanie 3. Oblicz miare powierzchniows sfery 2-wymiarowej S? = {(z,y,2) € R? | 22+
y? + 22 = 1} uzywajac parametryzacji

(%,y)'—>($,y, \% 1_$2_y2) .

Zadanie 4. Powierzchnia ¥ C R™*! jest wykresem funkcji gtadkiej f : R® D U — R
(tzn. ¥ = {(x, f(x)) | ¢ € U}). Wykaz, ze

on() = /U VIt V@) (x) .

Uwaga. Jesli wersja ogélna okaze sie zbyt trudna, wystarczy sprawdzi¢ dla n = 2.




