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7. ¢wiczenia zdalne � 16 kwietnia 2020.

Troch¦ geometrii, wst¦p do miary powierzchniowej � propo-

zycje zada«

De�nicja. Momentem bezwªadno±ci zbioru A ⊂ Rn o g¦sto±ci ρ : A→ [0,+∞) wzgl¦dem prostej l
nazywamy liczb¦

Il(A) :=

∫
A

dist(l,x)2 · ρ(x)dλn(x) ,

gdzie dist(l,x) oznacza odlegªo±¢ punktu x od osi l.

Zadanie 1. Znale¹¢ moment bezwªadno±ci jednorodnej kuli o promieniu R i g¦sto±ci ρ
wzgl¦dem osi przechodz¡cej przez jej ±rodek.

Zadanie 2. Znale¹¢ moment bezwªadno±ci jednorodnej kuli o promieniu R i g¦sto±ci ρ
wzgl¦dem osi odlegªej o d od jej ±rodka.

Zadanie 3. (Twierdzenie Steinera � moment bezwªadno±ci przy translacji osi)

Rozwa»my zbiór A ⊂ R3 o g¦sto±ci ρ : A → [0,+∞). Niech prosta l̂ b¦dzie translacj¡

prostej l o wektor d ⊥ l. Wyka», »e zachodzi równo±¢

I
l̂
(A) = Il(A) +M‖d‖2 − 2Md ◦ 〈r(A)〉 ,

gdzie M to masa zbioru A, za± 〈r(A)〉 to poªo»enie ±rodka masy liczone wzgl¦dem osi l.
Sprawdzi¢ zgodno±¢ powy»szych zada« z tym wzorem.

Rozwi¡zanie: Niech r(p) oznacza wektor realizuj¡cy odlegªo±¢ punktu p od osi l, za± s(p) wektor

realizuj¡cy odlegªo±¢ puntu p od osi l̂. Zachodzi równo±¢

s(p) = −r(p) + d ,

sk¡d na mocy twierdzenia kosinusów

‖s‖2 = ‖r‖2 + ‖d‖2 − 2r ◦ d .

Sk¡d mamy

Il̂(A) =

∫
A

‖s(p)‖2ρ(p) d3p =

∫
A

[
‖r(p)‖2 + ‖d‖2 − 2r(p) ◦ d

]
ρ(p) d3p =∫

A

‖r(p)‖2ρ(p) d3p+

∫
A

‖d‖2ρ(p) d3p−
∫
A

2r(p) ◦ d ρ(p) d3p = Il +M‖d‖2 − 2d ◦ 〈r(A)〉 .



Miara krzywej parametrycznej. Rozwa»my krzyw¡ gªadk¡ γ : R ⊃ I → Rn. Wówczas dªugo±¢

tej krzywej to

l(γ) =

∫
γ

1 dσ1 :=

∫
I

‖γ′(t)‖ dt ,

gdzie ‖γ′(t)‖ oznacza dªugo±¢ euklidesow¡ ró»niczki odwzorowania γ w punkcie t. Intuicja �zyczna

jest taka, »e wielko±¢ ‖γ′(t)‖ to pr¦dko±¢ z jak¡ poruszamy si¦ po krzywej w danej parametryza-

cji. Intuicja matematyczna: ‖γ′(t)‖ mówi jak bardzo nasza parametryzacja rozci¡ga albo skraca

standardow¡ miar¦ na I ⊂ R.

Podobnie mo»emy zde�niowa¢ caªk¦ z funkcji f : Rn → R wzdªu» krzywej γ jako∫
γ

f dσ1 :=

∫
I

f(γ(t)) ‖γ′(t)‖ dt .

Zadanie 4. Oblicz dªugo±¢ krzywych:

(a) γ(t) = (a cos t, a sin t, bt) ∈ R3 gdzie t ∈ [0, T ].

(b) opisanej we wspóªrz¦dnych biegunowych równaniem r = 1 + cosφ, gdzie φ ∈ [0, 2π].

Zadania domowe na 21 kwietnia 2020:

Zadanie 5. Doko«czy¢ poprzednie zadanie: obliczy¢ dªugo±¢ kardioidy.

Zadanie 6. Rozwa»my krzyw¡ zadan¡ parametrycznie we wspóªrz¦dnych biegunowych

(r, φ) zale»no±ci¡ gªadk¡ γ = {(r(t), φ(t)) | t ∈ [a, b]}. Wyka» »e

l(γ) =

∫
[a,b]

√
r′(t)2 + r2φ′(t)2 dt .

Zadanie 7. Obliczy¢ moment bezwªadno±ci jednorodnego walca W = {(x, y, z) | x2 +
y2 < R2, |z| < h} o g¦sto±ci ρ wzgl¦dem prostej OZ oraz wzgl¦dem prostej OX.

Dla koneserów (nieobowi¡zkowe):

Zadanie 8. Obliczy¢ moment bezwªadno±ci jednorodnego walca W = {(x, y, z) | x2 +
y2 < R2, |z| < h} o g¦sto±ci ρ wzgl¦dem prostej x = y = z.

Zadanie 9. Oblicz miar¦ zbioru

C = {(x, y, z) ∈ R2 | x2 + z2 < 1, y2 + z2 < 1} .

Wskazówka: 2
∫ √

1− y2 dy = arcsin y + y
√
1− y2.


