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7. ¢wiczenia zdalne — 16 kwietnia 2020.
Troche geometrii, wstep do miary powierzchniowej — propo-
zycje zadan

Definicja. Momentem bezwtadnosci zbioru A C R™ o gestosci p: A — [0, +00) wzgledem prostej
nazywamy liczbe

I(A) = /Adist(l,az)2 -p(x)d\"(x) ,

gdzie dist(l, ) oznacza odleglo§¢ punktu x od osi .

Zadanie 1. Znalez¢ moment bezwladnosci jednorodnej kuli o promieniu R i gestosci p
wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek.

Zadanie 2. Znalez¢ moment bezwladnosci jednorodnej kuli o promieniu R i gestosci p
wzgledem osi odlegtej o d od jej $rodka.

Zadanie 3. (Twierdzenie Steinera — moment bezwladnosci przy translacji osi)
Rozwazmy zbior A C R3 o gestosci p : A — [0, +00). Niech prosta [ bedzie translacja
prostej [ o wektor d L [. Wykaz, ze zachodzi réwnosé

I(A) = L(A) + M|d||* — 2Md o (r(4)) ,

gdzie M to masa zbioru A, za$ (r(A)) to potozenie srodka masy liczone wzgledem osi [.
Sprawdzié¢ zgodnosé powyzszych zadan z tym wzorem.

Rozwigzanie:  Niech r(p) oznacza wektor realizujacy odlegltosé punktu p od osi I, zas s(p) wektor
realizujacy odlegtos¢ puntu p od osi l. Zachodzi réwnosc¢

s(p) = -r(p) +d,
skad na mocy twierdzenia kosinusow
2 2 2
Is|I” = |lrII” + ||d||” —2rod .

Skad mamy
I;(A) :/A Is(p)|I*p(p) d°p = /A [Ir®)I* + [I1d||* - 27(p) o d] p(p) d’p =

/ Ir(2)2p(0) d*p + / ] o(p) d°p — / 2r(p) o d p(p) d*p = I + M|d|]® — 2d.o (r(A)) .
A A A



Miara krzywej parametrycznej. Rozwazmy krzywq gladkg v : R D I — R". Wiwczas dlugosé

tej krzywej to
1) = [0t = [ o) ar.
¥y I

gdzie | (t)|| oznacza dtugosé euklidesowq rézniczki odwzorowania v w punkcie t. Intuicja fizyczna
jest taka, ze wielkosé ||¥'(t)|| to predkosé z jake poruszamy sie po krzywej w danej parametryza-
cji. Intuicja matematyczna: ||¥'(t)|| méwi jak bardzo masza parametryzacja Tozcigga albo skraca
standardowqg miare na I C R.

Podobnie mozemy zdefiniowaé catke z funkcji f : R” — R wzdluz krzywej v jako

/fda: [ o) v a.

Zadanie 4. Oblicz dlugosé krzywych:
(a) v(t) = (acost,asint,bt) € R3 gdzie t € [0,T].

(b) opisanej we wspoirzednych biegunowych roéwnaniem r = 1 4 cos ¢, gdzie ¢ € [0, 27].

Zadania domowe na 21 kwietnia 2020:
Zadanie 5. Dokoriczy¢ poprzednie zadanie: obliczyé¢ dtugosé kardioidy.

Zadanie 6. Rozwazmy krzywa zadana parametrycznie we wspolrzednych biegunowych
(r, ¢) zaleznoscia gtadka v = {(r(t), ¢(t)) | t € [a,b]}. Wykaz ze

l(y) = V()2 4 124/ (1)2 dt .
[a,b]

Zadanie 7. Obliczy¢ moment bezwtadnosci jednorodnego walca W = {(x,y,2) | 22 +
y? < R2%,|z| < h} o gestosci p wzgledem prostej OZ oraz wzgledem prostej OX.

Dla koneserdw (nieobowigzkowe):

Zadanie 8. Obliczy¢ moment bezwtadnosci jednorodnego walca W = {(x,y, 2) | 22 +
y? < R2%|z| < h} o gestosci p wzgledem prostej z = y = z.

Zadanie 9. Oblicz miare zbioru
C={(z,y,2) eR? | 22 + 22 < 1,92 + 22 < 1}.

Wskazéwka: 2 [ /1 —y?> dy = arcsiny + y/1 — y2.




