AM II.2 2019/20 (gr 3)

6. ¢wiczenia zdalne — 7 kwietnia 2020.
Sploty, troche geometrii

Zadanie 1. (trudniejsze) Zdefiniujmy rodzine funkcji ¢y(x) = %e*)"x‘ dla A > 0.
Niech g : R™ — R bedzie funkcja ciagta o nosniku zawartym w pewnej kuli B(0, R).
Wykaz, ze
lim |[¢rx+g—glz1=0.
A—+4o00
Wskazowka: wykorzystaj fakt, ze f]R oa(y)dy = 1.

Rozwigzanie: Chcemy oszacowac z gory wartosc catki [[g—g*ox |1 = [; [9(z) —g*éa(z)|dz. Korzystajac
z réwnosci [, ¢a(y)dy = 1 mamy

/|g (g ) |dx—/|g 1~ (g% 2)(x)|dz =

/IR/]R l9(z) = g(@ —y)| ¢A(y)dyim ,

Bedziemy teraz chcieli podzieli¢ powyzsza catke na dwa kawalki: dla malych y i dla duzych y. W
pierwszym przypadku mamy dobra kontrole nad rozmica |g(z) — g(z — y)|, za§ w drugim nad calka z
funkcji ¢ (y). Laczac te dwa oszacowania udowodnimy teze.

fv)/Raﬁx(y)dyf/Rg(xfy)aﬁx(y)dy dz <

Przejdzmy do konkretow. Wybierzmy ¢ > 0. Z jednostajnej ciagglosci funkcji g istnieje § > 0 (b.s.o.
mozemy zalozy¢, ze § < R) takie, ze |g(z) —g(x —y)| < e oiile |y| < J. Ponadto niech M = sup, g |9()|-
Mamy

[ la@—ta<on@lde < [ [ lo@) - ale — )l x(w)dyea =

L] tor=ste =il ostant [ [ o) = i - ) i <

/R/“y‘<5} o) = gt =yl only dydm+//\y|>5} wlealy dydx+//‘y‘>5} © = ylealy)dyde =

=L +1+13.

Zauwazmy, ze w pierwszej calce wyrazenie |g(x) — g(z — y)| jest rowne zero gdy > 2R (bo wtedy = > R
oraz |z —y| > 2R — |y| > R, a wiec zaréwno z, jak tez x — y leza poza noénikiem g. Zatem, mamy

I = / / z) — gz —y)| oaly )dydx</ / € ¢x(y)dydx < 4R E/(bx dy=4R ¢ .
{lz|<2R} {|y|<5} {lz|<2R} J{|y|<d}

Z kolei ponownie ograniczajac catkowanie tylko do nosnika funkcji g(x) dostajemy dla calki Io:
= [ y@ewdaes [ [ aewdde=2r0 [ o
lz|<R {\y\>5} lz|<R J{|y| =6} {ly|=6}
Podobnie
n= [ [ g ylr)duds < 20 M Hr(y)dy .
le—y|<R J{|y|>6} {ly|=6}

Ostatecznie

lg—g*dallpr < T+ I+ I3 <4R <€+M ¢A(y)dy> :
{ly[>6}



_ A—+
SA o0

Korzystajac z dowolnosci € oraz z faktu, ze f{\y\>5} ox(y)dy =e 0 mamy teze.

Zadanie 2. Zdefiniujmy rodzine funkcji ¢y (x) := %e_/\m dla A > 0. Wykaz ze dla
dowolnej funkcji catkowalnej f € L*(R) zachodzi

lim [gr%f— fllp =0,
A——+o00

Wskazowka: przybliz funkcje catkowalng funkcja ciagta o zwartym nosniku.
Rozwigzanie: Udowodnijmy najpierw wskazowke. Wybierzmy ¢ > 0. Z definicji, funkcje catkowalng

f € L(R) mozemy przyblizy¢ pewng funkcjg schodkowg u = -7 | ¢iX[q;p,) tak aby ||f —ullz1 < 5.

Z kolei kazda funkcje u; = ciX[4,; 5, tatwo przyblizymy funkcjg ciagly g; o zwartym noéniku tak aby
lui — gill < 3757 Wowczas funkeja g = 377" | g; jest ciagla, ma zwarty nosnik, oraz

u 13 ~ g
1F =gl < If = ullpr + llu—=gllpr < —ull + > llui = gl < §+22iﬁ <e
=1

=1

Z kolei z nier6wnoéci Younga dowodzonej na wykladzie, mozemy oszacowaé ze
llg*dx = fxdalley = 1(g — f) * daller < MIf = gller - lloaller = [If — gllzr -
Stad juz tatwo

If=f*dxllcr < N f=glloi+lg—gxdallL, +lgxdr—Fxoaller < 2[f—gllo, +lg—g*dall, < 2e+|lg—gxPallL, -

Na mocy poprzedniego zadania mamy ||g — g * & L, Az tpe 0, skad wobec dowolnosci € wynika teza.

Wniosek. Funkcje gladkie (o zwartym nosniku) sa geste (w sensie normy || - ||;1) w funkcjach cal-
kowalnych L(R). To znaczy dla kazdego ¢ > 0 i kazdej funkcji f € L(R) istnieje funkcja gladka
h € C*(R) taka, ze

If =hllzr <e.

Istotnie, z wynikéw poprzednich zadani wynika, ze: jesli ¢x : R — [0,400) jest rodzing funkcji

catkowalnych takich, ze [, px(y)dy =1 oraz flyl>5 o (y)dy Azdpe 0, to wéwczas

A =)
If = froalle, “=5°0.

My zrobilismy to dla konkretnego éx(y) = %e_klyl, ale rozumowanie dziata ogdlnie. Z kolei z
naszych poprzednich rozwazarn wynika, ze splot funkcji catkowalnej z odpowiednio reqularng funkcjg
rézniczkowalng (r-krotnie) jest funkcjq rdzniczkowalng (r-krotnie). Jesli zatem poprawimy nieco
funkcje ¢ do rodziny funkcji gtadkich (obecnie mamy nierdzniczkowalnodé w zerze) to okaze sie, ze
sploty f * ¢x sq funkcjami gladkimi, skqed wynika teza.

Definicja. Potozeniem Srodka masy (ciezkosci) zbioru A C R™ o gestosci p : A — [0, +00) nazy-

wamy wektor
o) = 57 [ @AY @)

gdzie M,(A) := [, p(x)d\"(x) jest masgy zbioru A.




Zadanie 3. Znalez¢ $rodek cigzkosci potkuli {(z,y,2) € R3 | 22 + 92 +2%2 < 1,2 > 0}.

Zadanie domowe na 16 kwietnia 2020:

Zadanie 4. Znalez¢ srodek ciezkosci zbioru {(z,y, 2) | /a? +y? < z < 1}.




