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6. ¢wiczenia zdalne � 7 kwietnia 2020.

Sploty, troch¦ geometrii

Zadanie 1. (trudniejsze) Zde�niujmy rodzin¦ funkcji φλ(x) := λ
2 e
−λ|x| dla λ > 0.

Niech g : Rn → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ o no±niku zawartym w pewnej kuli B(0, R).
Wyka», »e

lim
λ→+∞

‖φλ ∗ g − g‖L1 = 0 .

Wskazówka: wykorzystaj fakt, »e
∫
R φλ(y)dy = 1.

Rozwi¡zanie: Chcemy oszacowa¢ z góry warto±¢ caªki ‖g−g∗φλ‖L1 =
∫
R |g(x)−g∗φλ(x)|dx. Korzystaj¡c

z równo±ci
∫
R φλ(y)dy = 1 mamy∫

R
|g(x)− (g ∗ φλ)(x)|dx =

∫
R
|g(x) 1− (g ∗ φλ)(x)|dx =

∫
R

∣∣∣∣g(x) ∫
R
φλ(y)dy −

∫
R
g(x− y)φλ(y)dy

∣∣∣∣dx ≤∫
R

∫
R
|g(x)− g(x− y)|φλ(y)dydx .

B¦dziemy teraz chcieli podzieli¢ powy»sz¡ caªk¦ na dwa kawaªki: dla maªych y i dla du»ych y. W
pierwszym przypadku mamy dobr¡ kontrol¦ nad ró»nic¡ |g(x)− g(x− y)|, za± w drugim nad caªk¡ z
funkcji φλ(y). �¡cz¡c te dwa oszacowania udowodnimy tez¦.

Przejd¹my do konkretów. Wybierzmy ε > 0. Z jednostajnej ci¡gªo±ci funkcji g istnieje δ > 0 (b.s.o.
mo»emy zaªo»y¢, »e δ < R) takie, »e |g(x)−g(x−y)| < ε o ile |y| < δ. Ponadto niechM = supy∈R |g(y)|.
Mamy∫
R
|g(x)−(g ∗ φλ)(x)|dx ≤

∫
R

∫
R
|g(x)− g(x− y)|φλ(y)dydx =∫

R

∫
{|y|<δ}

|g(x)− g(x− y)|φλ(y)dydx+

∫
R

∫
{|y|≥δ}

|g(x)− g(x− y)|φλ(y)dydx ≤∫
R

∫
{|y|<δ}

|g(x)− g(x− y)|φλ(y)dydx+

∫
R

∫
{|y|≥δ}

|g(x)|φλ(y)dydx+

∫
R

∫
{|y|≥δ}

|g(x− y)|φλ(y)dydx =:

=: I1 + I2 + I3 .

Zauwa»my, »e w pierwszej caªce wyra»enie |g(x)− g(x− y)| jest równe zero gdy x > 2R (bo wtedy x > R
oraz |x− y| > 2R− |y| > R, a wi¦c zarówno x, jak te» x− y le»¡ poza no±nikiem g. Zatem, mamy

I1 =

∫
{|x|<2R}

∫
{|y|<δ}

|g(x)− g(x− y)|φλ(y)dydx ≤
∫
{|x|<2R}

∫
{|y|<δ}

ε φλ(y)dydx ≤ 4R ε

∫
R
φλ(y)dy = 4R ε .

Z kolei ponownie ograniczaj¡c caªkowanie tylko do no±nika funkcji g(x) dostajemy dla caªki I2:

I2 =

∫
|x|<R

∫
{|y|≥δ}

|g(x)|φλ(y)dydx ≤
∫
|x|<R

∫
{|y|≥δ}

Mφλ(y)dydx = 2R M

∫
{|y|≥δ}

φλ(y)dy .

Podobnie

I3 =

∫
|x−y|<R

∫
{|y|≥δ}

|g(x− y)|φλ(y)dydx ≤ 2R M

∫
{|y|≥δ}

φλ(y)dy .

Ostatecznie

‖g − g ∗ φλ‖L1 ≤ I1 + I2 + I3 ≤ 4R

(
ε+M

∫
{|y|≥δ}

φλ(y)dy

)
.



Korzystaj¡c z dowolno±ci ε oraz z faktu, »e
∫
{|y|≥δ} φλ(y)dy = e−δλ

λ→+∞−→ 0 mamy tez¦.

Zadanie 2. Zde�niujmy rodzin¦ funkcji φλ(x) := λ
2 e
−λ|x| dla λ > 0. Wyka» »e dla

dowolnej funkcji caªkowalnej f ∈ L1(R) zachodzi

lim
λ→+∞

‖φλ ∗ f − f‖L1 = 0 .

Wskazówka: przybli» funkcj¦ caªkowaln¡ funkcj¡ ci¡gª¡ o zwartym no±niku.
Rozwi¡zanie: Udowodnijmy najpierw wskazówk¦. Wybierzmy ε > 0. Z de�nicji, funkcj¦ caªkowaln¡
f ∈ L(R) mo»emy przybli»y¢ pewn¡ funkcj¡ schodkow¡ u =

∑n
i=1 ci

χ
[ai,bi] tak aby ‖f − u‖L1 ≤ ε

2
.

Z kolei ka»d¡ funkcj¦ ui = ciχ[ai,bi] ªatwo przybli»ymy funkcj¡ ci¡gª¡ gi o zwartym no±niku tak aby
‖ui − gi‖ < ε

2i+1 . Wówczas funkcja g =
∑n
i=1 gi jest ci¡gªa, ma zwarty no±nik, oraz

‖f − g‖ ≤ ‖f − u‖L1 + ‖u− g‖L1 ≤ ‖f − u‖+
n∑
i=1

‖ui − gi‖ ≤
ε

2
+

n∑
i=1

ε

2i+1
≤ ε .

Z kolei z nierówno±ci Younga dowodzonej na wykªadzie, mo»emy oszacowa¢ »e

‖g ∗ φλ − f ∗ φλ‖L1 = ‖(g − f) ∗ φλ‖L1 ≤ ‖f − g‖L1 · ‖φλ‖L1 = ‖f − g‖L1 .

St¡d ju» ªatwo

‖f−f∗φλ‖L1 ≤ ‖f−g‖L1+‖g−g∗φλ‖L1+‖g∗φλ−f∗φλ‖L1 ≤ 2‖f−g‖L1+‖g−g∗φλ‖L1 ≤ 2ε+‖g−g∗φλ‖L1 .

Na mocy poprzedniego zadania mamy ‖g − g ∗ φλ‖L1

λ→+∞−→ 0, sk¡d wobec dowolno±ci ε wynika teza.

Wniosek. Funkcje gªadkie (o zwartym no±niku) s¡ g¦ste (w sensie normy ‖ · ‖L1) w funkcjach caª-
kowalnych L(R). To znaczy dla ka»dego ε > 0 i ka»dej funkcji f ∈ L(R) istnieje funkcja gªadka
h ∈ C∞(R) taka, »e

‖f − h‖L1 ≤ ε .

Istotnie, z wyników poprzednich zada« wynika, »e: je±li φλ : R → [0,+∞) jest rodzin¡ funkcji

caªkowalnych takich, »e
∫
R φλ(y)dy = 1 oraz

∫
|y|>δ φλ(y)dy

λ→+∞−→ 0, to wówczas

‖f − f ∗ φλ‖L1

λ→+∞−→ 0 .

My zrobili±my to dla konkretnego φλ(y) = λ
2
e−λ|y|, ale rozumowanie dziaªa ogólnie. Z kolei z

naszych poprzednich rozwa»a« wynika, »e splot funkcji caªkowalnej z odpowiednio regularn¡ funkcj¡
ró»niczkowaln¡ (r-krotnie) jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ (r-krotnie). Je±li zatem poprawimy nieco
funkcje φλ do rodziny funkcji gªadkich (obecnie mamy nieró»niczkowalno±¢ w zerze) to oka»e si¦, »e
sploty f ∗ φλ s¡ funkcjami gªadkimi, sk¡d wynika teza.

De�nicja. Poªo»eniem ±rodka masy (ci¦»ko±ci) zbioru A ⊂ Rn o g¦sto±ci ρ : A → [0,+∞) nazy-
wamy wektor

〈rρ(A)〉 =
1

Mρ(A)

∫
A

x · ρ(x)dλn(x) ,

gdzie Mρ(A) :=
∫
A
ρ(x)dλn(x) jest mas¡ zbioru A.



Zadanie 3. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci póªkuli {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + x2 ≤ 1, z > 0}.

Zadanie domowe na 16 kwietnia 2020:

Zadanie 4. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci zbioru {(x, y, z) |
√
x2 + y2 < z < 1}.


