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5. ¢wiczenia zdalne � 2 kwietnia 2020.

Sploty, ró»niczkowanie pod znakiem caªki

Zaª¡czam rozwi¡zanie, gdyby na ¢wiczeniach byªo zbyt niejasne:

Zadanie 1. Rozwa»my funkcj¦ caªkowaln¡ f ∈ L(R) i zde�niujmy funkcj¦ F : R → R
wzorem

F (t) :=

∫
R
f(t− y)sin y

y
dy .

Wyka», »e F jest:

a) dobrze okre±lona,

b) ci¡gªa (jednostajnie),

c) ró»niczkowalna.

Rozwi¡zanie: a) Ze znanej nierówno±ci | sin y|
|y| < 1 mamy

|F (t)| ≤
∫
R
|f(t− y)|dy =

∣∣∣x = t− y,dx = dy
∣∣∣ = ∫

R
|f(x)|dx =

∫
R
|f | < +∞ ,

wi¦c F (t) jest sko«czona dla ka»dego t ∈ R.
b) Policzmy F (t)− F (s) mamy

|F (t)− F (s)| ≤
∣∣∣∣∫

R
f(t− y) sin y

y
dy −

∫
R
f(s− y) sin y

y
dy

∣∣∣∣ = ∣∣∣zamiana zmiennych z = t− y i z = s− y
∣∣∣ =∣∣∣∣∫

R
f(z)

sin(t− z)
t− z dz −

∫
R
f(z)

sin(s− z)
(s− z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|f(z)| ·

∣∣∣∣ sin(t− z)t− z − sin(s− z)
s− z

∣∣∣∣ dz
Teraz trzeba zauwa»y¢, »e g(t) = sin t

t
jest jednostajnie ci¡gªa, a wi¦c dla ustalonego ε > 0 istnieje δ

takie, »e |g(t′)− g(s′)| < ε o ile |t′ − s′| < δ. Bior¡c |t− s| < δ mamy wi¦c
∣∣∣ sin(t−z)

t−z
− sin(s−z)

s−z

∣∣∣ < ε dla

|t− s| < δ, sk¡d otrzymujemy

|F (t)− F (s)| <
∫
R
|f(z)|εdz = ε · ‖f‖1 .

Czyli pokazali±my jednostajn¡ ci¡gªo±¢.

c) Na koniec spróbujmy zastosowa¢ tw. o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki do badanej funkcji w postaci

F (t) =
∫
R f(y)

sin(t−y)
t−y

dy. Mamy

∂

∂t
f(y)

sin(t− y)
t− y = f(y)

cos(t− y)(t− y)− sin(t− y)
(t− y)2 = f(y) · h(t− y) ,

gdzie h(s) = cos(s)s−sin(s)

s2
. Zauwa»my, »e jest to funkcja ograniczona (i jednostajnie ci¡gªa), wobec czego

mo»emy ograniczy¢ pochodn¡ przez funkcj¦ caªkowaln¡M ·f(y), wobec czego dziaªa tw. o ró»niczkowaniu
pod znakiem caªki oraz

∂

∂t
F (t) =

∫
R
f(y)h(t− y)dy .

Ponadto z jednostajnej ci¡gªo±ci h(·) mo»na pokaza¢, »e rozwa»ana pochodna te» jest jednostajnie ci¡gªa.



De�nicja. Rozwa»my funkcje caªkowalne f, g ∈ L1(Rn). Splotem funkcji f i g nazywamy funkcj¦
f ∗ g : Rn → R okre±lon¡ wzorem

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(y)g(x− y)dn(y) .

Uwaga! Splot f ∗g mo»e by¢ dobrze okre±lon¡ funkcj¡ równie» gdy na przykªad tylko jedna z rozwa»a-
nych funkcji b¦dzie caªkowalna. Tak byªo w poprzednim zadaniu, bo funkcja sin x

x
nie jest caªkowalna

w sensie Lebesgue'a na prostej R.

Przy okazji poprzedniego zadania na konkretnym przykªadzie udowodnili±my nast¦puj¡ce dwa fakty (dowód

ogólny nie ró»ni si¦ zasadniczo od naszego zadania).

Zadanie 2. Wyka», »e je±li f ∈ L(Rn), za± g : Rn → R jest funkcj¡ jednostajnie ci¡gª¡

i ograniczon¡, to splot f ∗ g : Rn → R jest funkcj¡ jednostajnie ci¡gª¡ i ograniczon¡.

Zadanie 3. Wyka», »e je±li f ∈ L(Rn), za± g : Rn → R jest funkcj¡ ci¡gª¡, ograniczon¡

i ró»niczkowaln¡, i tak¡ »e jej pochodna ∂g
∂xi

(x) jest ograniczona, to splot f ∗ g : Rn → R
jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ po i-tej zmiennej i ponadto

∂

∂ti
(f ∗ g)(t) =

(
f ∗ ∂g

∂xi

)
(t).

Powy»sze zadania obrazuj¡ do±¢ dobrze u»yteczno±¢ splotu: je±li splatamy funkcj¦ caªkowaln¡ f z
funkcj¡ g o pewnych specjalnych wªasno±ciach (np. ci¡gªo±¢ jednostajna, ró»niczkowalno±¢, gªadko±¢,
itp.) To mo»emy oczekiwa¢ »e splot f∗g odziedziczy niektóre z tych wªasno±ci po funkcji g. Podobnego
typu przykªad widzieli Pa«stwo na wykªadzie:

Twierdzenie. Je±li f, g : Rn → R s¡ funkcjami caªkowalnymi to ich splot f ∗ g równie» jest funkcj¡
caªkowaln¡ i ponadto zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢ Younga

‖f ∗ g‖L1 ≤ ‖f‖L1 · ‖g‖L1 .

Zadanie 4. Zde�niujmy rodzin¦ funkcji φλ(x) :=
λ
2 e
−λ|x| dla λ > 0. Naszkicuj wykres

funkcji φλ dla kilku wybranych warto±ci parametru. Zbadaj zachowanie si¦ funkcji przy

λ→ +∞ i oblicz
∫
R φλ(x)dx.

Zadania domowe na 7 kwietnia 2020:

Zadanie 5. Rozwa»my funkcje caªkowalne f, g, h ∈ L(Rn) wyka», »e operacja splotu

jest ª¡czna, tzn.

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) .

Wskazówka: Wykorzystaj odpowiedni¡ zamian¦ zmiennych.



Zadanie 6. (trudniejsze) Zde�niujmy rodzin¦ funkcji φλ(x) := λ
2 e
−λ|x| dla λ > 0.

Niech g : Rn → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ o no±niku zawartym w pewnej kuli B(0, R).
Wyka», »e

lim
λ→+∞

‖φλ ∗ g − g‖L1 = 0 .

Wskazówka: wykorzystaj fakt, »e
∫
R φλ(x)dx = 1.

Zadanie pisemne na pierwsze ¢wiczenia po ±wi¦tach:

Zadanie 7. Rozwa»my funkcj¦ caªkowaln¡ f : [0,+∞)→ R. Dla t ≥ 0 de�niujemy

F (t) :=

∫ +∞

0
e−tx cos(tx)f(x)dx .

Rozstrzygnij, czy

a) F jest ci¡gªa na [0,+∞)?

b) F jest ró»niczkowalna na (0,+∞)?

c) F jest caªkowalna na [0,+∞)?


