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5. ¢wiczenia zdalne — 2 kwietnia 2020.
Sploty, rézniczkowanie pod znakiem calki

Zatgczam rozwigzanie, gdyby na éwiczeniach byto zbyt niejasne:

Zadanie 1. Rozwazmy funkcje catkowalna f € L(R) i zdefiniujmy funkcje F': R — R

wzorem .
siny
= / flt—y) dy .
R Yy

Wykaz, ze F' jest:

a) dobrze okreslona,

b) ciagla (jednostajnie),
¢) rozniczkowalna.

Rozwigzanie: a) Ze znanej nieréwnosci % < 1 mamy

O1< [ 1=y = |o =t = yodo = ay| = [ |f@)do = [ 1< o0,

wiec F(t) jest skoriczona dla kazdego t € R.
b) Policzmy F(t) — F(s) mamy

I3 I<'/f Slnyd f/f(s—y)Sh;ydy’:

sm / e sm dz

51n t

zamiana zmiennych z =t —yiz=s— y‘ =

< [

jest jednostajnie ciagla, a wiec dla ustalonego ¢ > 0 istnieje §

< e dla

sin(t z) sin(s — z)

dz

s —Zz

Teraz trzeba zauwazyé, ze g(t) =

sin(t—z) sin(s—z)

t—z s—z

takie, ze |g(t') — g(s')| < e oile |t' — s'| < §. Biorac |t — s| < § mamy wiec

[t — s| < 4, skad otrzymujemy

F(t) - F(s)) < / F(2)edz = || £ -

Czyli pokazaliSmy jednostajna ciaglosc.
c¢) Na koniec sprobujmy zastosowaé tw. o rozniczkowaniu pod znakiem catki do badanej funkcji w postaci
= Jo ()™ dy. Mamy

% R s = = (N ER

gdzie h(s) = w Zauwazmy, ze jest to funkcja ograniczona (i jednostajnie ciagta), wobec czego
mozemy ograniczy¢ pochodna przez funkcje catkowalna M- f(y), wobec czego dziata tw. o rézniczkowaniu

pod znakiem catki oraz
— [ sme-
R

Ponadto z jednostajnej ciagglosci h(-) mozna pokazaé, ze rozwazana pochodna tez jest jednostajnie ciagla.



Definicja. Rozwazmy funkcje calkowalne f,g € L'(R™). Splotem funkcji f i g nazywamy funkcje
f*g:R™ — R okreslong wzorem

(frg)@)= | flygl@—y)d"(y).
R'n,
Uwaga! Splot f*g moze byé dobrze okreslong funkcjq réwniez gdy na przyktad tylko jedna z rozwaza-

nych funkcji bedzie catkowalna. Tak byto w poprzednim zadaniu, bo funkcja Si;m nie jest catkowalna
w sensie Lebesgue’a na prostej R.

Przy okazji poprzedniego zadania na konkretnym przyktadzie udowodnilismy nastepujgce dwa fakty (dowdd
0gdlny nie rézni sie zasadniczo od naszego zadania).

Zadanie 2. Wykaz, ze jesli f € L(R™), za$ g : R™ — R jest funkcja jednostajnie ciagla
i ograniczona, to splot f * g : R™ — R jest funkcja jednostajnie ciaggta i ograniczona.
Zadanie 3. Wykaz, ze jesli f € L(R"), zas g : R™ — R jest funkcja ciagta, ograniczona
i rozniczkowalna, i taka ze jej pochodna %(w) jest ograniczona, to splot f*xg: R" — R
jest funkcja rézniczkowalng po i-tej zmiennej i ponadto

st = (150 ) @

Powyzsze zadania obrazujg do$é dobrze uzytecznosé splotu: jesli splatamy funkcje catkowalng f z
funkcja g o pewnych specjalnych wtasnosciach (np. ciggtosé jednostajna, rézniczkowalnosé, gtadkosé,
itp.) To mozemy oczekiwaé ze splot f*g odziedziczy niektdre z tych wtasnosci po funkcji g. Podobnego
typu przyktad widzieli Panistwo na wyktadzie:

Twierdzenie. Jesli f,g: R" — R sq funkcjami catkowalnymi to ich splot f = g réwniez jest funkcjq
catkowalng 1 ponadto zachodzi nastepujgca nieréwnosé Younga

If*gllcy <N fllea - llglle, -

Zadanie 4. Zdefiniujmy rodzine funkcji ¢y (z) := %e_)"“’" dla A > 0. Naszkicuj wykres

funkcji ¢, dla kilku wybranych wartosci parametru. Zbadaj zachowanie sie funkcji przy
A — 400 i oblicz [ ¢ (x)dz.

Zadania domowe na 7 kwietnia 2020:

Zadanie 5. Rozwazmy funkcje calkowalne f,g,h € L(R"™) wykaz, ze operacja splotu
jest taczna, tzn.

(fxg)xh=fx(gxh).

Wskazowka: Wykorzystaj odpowiednia zamiane zmiennych.



Zadanie 6. (trudniejsze) Zdefiniujmy rodzine funkcji ¢y (x) = %e_)‘m dla A > 0.
Niech g : R" — R bedzie funkcja ciagta o noéniku zawartym w pewnej kuli B(0, R).
Wykaz, ze
lim [[¢r*g—gllp=0.
A——+o00

Wskazowka: wykorzystaj fakt, ze [p ox(x)de = 1.

Zadanie pisemne na pierwsze ¢wiczenia po Swietach:

Zadanie 7. Rozwazmy funkcje catkowalna f : [0, +00) — R. Dla t > 0 definiujemy

+oo
F(t) := /0 e " cos(tx) f(z)dx .

Rozstrzygnij, czy
a) F jest ciagla na [0, +00)?
b) F jest rozniczkowalna na (0, 400)?

c) F jest catkowalna na [0, +00)?




