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4. ¢wiczenia zdalne � 26 marca 2020.

Ró»niczkowanie pod znakiem caªki.

Zadanie 1. Udowodnij nast¦puj¡ce uogólnienie twierdzenia Tonelli'ego. Niech f : Rn =
Rk × Rs → R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡, tak¡ »e f ≥ φ0 dla pewnej funkcji caªkowalnej

φ0 ∈ L(Rn). Wówczas je±li caªka iterowana∫
Rk

[∫
Rs
f(x,y)dsy

]
dkx

jest sko«¢zona to f jest caªkowlana na Rn (i zachodzi teza tw. Fubini'ego, a wi¦c rozwa-

»ana caªka jest równa
∫
Rn f .)

Twierdzenie (Ró»niczkowanie pod znakiem caªki). Niech A ⊂ Rn b¦dzie zbiorem mierzalnym,

I ⊂ R otwartym podzbiorem prostej R. Zaªó»my, »e funkcja f : I × A → R ma nast¦puj¡ce

wªasno±ci:

• Dla ka»dego t ∈ I funkcja f(t, ·) : A→ R jest caªkowalna

• Funkcja f(t,x) jest ró»niczkowalna wzgl¦dem zmiennej t.

• Istnieje funkcja caªkowalna g : A→ R taka, »e dla ka»dego t ∈ I zachodzi
∣∣ ∂
∂t
f(t,x)

∣∣ ≤ g(x).
Wówczas mo»emy ró»niczkowa¢ f pod znakiem caªki, tzn.

d

dt

[∫
A

f(t,x)dλn(x)

]
=

∫
A

∂

∂t
f(t,x)dλn(x) .

Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki.

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ przy warunku a > b > 0∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx .

Rozwi¡zanie: Rozwa»my funkcj¦ f(t, x) = e−tx−e−bx

x
okre±lon¡ dla t ≥ b i niech F (t) =

∫ +∞
0

f(t, x)dx.
Funkcja f ta jest caªkowalna na R+ przy ustalonym t � blisko 0 zachowuje si¦ jak funkcja staªa, a w
niesko«czono±ci jak co± mniejszego ni» e−bx. Ponadto ∂

∂t
f(t, x) = −e−tx, co jest co do moduªu mniejsze

ni» funkcja caªkowalna e−bx. Speªnione s¡ zatem zaªo»enia tw. o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki i
mamy

F ′(t) =

∫ +∞

0

∂

∂t
f(t, x)dx =

∫ +∞

0

−e−txdx =
1

t
e−tx

∣∣∣+∞
0

= −1

t
.

Wobec tego

F (a) = F (b) +

∫ a

b

F ′(t)dt = 0 +

∫ a

b

−1
t
dt = ln

(
b

a

)
.

Inny sposób: wzi¡¢ f(t, x) = e−tx

x
, ale caªkowa¢ na sko«czonym przedziale [0, N ], obliczy¢ caªk¦

∫ N
0
f(a, x)−

f(b, x)dx i przej±¢ z N do niesko«czono±ci.



Jeszcze inny sposób: z twierdzenia Fubini'ego dla funkcji e−tx � dodatniej i mierzalnej.∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx =

∫ +∞

0

(∫ b

a

e−txdt

)
dx

Fub.
=

∫ b

a

(∫ +∞

0

e−txdx

)
dt =

∫ b

a

1

t
dt = ln

(
b

a

)
.

Zadania domowe na 2 kwietnia 2020:

Zadanie 4. Oblicz caªk¦ ∫ +∞

0
e−x · 1− cos tx

x
dx .

Wskazówka: Oblicz pochodn¡ po parametrze t.
Zadanie pisemne na 2 kwietnia 2020:

Zadanie 5. Rozstrzygnij dla jakich α ∈ R funkcja f(x, y, z) = xyz
‖(x,y,z)‖α jest caªkowalna

na kuli jednostkowej B3(0, 1)? Jak wygl¡da odpowied¹ gdy rozwa»ymy caªkowanie po

dopeªnieniu kuli R3 \B3(0, 1)?


