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4. ¢wiczenia zdalne — 26 marca 2020.
Rézniczkowanie pod znakiem calki.

Zadanie 1. Udowodnij nastepujace uogélnienie twierdzenia Tonelli’ego. Niech f : R™ =
R* x R®* — R bedzie funkcja mierzalna, taka ze f > ¢ dla pewnej funkcji catkowalnej
¢o € L(R™). Wowczas jesli catka iterowana

/Rk [ s f(ﬁc,y)dsy} a4

jest skoniézona to f jest calkowlana na R™ (i zachodzi teza tw. Fubini’ego, a wiec rozwa-
zana calka jest réwna [p, f.)

Twierdzenie (Roézniczkowanie pod znakiem calki). Niech A C R"™ bedzie zbiorem mierzalnym,
I C R otwartym podzbiorem prostej R. Zaldzmy, ze funkcja f : I x A — R ma nastepujgce
wlasnosci:

e Dia kazdego t € I funkcja f(t,-): A — R jest catkowalna
o Funkcja f(t,x) jest rézniczkowalna wzgledem zmiennej t.
o Istnieje funkcja catkowalna g : A — R taka, zZe dla kazdego t € I zachodzi ’%f(t, :1:)| < g(z).

Wéwczas mozemy rézniczkowaé f pod znakiem calki, tzn.

& emave] = [ Lieoare.

Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem catki.

Zadanie 3. Oblicz catke przy warunku a > b >0
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Rozwigzanie: Rozwazmy funkcje f(t,z) = % okreslong dla t > bi niech F(t) = [["* f(t,z)dz.
Funkcja f ta jest calkowalna na Ry przy ustalonym ¢ — blisko 0 zachowuje sie¢ jak funkcja stala, a w

nieskoniczonogci jak co§ mniejszego niz e~**. Ponadto %f(m x) = —e~ ", co jest co do modutu mniejsze
niz funkcja catkowalna e~°®. Spelnione sg zatem zalozenia tw. o rézniczkowaniu pod znakiem calki i
mamy
F(t) = /M 9t 2)ds = /W Cetrdp = Lot T 2 L
o ot o t 0 t
Wobec tego
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Inny sposoéb: wzia¢ f(t, ) = “——, ale catkowa¢ na skoriczonym przedziale [0, N], obliczy¢ catke fDN fla,z)—
f(b,z)dz i przej$¢ z N do nieskoriczonosci.




Jeszcze inny sposob: z twierdzenia Fubini’ego dla funkcji e”** — dodatniej i mierzalne;.
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Zadania domowe na 2 kwietnia 2020:

Zadanie 4. Oblicz catke
oo 1 —cost
/ - costz ;.
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Wskazowka: Oblicz pochodna po parametrze t.

Zadanie pisemne na 2 kwietnia 2020:
z

Zadanie 5. Rozstrzygnij dla jakich a € R funkcja f(z,y,2) = W jest catkowalna

na kuli jednostkowej B3(0,1)? Jak wyglada odpowiedz gdy rozwazymy catkowanie po
dopetnieniu kuli R?\ B3(0,1)?




