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3. ¢wiczenia zdalne � 24 marca 2020.

Caªkowalno±¢ i mierzalno±¢.

Omówienie zada« domowych.

Dzisiaj naszym bohaterem byª nast¦puj¡cy wniosek z twierdze« Fubini'ego i Tonelli'ego:

Wniosek. Niech f : Rn×Rk → R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ i nieujemn¡. Wówczas f jest caªkowalna

na Rn × Rk wtedy i tylko wtedy gdy caªka iterowana

I =

∫
Rn

[∫
Rk

f(x,y)dky

]
dnx

jest sko«czona. Ponadto je±li I < +∞ to I =
∫
Rn+k f .

Uzasadnienie: je±li rozwa»ana caªka jest sko«czona to, na mocy tw. Tonelli'ego, f jest caªkowalna

i wówczas z twierdzenia Fubini'ego I =
∫
Rn+k f .

Z drugiej strony, zaªó»my »e I = +∞, ale f jest caªkowalna na Rn+k. Ale wówczas speªnione s¡

zaªo»enia tw. Fubini'ego i caªka z f jest równa caªce iterowanej I =
∫
Rn+k f < +∞. Sprzeczno±¢, a

wi¦c f nie mo»e by¢ caªkowalna.

Zadanie 1. Rozstrzygnij czy funkcja f(x, y) = lnx+ln y
1+x2+y2

jest caªkowalna na zbiorach:

a) A = [0, 1]2,

b) B = [0, 1]× [1,+∞),

c) C = [1,+∞)2?

Zadania domowe na 26 marca:

Zadanie 2. Niech A = {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| < 1, y > 0}. Oblicz caªk¦∫
A
x exp(−y2) d2(x, y) .

Zadanie 3. Oblicz caªk¦∫
{x>0,y>0}

xy − 1

y
exp[−x− 2y] d2(x, y) .


