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2. ¢éwiczenia zdalne — 19 marca 2020.

Calkowalnos$é i mierzalno$é — propozycje zadan

Na wyktadzie pojawita sie ostatnio definicja funkcji mierzalnej
Definicja. Funkcja f: R"™ — R jest mierzalna, gdy istnieje ciagg funkeji schodkowych u, : R" — R
taki, ze

f(z) = lim u,(x) dlap.w. z€R".

n— o0
Bedziemy oznaczali f € M(R"™).
Uwaga! Nie zakladamy, ze ma to by¢ ciag monotoniczny, ani ze calki funkcji u, sa wspolnie
ograniczone, jak w definicji klasy ST(R™), czy L(R").
W szczegdlnosSci mierzalne sq wszystkie funkcje:

o catkowalne w sensie Lebesque’a (jako granice réznic monotonicznych ciggéw funkcji schodko-
wych,).

e catkowalne w sensie Riemanna (jako szczegdlny przypadek poprzedniego).

o wszystkie funkcje ciggte (przyblizenia schodkowe mozemy skonstruowaé tak jok w catce Rie-
manna,).

o wprost z definicji wynika, ze jesli f € M(R™) a g = f p.w. to rédwniez g jest mierzalna.

Zadanie 1. Uzasadnij, ze jesli f,g € M(R"™) to réwniez funkcje f+g, f —g, -9, |f]
max{f, g}, min{f, g} sa mierzalne.

7 pojeciem mierzalnosci funkcji wigze sie pojecie mierzalnosci zbioru.

Definicja. Zbior A C R" nazywamy mierzalnym gdy funkcja charakterystyczna Xa jest funkcja
mierzalng.

Klasa zbioréw mierzalnych w R™ zawiera zbiory otwarte, zbiory domkniete, wszystkie zbiory typu
F, oraz Gs i ogdlniej wszystkie zbiory borelowskie B(R™), a ponadto N (R™) — wszystkie zbiory
maary Lebesgue’a zero. Dowodzi sie, Ze klasa zbiordw mierzalnych jest najmniejszym o-pierscieniem
(uzywa sie tez mazwy o-ciato) zawierajgeym wszystkie zbiory borelowskie 1 wszystkie zbiory miary
zero. Mowigc inaczej, dla kazdego zbioru mierzalnego A C R" istnieje zbidr borelowski A (tak
naprawde wystarczy zbior typu Fy albo typu Gs), Ze réznica symetryczna A + A jest zbiorem miary
zero.

Pojecie zbioru mierzalnego jest wazne gdyz pozwala, po pierwsze wyréznié klase zbioréw ktdrym
mozna przypisaé sensownq miare Lebesgue’a (réwng fR" Xa = fAl gdy Xa jest catkowalna, lub
“+o0, w przeciwnym przypadku). Drugi powdd jest nastepujgcy

Stwierdzenie. Rozwazimy funkcje mierzalng f : R™ — R ¢ 2bidr mierzalny A C R™. Wowczas
obciecie f|a jest funkcjq mierzalng.

W szczegolnosci dotyczy to sytuacji spotykanej najczeSciej na éwiczeniach: rozpatrujemy funkcje
ciggltq na zbiorze mierzalnym (typowo borelowskim,).




Zadanie 2. Uzasadnij, ze obciecie funkcji mierzalnej f : R” — R do zbioru mierzalnego
A C R” jest funkcja mierzalna.

Mierzalnosé a catkowalnosé funkcji

Mamy zawieranie L(R™) C M(R"), oraz Lioc(R™) C M(R") ale klasa funkcji mierzalnych jest
znacznie wieksza niz klasa funkcji (lokalnie) catkowalnych — przyktadowo kazda funkcja ciggta jest
mierzalna, ale nie kazda jest catkowalna. Mamy kilka sposobéw, aby sprawdzié czy dana funkcja
mierzalna jest catkowalna.

a) Niech f:R"™ — R bedzie funkcjq mierzalng. Jesli istnieje funkcja catkowalna ®9 € L(R™) taka,
ze |f| < ®o to réwniez f jest funkcjg catkowalng.

b) Niech f: R™ D A — R bedzie funkcjg mierzalng, za ® : ®71(A) — A bedzie dyfeomorfizmem
(zamiang zmiennych). Wowczas funkcja f jest catkowalna wiedy i tylko wtedy gdy funkcja f(P)-
|[Js| : @71(A) — R jest catkowalna. Innymi stowy catkowalnosé funkeji mozemy sprawdzié

¢) Niech f:R™ — R bedzie funkcjg nieujemnq, catkowalng w sensie Riemanna na kazdym zbiorze
zwartym (wynika stqd mierzalno$é f) wowczas f jest catkowalna, wtedy i tylko wtedy gdy calka
niewtaSciwa Riemanna §R"L f jest skoticzona. Co wiecej obie calki pokrywajg sie fR" f= f]R" f.

d) Tw. Tonelli’ego. Niech f : R™ — R bedzie funkcjq mierzalng i nieujemng. Zaldzmy, ze w
pewnym rozktadzie R™ = R* x R® 3 (z,y) calka iterowana

/Rk [ R f(m’y)dsy] d*e

jest skoriczona. Wdéwczas f jest catkowalna (i oczywiscie zachodzi tw. Fubini’ego, a wiec policzona
catka iterowana jest réwna catce podwdjnes fRn f<+o0.)

e) Przypomnijmy tez sobie, ze funkcja f jest catkowalna wiedy i tylko wiedy gdy jej modut |f|
jest catkowalny. Wobec tego zazwyczaj warto od razu zastanewiaé nad catkowalnosciq modutu.
Wéwczas mozemy bez zastrzezen stosowaé metody z dwdéch poprzednich punktiw.

Zauwwazmy, ze w dwdch przedostatnich przypadkach mamy do czynienia z funkcjami nieujemnymsil.
Mozemy mysleé tak: dla funkcji mierzalnych nieujemnych catkowalnosé mozemy sprawdzié liczgc
catke niewtaSciwg Riemanna, bgdZ calke iterowang jok w twierdzeniu Fubini’ego. Wynik skoriczony
oznacza catkowalno$é w sensie Lebesgue’a.

Zadanie 3. Rozstrzygnij dla jakich a € R funkcja ||x||“ jest catkowalna na kuli jednost-
kowej B"(0,1)? Jesli ogolny przypadek jest za trudny, rozwaz przypadki n = 1,2, 3.

Zadanie 4. Rozstrzygnij czy funkcja f(z,y) = ﬁ jest catkowalna na kwadracie

0,1]%?

E%ozu])iqzam'e: Obetnijmy funkecje f do zbioru A := [0,1]2NB%(0,1) — dzieki temu tatwiej sie nam bedzie
liczylo po zamianie na wspoélrzedne biegunowe.

Dlaczego to nie wplywa na catkowalnos¢? Zbior A, jak réwniez i jego dopetnienie A’ := [0,1]%\ A
sa borelowskie, a wiec mierzalne. Funkcja f jest ciagla, a zatem jest mierzalna zaré6wno na A jak i
na dopelnieniu A’. Latwo zauwazyé, ze na A’ mamy ograniczenie |f| < 1, a poniewaz funkcja stale
réwna 1 jest catkowalna na zbiorze mierzalnym ograniczonym A’ (por. definicja mierzalnosci zbioré6w na
wykladzie), to obciecie f-X 4/ jest calkowalne. Poniewaz suma funkcji calkowalnych jest catkowalna oraz
f Xz =f-Xa+f-Xa, zatem f jest catkowalne na [0, 1)? wtedy i tylko wtedy gdy jest catkowalne
na A

Z kolei po zamianie zmiennych na wspéirzedne biegunowe staje przed nami kwestia catkowalnosci funkcji

r?(cos? p—sin? ¢)
1 T
p

= C°S£2¢> na zbiorze (r,¢) € [0,1] x [0, §]. Liczenie calki iterowane] (co jest podejrzane



bo nie wiemy czy f jest calkowalna — co jest potrzebne do tw. Fubini’ego, ani tez f nie jest funkcja
nieujemng jak w zalozeniach tw. Tonelli’ego) daje nam warto$¢ tej catki rowng 0 - (+00), co nie mowi
nam zbyt wiele. Aby poradzié¢ sobie z tym problemem zbadajmy calkowalno$¢ modulu (co: 1. jest
rownowazne catkowalnosci samej funkcji, 2. pozwala stosowaé tw. Tonelli’ego). Wynikiem catkowania

jest
/f /1 [cos(29)| COS(2¢)|drd¢ = 1nr’1 . /f | cos(2¢)|d¢ = 400 .
o Jo r 0 Jo

Wartos¢ calki jest nieskoniczona, zatem funkcja nie jest catkowalna.

Inny sposob to zauwazy¢, ze ta funkcja f nie jest catkowalna na mniejszym zbiorze [0, 1] x [0, F]. Dlaczego
to koniczy sprawe? Niech B C A C R™ beda zbiorami mierzalnymi, jesli f jest calkowalna na A to tez na
mniejszym zbiorze B. Gdyz f-Xp jest mierzalna jako iloczyn funkcji mierzalnych, oraz | f|-Xs < |f]-Xa,

co jest funkcja catkowalng.

Zadania domowe na 24 marca 2020:

Zadanie 5. Rozstrzygnij dla jakich a € R funkcja [|x||“ jest catkowalna na kuli jednost-
kowej B3(0,1)?.

Zadanie 6. Rozstrzygnij dla jakich a € R funkcja (1 — ||x||)* jest catkowalna na kuli
jednostkowej B™(0,1)? Wystarczy rozwazy¢ przypadki n = 1,2, 3.

Inz+Iny

Zadanie 7. Rozstrzygnij czy funkcja f(z,y) = Tttt

jest catkowalna na zbiorach:
a) A=1[0,1]%,

b) B =[0,1] x [1, 4+00),




