
AM II.2 2019/20 (gr 3)

2. ¢wiczenia zdalne � 19 marca 2020.

Caªkowalno±¢ i mierzalno±¢ � propozycje zada«

Na wykªadzie pojawiªa si¦ ostatnio de�nicja funkcji mierzalnej

De�nicja. Funkcja f : Rn → R jest mierzalna, gdy istnieje ci¡g funkcji schodkowych un : Rn → R
taki, »e

f(x) = lim
n→∞

un(x) dla p.w. x ∈ Rn.

B¦dziemy oznaczali f ∈M(Rn).

Uwaga! Nie zakªadamy, »e ma to by¢ ci¡g monotoniczny, ani »e caªki funkcji un s¡ wspólnie
ograniczone, jak w de�nicji klasy S↑(Rn), czy L(Rn).

W szczególno±ci mierzalne s¡ wszystkie funkcje:

• caªkowalne w sensie Lebesgue'a (jako granice ró»nic monotonicznych ci¡gów funkcji schodko-
wych).

• caªkowalne w sensie Riemanna (jako szczególny przypadek poprzedniego).

• wszystkie funkcje ci¡gªe (przybli»enia schodkowe mo»emy skonstruowa¢ tak jak w caªce Rie-
manna).

• wprost z de�nicji wynika, »e je±li f ∈M(Rn) a g = f p.w. to równie» g jest mierzalna.

Zadanie 1. Uzasadnij, »e je±li f, g ∈ M(Rn) to równie» funkcje f + g, f − g, f · g, |f |,
max{f, g}, min{f, g} s¡ mierzalne.

Z poj¦ciem mierzalno±ci funkcji wi¡»e si¦ poj¦cie mierzalno±ci zbioru.

De�nicja. Zbiór A ⊂ Rn nazywamy mierzalnym gdy funkcja charakterystyczna χA jest funkcj¡
mierzaln¡.

Klasa zbiorów mierzalnych w Rn zawiera zbiory otwarte, zbiory domkni¦te, wszystkie zbiory typu
Fσ oraz Gδ i ogólniej wszystkie zbiory borelowskie B(Rn), a ponadto N (Rn) � wszystkie zbiory
miary Lebesgue'a zero. Dowodzi si¦, »e klasa zbiorów mierzalnych jest najmniejszym σ-pier±cieniem
(u»ywa si¦ te» nazwy σ-ciaªo) zawieraj¡cym wszystkie zbiory borelowskie i wszystkie zbiory miary

zero. Mówi¡c inaczej, dla ka»dego zbioru mierzalnego A ⊂ Rn istnieje zbiór borelowski Â (tak

naprawd¦ wystarczy zbiór typu Fσ albo typu Gδ), »e ró»nica symetryczna A÷ Â jest zbiorem miary
zero.

Poj¦cie zbioru mierzalnego jest wa»ne gdy» pozwala, po pierwsze wyró»ni¢ klas¦ zbiorów którym
mo»na przypisa¢ sensown¡ miar¦ Lebesgue'a (równ¡

∫
Rn
χA =

∫
A

1 gdy χA jest caªkowalna, lub
+∞, w przeciwnym przypadku). Drugi powód jest nast¦puj¡cy

Stwierdzenie. Rozwa»my funkcj¦ mierzaln¡ f : Rn → R i zbiór mierzalny A ⊂ Rn. Wówczas
obci¦cie f |A jest funkcj¡ mierzaln¡.

W szczególno±ci dotyczy to sytuacji spotykanej najcz¦±ciej na ¢wiczeniach: rozpatrujemy funkcj¦
ci¡gª¡ na zbiorze mierzalnym (typowo borelowskim).



Zadanie 2. Uzasadnij, »e obci¦cie funkcji mierzalnej f : Rn → R do zbioru mierzalnego

A ⊂ Rn jest funkcj¡ mierzaln¡.

Mierzalno±¢ a caªkowalno±¢ funkcji

Mamy zawieranie L(Rn) ⊂ M(Rn), oraz Lloc(Rn) ⊂ M(Rn) ale klasa funkcji mierzalnych jest
znacznie wi¦ksza ni» klasa funkcji (lokalnie) caªkowalnych � przykªadowo ka»da funkcja ci¡gªa jest
mierzalna, ale nie ka»da jest caªkowalna. Mamy kilka sposobów, aby sprawdzi¢ czy dana funkcja
mierzalna jest caªkowalna.

a) Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡. Je±li istnieje funkcja caªkowalna Φ0 ∈ L(Rn) taka,
»e |f | ≤ Φ0 to równie» f jest funkcj¡ caªkowaln¡.

b) Niech f : Rn ⊃ A → R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡, za Φ : Φ−1(A) → A b¦dzie dyfeomor�zmem
(zamian¡ zmiennych). Wówczas funkcja f jest caªkowalna wtedy i tylko wtedy gdy funkcja f(Φ) ·
|Jφ| : Φ−1(A)→ R jest caªkowalna. Innymi sªowy caªkowalno±¢ funkcji mo»emy sprawdzi¢

c) Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ nieujemn¡, caªkowaln¡ w sensie Riemanna na ka»dym zbiorze
zwartym (wynika st¡d mierzalno±¢ f) wówczas f jest caªkowalna, wtedy i tylko wtedy gdy caªka
niewªa±ciwa Riemanna

∮
Rn f jest sko«czona. Co wi¦cej obie caªki pokrywaj¡ si¦

∮
Rn f =

∫
Rn f .

d) Tw. Tonelli'ego. Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ i nieujemn¡. Zaªó»my, »e w
pewnym rozkªadzie Rn = Rk × Rs 3 (x,y) caªka iterowana∫

Rk

[∫
Rs
f(x,y)dsy

]
dkx

jest sko«czona. Wówczas f jest caªkowalna (i oczywi±cie zachodzi tw. Fubini'ego, a wiec policzona
caªka iterowana jest równa caªce podwójnej

∫
Rn f < +∞.)

e) Przypomnijmy te» sobie, »e funkcja f jest caªkowalna wtedy i tylko wtedy gdy jej moduª |f |
jest caªkowalny. Wobec tego zazwyczaj warto od razu zastanawia¢ nad caªkowalno±ci¡ moduªu.
Wówczas mo»emy bez zastrze»e« stosowa¢ metody z dwóch poprzednich punktów.

Zauwa»my, »e w dwóch przedostatnich przypadkach mamy do czynienia z funkcjami nieujemnymi!.
Mo»emy my±le¢ tak: dla funkcji mierzalnych nieujemnych caªkowalno±¢ mo»emy sprawdzi¢ licz¡c
caªk¦ niewªa±ciw¡ Riemanna, b¡d¹ caªk¦ iterowan¡ jak w twierdzeniu Fubini'ego. Wynik sko«czony
oznacza caªkowalno±¢ w sensie Lebesgue'a.

Zadanie 3. Rozstrzygnij dla jakich α ∈ R funkcja ‖x‖α jest caªkowalna na kuli jednost-

kowej Bn(0, 1)? Je±li ogólny przypadek jest za trudny, rozwa» przypadki n = 1, 2, 3.

Zadanie 4. Rozstrzygnij czy funkcja f(x, y) = x2−y2
‖(x,y)‖4 jest caªkowalna na kwadracie

[0, 1]2?
Rozwi¡zanie: Obetnijmy funkcj¦ f do zbioru A := [0, 1]2∩B2(0, 1) � dzi¦ki temu ªatwiej si¦ nam b¦dzie
liczyªo po zamianie na wspóªrz¦dne biegunowe.

Dlaczego to nie wpªywa na caªkowalno±¢? Zbiór A, jak równie» i jego dopeªnienie A′ := [0, 1]2 \ A
s¡ borelowskie, a wi¦c mierzalne. Funkcja f jest ci¡gªa, a zatem jest mierzalna zarówno na A jak i
na dopeªnieniu A′. �atwo zauwa»y¢, »e na A′ mamy ograniczenie |f | ≤ 1, a poniewa» funkcja stale
równa 1 jest caªkowalna na zbiorze mierzalnym ograniczonym A′ (por. de�nicja mierzalno±ci zbiorów na
wykªadzie), to obci¦cie f ·χA′ jest caªkowalne. Poniewa» suma funkcji caªkowalnych jest caªkowalna oraz
f · χ[0,1]2 = f · χA + f · χA′ , zatem f jest caªkowalne na [0, 1]2 wtedy i tylko wtedy gdy jest caªkowalne
na A.

Z kolei po zamianie zmiennych na wspóªrz¦dne biegunowe staje przed nami kwestia caªkowalno±ci funkcji
r2(cos2 φ−sin2 φ)

r4
·r = cos(2φ)

r
na zbiorze (r, φ) ∈ [0, 1]× [0, π

2
]. Liczenie caªki iterowanej (co jest podejrzane



bo nie wiemy czy f jest caªkowalna � co jest potrzebne do tw. Fubini'ego, ani te» f nie jest funkcj¡
nieujemn¡ jak w zaªo»eniach tw. Tonelli'ego) daje nam warto±¢ tej caªki równ¡ 0 · (+∞), co nie mówi
nam zbyt wiele. Aby poradzi¢ sobie z tym problemem zbadajmy caªkowalno±¢ moduªu (co: 1. jest
równowa»ne caªkowalno±ci samej funkcji, 2. pozwala stosowa¢ tw. Tonelli'ego). Wynikiem caªkowania
jest ∫ π

2

0

∫ 1

0

| cos(2φ)|
r

drdφ = ln r
∣∣∣1
0
·
∫ π

2

0

| cos(2φ)|dφ = +∞ .

Warto±¢ caªki jest niesko«czona, zatem funkcja nie jest caªkowalna.

Inny sposób to zauwa»y¢, »e ta funkcja f nie jest caªkowalna na mniejszym zbiorze [0, 1]×[0, π
4

]. Dlaczego

to ko«czy spraw¦? Niech B ⊂ A ⊂ Rn b¦d¡ zbiorami mierzalnymi, je±li f jest caªkowalna na A to te» na

mniejszym zbiorze B. Gdy» f ·χB jest mierzalna jako iloczyn funkcji mierzalnych, oraz |f | ·χB ≤ |f | ·χA,
co jest funkcj¡ caªkowaln¡.

Zadania domowe na 24 marca 2020:

Zadanie 5. Rozstrzygnij dla jakich α ∈ R funkcja ‖x‖α jest caªkowalna na kuli jednost-

kowej B3(0, 1)?.

Zadanie 6. Rozstrzygnij dla jakich α ∈ R funkcja (1 − ‖x‖)α jest caªkowalna na kuli

jednostkowej Bn(0, 1)? Wystarczy rozwa»y¢ przypadki n = 1, 2, 3.

Zadanie 7. Rozstrzygnij czy funkcja f(x, y) = lnx+ln y
1+x2+y2

jest caªkowalna na zbiorach:

a) A = [0, 1]2,

b) B = [0, 1]× [1,+∞),


