AM II.2 2019/20 (gr 3)

1. éwiczenia zdalne — 12 marca 2020. Rozwiazania

Zadanie 1. Oblicz calke

/ exp(—|z + y|)d\3(z,y) .
{lz—yl<1}

Rozwigzanie: Sposob 1 (sprytny). Dokonajmy podstawienia z = x —y i t = x + y — takie podstawienie

jest naturalne w $wietle tre$ci zadania — upraszcza i funkcje i zbiér po ktérym catkujemy. Odpowiada
to & = Z5t oraz y = 5%. Mamy zatem do czynienia z zamiang zmiennych ¢(z,t) = (z = 2£%,y = 152).
Jest to przeksztalcenie liniowe o jakobianie % Stosujac powyzsza zamiane zmiennych dostajemy

1 +oo
I :/ exp(—|t]) - Ld2(z, 1) 2 1/ /exp(—m)dt Ly 2/ exp(—t)dt = 2 .
lz]<1 2 2/ 0k 2 0

Twierdzenie Fubini’ego mozna stosowaé¢, bo mamy do czynienia z funkcja mierzalna (ciagla) nieujemna.

Sposob 2 (bez zamiany zmiennych). Mamy |z — y| < 1 wtedy i tylko wtedy gdy —14+y < z < 1+ y.
Korzystajac z symetrii mamy

[:2/ef<z+y)d2(:r,t), gdzie A={(z,y) |z +y>0,-1+y<z<1l+y}.
A

Mamy dwa oszacowania dolne > —y iz > —1+y. Dla y € [—3, 1] mocniejsze jest to pierwsze, a dla
Yy > % to drugie. Stad wnioskujemy, ze I = 2I; + 215, gdzie

1 1 1
2 vt 2 1 2 2y—1
I :/ dy {efy/ eizdx] :/ e V(e —e V) dy :/ 1—e Y dy =
_ —y _ _
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P 1 9y 1|2 1, 1 1
= =1+4=(e?=1)=14— — =
i _% + 28 _% + 2(6 ) + 262 2 )
oo y+1 oo [e’s)
I :/ dy |:e—y/ e_xdx:| = / e—y(e—y-H _ e—y—l)dy — / (e—2y+1 _ €—2y—1)dy _
: v : :
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i st =——-(0—-1 ~(0 — = - _
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Stqd I =21 +2I, =2.

Zadanie 2. Oblicz miare zbioru

1
A={(wy) eR?|0<2,0<y < <21<y<2}.
X




Rozwigzanie: Sposob 1. (zamiana zmiennych) Podstawmy z = % it = xy. Odpowiada to zamianie

zmiennych ®(z,t) = (m =zt y = \/g>, ktérej Jakobian wynosi 5-. Z twierdzenia o zamianie zmien-

nych mamy

12(A) :/A 1 d2(x,y) = /I:*l(A) 1- 1 d2(z,t) :/[ id2(27t) Fub.

z 1,2x[1,2] 2%

2 2 2

1 1 1. 2
| at|de= | = 1dz==1
/;2z[/1 }Z ) 22 S

1
2

= %(1n2fln%) =In2.

Sposob 2. (brutforce) Bedziemy uzywali twierdzenia Fubini’ego catkujac najpierw po y, a potem po z.
Punkty zbioru A spetniajg 2 pary nieréwnosdci 5 <y < 2z i % <y< % Zauwazmy, ze nierdwnosci te sa
sprzeczne gdy 3 > %, a wiec gdy z > 21 gdy 2z < é, a wiec gdy x < % Wynika stad, ze  bedziemy
catkowali na przedziale [%, 2].
Ponadto w twierdzeniu Fubini’ego bedziemy catkowa¢ y w przedziale max{Z, %} < y < min{2z, %}
Latwo zauwazy¢, ze dla z > 0

{x 1} {i gdy © < /2 . { 2} {223 gdy z <1
max< — =47 oraz min < 2x, — » =

z x

2

2z gdy = > /2 2 gdyz>1.

1
x

Wobec tego mamy 1 < y < 2z gdy = € [%,1]; <y< 2gdyze[l,vV2]oraz £ <y< 2gdy

x € [V/2,2]. Te przedzialy dobrze wida¢ z rysunku zbioru A, ktéry warto wykonac. Stad

N 2z v2 2 2 2
/ldQ(x,y) é'/ dydx—i—/ / dydm-l—/ / dy doz =
A 511 vl valy
1 V2 2
/ (zx—1>dx+/ (f—l)dx+/ (2—§>dx:...=1n2.
% z 1 2 z v\ 2

Zadanie 3. (Funkcja I" i jej wlasnosci.) Funkcje I' definiujemy wzorem

I'(a) = /OO t2te~tde .
0
Pokaz, ze
(a) (1) =1,
(b) T'(a+1) =a-T(a),
© T () = V.

Rozwigzanie: Punkt (a) to proste catkowanie. Punktu (b) dowodzimy calkujac przez czesci
it t e t\/ q, czesci ty |[° bt / t
T(a+1) :/ t"e"dt :/ t* (—e7") dt =T (—e ) ‘ —/ (") (e ") dt =
0 0 0 0

O+a-/ t* e tdt = a-T(a) .
0



Z kolei punktu (c) dowodzimy przez zamiane zmiennych sprowadzajaca problem do catki fooo 67I2d1},
ktorej warto$¢ powinniSmy znaé z wyktadu:

r (1) :/ tiéeftdt =|t= mQ, dt = 2zdx = 2\/idm‘ = 2/ efﬁdx =7.
0

2 0

Zadanie 4. Wykaz, ze

4 (toa_ 1
m—-/ Bl )t .
P Jo

Rozwiqzanie: Policzymy miare zbioru A3 ) = {(z,y) € R? | 2,y > 0, 2”4+ ¢ < 1}. Latwo zauwazy¢ ze
jest to i liczby A2,p. Zastosujemy w tym celu twierdzenie Fubini’ego:

1 ub, 1 ! 1 _ 1 1_
~A2,p F:b'/ / 1dx dy/ (1—yp)117dy: z=19" dz=py* 'dy, dy = Zov g =
4 0 {z>0 | aP<1—yP} 0 p

1
1/ z%_l(l—z)%dz.
0

Zadanie 5. (Funkcja beta) Dla liczb rzeczywistych a i b zdefiniujmy funkcje B(a, b)
Wzoremn

1
B(a,b) :/ (1 — )b tae .
0
Wykaz, ze zachodzi nastepujaca tozsamosc¢

’ I'(a+b)
Wskazowka: Policz catke z funkeji f(t,s) =t~ -e7t-s*"1.e7% po zbiorze Ry x Ry 3 (t,s) dwoma
sposobami — za pomocq twierdzenia Fubini’ego i za pomocqg pewnej zamiany zmiennych (Uwaga:
wymySlenie wltasciwej zamiany zmiennych nie jest zupetnie trywialne — niecierpliwi mogq zajrzeé do

podpowiedzi.)

Rozwigzanie: Z jednej strony mamy
/ £t 9)d () F‘é"/ {ta_l-e_t/ sb_le_sds] dt:/ 1 et T(b) dt = D(a) - T(b) .
Ry xRy 0 0 0

Twierdzenie Fubini’ego mogliémy stosowa¢ bo calkujemy funkcje ciagla i nieujemng. Zastosujmy teraz
do badanej calki podstawienie ¢t + s = w, t = z - w. Poniewaz zawsze 0 <t = z w < t + s = w mamy
z € (0,1) oraz t + s = w € (0,00). Zauwazmy, ze takie podstawienie odpowiada zamianie zmiennych



O(w,z) = (t = z w,s = w— z w), ktorej jakobian wynosi w (prosty rachunek). Zatem na mocy
twierdzenia o zamianie zmiennych w calce mamy:

t,s)d*(t, s) = D(w,2)) w d*(w,2) = w2)* L (w— 2w)t e w A (w, 2) =
A+XR+f( )d(t, s) / f(@(w,2)) (w,z) /1R+><(0,1)( ) ( ) (w,z)

R4 x(0,1)

o 1
/ w* e T 1 — 2)P 7 dP(w, 2) Fub- / w* e dw - / 2271 —2)f M dz =
Ry x(0,1) 0 0

I'(a+0)- B(a,b) .



