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1. ¢wiczenia zdalne � 12 marca 2020. Rozwiazania

Zadanie 1. Oblicz caªk¦∫
{|x−y|<1}

exp(−|x+ y|)dλ2(x, y) .

Rozwi¡zanie: Sposób 1 (sprytny). Dokonajmy podstawienia z = x− y i t = x+ y � takie podstawienie
jest naturalne w ±wietle tre±ci zadania � upraszcza i funkcj¦ i zbiór po którym caªkujemy. Odpowiada
to x = z+t

2
oraz y = t−z

2
. Mamy zatem do czynienia z zamian¡ zmiennych φ(z, t) = (x = z+t

2
, y = t−z

2
).

Jest to przeksztaªcenie liniowe o jakobianie 1
2
. Stosuj¡c powy»sz¡ zamian¦ zmiennych dostajemy

I =

∫
|z|<1

exp(−|t|) · 1

2
d2(z, t)

Fub.
=

1

2

∫ 1

−1

∫
R

exp(−|t|)dt =
1

2
2 2

∫ +∞

0

exp(−t)dt = 2 .

Twierdzenie Fubini'ego mo»na stosowa¢, bo mamy do czynienia z funkcj¡ mierzaln¡ (ci¡gª¡) nieujemn¡.

Sposób 2 (bez zamiany zmiennych). Mamy |x − y| < 1 wtedy i tylko wtedy gdy −1 + y < x < 1 + y.
Korzystaj¡c z symetrii mamy

I = 2

∫
A

e−(x+y)d2(x, t) , gdzie A = {(x, y) | x+ y > 0,−1 + y < x < 1 + y}.

Mamy dwa oszacowania dolne x > −y i x > −1 + y. Dla y ∈ [− 1
2
, 1

2
] mocniejsze jest to pierwsze, a dla

y > 1
2
to drugie. St¡d wnioskujemy, »e I = 2I1 + 2I2, gdzie

I1 =

∫ 1
2

− 1
2

dy

[
e−y

∫ y+1

−y

e−xdx

]
=

∫ 1
2

− 1
2

e−y (ey − e−y−1)dy =

∫ 1
2

− 1
2

1− e−2y−1dy =

y
∣∣∣ 12
− 1

2

+
1

2
e−2y−1

∣∣∣ 12
− 1

2

= 1 +
1

2
(e−2 − 1) = 1 +

1

2e2
− 1

2
,

I2 =

∫ ∞
1
2

dy

[
e−y

∫ y+1

y−1

e−xdx

]
=

∫ ∞
1
2

e−y(e−y+1 − e−y−1)dy =

∫ ∞
1
2

(e−2y+1 − e−2y−1)dy =

− 1

2
e−2y+1

∣∣∣∞
1
2

+
1

2
e−2y−1

∣∣∣∞
1
2

= −1

2
(0− 1) +

1

2
(0− 1

e2
) =

1

2
− 1

2e2
.

St¡d I = 2I1 + 2I2 = 2.

Zadanie 2. Oblicz miar¦ zbioru

A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x, 0 < y,
1

2
<
y

x
< 2, 1 ≤ xy ≤ 2} .



Rozwi¡zanie: Sposób 1. (zamiana zmiennych) Podstawmy z = x
y
i t = xy. Odpowiada to zamianie

zmiennych Φ(z, t) =
(
x =
√
zt, y =

√
t
z

)
, której Jakobian wynosi 1

2z
. Z twierdzenia o zamianie zmien-

nych mamy

l2(A) =

∫
A

1 d2(x, y) =

∫
Φ−1(A)

1 · 1

2z
d2(z, t) =

∫
[ 1
2
,2]×[1,2]

1

2z
d2(z, t)

Fub.
=∫ 2

1
2

1

2z

[∫ 2

1

dt

]
dz =

∫ 2

1
2

1

2z
· 1dz =

1

2
ln z
∣∣∣2
1
2

=
1

2
(ln 2− ln

1

2
) = ln 2 .

Sposób 2. (brutforce) B¦dziemy u»ywali twierdzenia Fubini'ego caªkuj¡c najpierw po y, a potem po x.

Punkty zbioru A speªniaj¡ 2 pary nierówno±ci x
2
< y < 2x i 1

x
< y < 2

x
. Zauwa»my, »e nierówno±ci te s¡

sprzeczne gdy x
2
> 2

x
, a wi¦c gdy x > 2 i gdy 2x < 1

x
, a wi¦c gdy x < 1√

2
. Wynika st¡d, »e x b¦dziemy

caªkowali na przedziale [ 1√
2
, 2].

Ponadto w twierdzeniu Fubini'ego b¦dziemy caªkowa¢ y w przedziale max{x
2
, 1
x
} < y < min{2x, 2

x
}.

�atwo zauwa»y¢, »e dla x > 0

max

{
x

2
,

1

x

}
=

{
1
x

gdy x <
√

2
x
2

gdy x >
√

2
oraz min

{
2x,

2

x

}
=

{
2x gdy x < 1
2
x

gdy x > 1 .

Wobec tego mamy 1
x
< y < 2x gdy x ∈ [ 1√

2
, 1]; 1

x
< y < 2

x
gdy x ∈ [1,

√
2] oraz x

2
< y < 2

x
gdy

x ∈ [
√

2, 2]. Te przedziaªy dobrze wida¢ z rysunku zbioru A, który warto wykona¢. St¡d∫
A

1d2(x, y)
Fub.
=

∫ 1

1√
2

∫ 2x

1
x

dy dx+

∫ √2

1

∫ 2
x

1
x

dy dx+

∫ 2

√
2

∫ 2
x

x
2

dy dx =

∫ 1

1√
2

(
2x− 1

x

)
dx+

∫ √2

1

(
x

2
− 1

x

)
dx+

∫ 2

√
2

(
2

x
− x

2

)
dx = . . . = ln 2 .

Zadanie 3. (Funkcja Γ i jej wªasno±ci.) Funkcj¦ Γ de�niujemy wzorem

Γ(a) =

∫ ∞
0

ta−1e−tdt .

Poka», »e

(a) Γ(1) = 1,

(b) Γ(a+ 1) = a · Γ(a),

(c) Γ
(
1
2

)
=
√
π.

Rozwi¡zanie: Punkt (a) to proste caªkowanie. Punktu (b) dowodzimy caªkuj¡c przez cz¦±ci

Γ(a+ 1) =

∫ ∞
0

tae−tdt =

∫ ∞
0

ta
(
−e−t)′ dt cz¦±ci

= ta
(
−e−t) ∣∣∣∞

0
−
∫ ∞

0

(ta)′
(
−e−t)dt =

0 + a ·
∫ ∞

0

ta−1e−tdt = a · Γ(a) .



Z kolei punktu (c) dowodzimy przez zamian¦ zmiennych sprowadzaj¡c¡ problem do caªki
∫∞

0
e−x2

dx,
której warto±¢ powinni±my zna¢ z wykªadu:

Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞
0

t−
1
2 e−tdt =

∣∣∣t = x2, dt = 2xdx = 2
√
tdx
∣∣∣ = 2

∫ ∞
0

e−x2

dx =
√
π .

Zadanie 4. Wyka», »e

λ2,p =
4

p
·
∫ 1

0
t

1
p
−1

(1− t)
1
p dt .

Rozwi¡zanie: Policzymy miar¦ zbioru A+
2,p = {(x, y) ∈ R2 | x, y ≥ 0, xp + yp ≤ 1}. �atwo zauwa»y¢ »e

jest to 1
4
liczby λ2,p. Zastosujemy w tym celu twierdzenie Fubini'ego:

1

4
λ2,p

Fub.
=

∫ 1

0

[∫
{x≥0 | xp<1−yp}

1 dx

]
dy

∫ 1

0

(1− yp)
1
p dy =

∣∣∣z = yp, dz = pyp−1dy, dy =
1

p
z

1
p
−1

dz
∣∣∣ =

1

p
·
∫ 1

0

z
1
p
−1

(1− z)
1
p dz .

Zadanie 5. (Funkcja beta) Dla liczb rzeczywistych a i b zde�niujmy funkcj¦ B(a, b)
wzorem

B(a, b) =

∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1dt .

Wyka», »e zachodzi nast¦puj¡ca to»samo±¢

B(a, b) =
Γ(a) · Γ(b)

Γ(a+ b)
.

Wskazówka: Policz caªk¦ z funkcji f(t, s) = ta−1 · e−t · sb−1 · e−s po zbiorze R+×R+ 3 (t, s) dwoma

sposobami � za pomoc¡ twierdzenia Fubini'ego i za pomoc¡ pewnej zamiany zmiennych (Uwaga:

wymy±lenie wªa±ciwej zamiany zmiennych nie jest zupeªnie trywialne � niecierpliwi mog¡ zajrze¢ do

podpowiedzi.)

Rozwi¡zanie: Z jednej strony mamy∫
R+×R+

f(t, s)d2(t, s)
Fub.
=

∫ ∞
0

[
ta−1 · e−t

∫ ∞
0

sb−1e−sds

]
dt =

∫ ∞
0

ta−1 · e−t · Γ(b) dt = Γ(a) · Γ(b) .

Twierdzenie Fubini'ego mogli±my stosowa¢ bo caªkujemy funkcj¦ ci¡gª¡ i nieujemn¡. Zastosujmy teraz
do badanej caªki podstawienie t + s = w, t = z · w. Poniewa» zawsze 0 < t = z w < t + s = w mamy
z ∈ (0, 1) oraz t + s = w ∈ (0,∞). Zauwa»my, »e takie podstawienie odpowiada zamianie zmiennych



Φ(w, z) = (t = z w, s = w − z w), której jakobian wynosi w (prosty rachunek). Zatem na mocy
twierdzenia o zamianie zmiennych w caªce mamy:∫
R+×R+

f(t, s)d2(t, s) =

∫
R+×(0,1)

f(Φ(w, z)) · w d2(w, z) =

∫
R+×(0,1)

(wz)a−1 · (w − zw)b−1e−w · w d2(w, z) =∫
R+×(0,1)

wa+b−1e−wza−1(1− z)b−1 d2(w, z)
Fub.
=

∫ ∞
0

wa+b−1e−wdw ·
∫ 1

0

za−1(1− z)b−1dz =

Γ(a+ b) ·B(a, b) .


