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19. éwiczenia zdalne (dodatkowe) — 8 czerwca 2020.
Calka z formy po rozmaitosci zorientowanej. Tw Stokes’a.

Zadanie 1. Oblicz pole wnetrza elipsy

E ={(a cos¢,b sing) | ¢ € (0,2m)} .

Rozwigzanie: Zbior E jest brzegiem zbioru S, ktorego pole chcemy policzy¢ Korzystajac z twierdzenia
Stokes’a policzymy

/ rdy = / d(zdy) = / dx A dy © / dz(x,y) = X2(9),
E=85 s s s

przy czym aby zachodzila réwnosé () musimy przyja¢ standardows orientacje R?, czyli (e, ey), co z
kolei oznacza, ze elipsa E powinna byé¢ zorientowana przeciwnie do ruchu wskazéowek zegara (a wiec
zgodnie z rosngcym katem ¢). Ostatecznie mamy

/\Q(S):/Exdy:/oha cos¢d (b sin¢):/027rab cos® ¢ d¢p = mab .

Zadanie 2. Oblicz pole obszaru w R, x R, ograniczonego krzywa (z + y)* = z%y.
Wskazowka: rozwaz punkty przeciecia badanej krzywej z prostymi y = tx.

Rozwigzanie: Korzystajac ze wskazowki podstawmy y = t do rownania krzywej. Dostajemy (z+tz)* =
2? tr skad z*(1 + t)* = t 2%, a zatem z = Poniewaz, y = tx otrzymujemy parametryzacje
rozwazanej krzywej:
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przy czym parametr ¢t to wspotczynnik kierunkowy dowolnej prostej przechodzacej przez pierwsza ¢wiartke
plaszczyzny, a wiec t € [0, +00). Policzmy teraz catke z formy w = —ydx po rozwazanej krzywej.
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Na mocy twierdzenia Stokes’a [ w jest réwna calce [(dw = [, dw Ady = X2(S5), gdzie S jest figura
ograniczong przez krzywa -y, a wiec tym o co pytaja w tresci zadania.
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Na koniec przyjrzyjmy sie jeszcze kwestii orientacji. Zaczynajac od koiica aby fs dz A dy = A2(S),
na S powinni$émy przyja¢ standardows orientacje w R?, a wiec (es,e,). Oznacza to, ze krzywa -
powinni$my zorientowaé zgodnie z ta orientacja a wiec przeciwnie do ruchu wskazowek zegara (jak w po-
przednim zadaniu). Powinni§émy zastanowi¢ sie, czy calka fv w, ktora policzyliémy wyzej byla obliczona
zgodnie z taka orientacja. Zauwazmy, ze liczac te catke dokonaliémy automatycznie pewnego wyboru
orientacji (przejicie oznaczone jako (%)) umawiajac sie, ze poOlprosta [0,+00) O t jest zorientowana

w kierunku rosnacego t. Indukowang orientacje na krzywej mozemy latwo sprawdzi¢ liczac pochodna

do O[et] = 6{;515) 0= [1,0] = e,. Jak wida¢, poniewaz wektrem normalnym zewnetrznym w punkcie ®(0)
jest n = —e, — patrz rysunek, za$ para (n = —ey, e,) jest dodatnio zorientowana, to wybrana orientacja
w dziedzinie parametryzacji jest wlasciwa. (Inny argument jest zdroworozsadkowy: skoro liczymy pole,

a wynik wyszed! nam dodatni, to orientacja byla dobrana wlasciwie.)

Zadanie 3. Oblicz catke z formy w = x dy Adz + ysinz dz Adz + (2 + 1) dz A dy po
rozmaitosci M zdefiniowanej jako czes¢ powierzchni 2% + 32 = cos? z zawartej pomiedzy

plaszczyznami z = 0 i z = 7 z orientacja wyznaczong przez baz¢ {e.,e,} w punkcie
(0,1,0) € M.

Rozwigzanie: Sposob 1 (z definicji calki z 2 formy). Bedziemy caltkowali po zbiorze M = {(z,y,z) €

R? | 2% +4y? = cos? 2,2 € (0, )}, ktory tatwo sparametryzowac:
D :(p,z) — (x=cosz cosd,y =cosz sing,z) ,
gdzie (¢, z) € U = [0,27] x [0,7/4]. Policzmy pullback

®*w =cosz cos¢ d(cosz sing) Adz+cosz sing sinz dz A (cosz cos@) + (z+ 1)d (cosz cos @) A (cosz sing) =...=
[cosz ((1+ 2+ cosz)sinzsin® ¢ + (cosz + cos” ¢(1 + 2) sinz))] dp A dz .

Policzmy caltke z tej formy przyjmujac ze orientacja na U jest dana przez (e, e.):

/ d*w :/ [cosz ((1+4 2+ cos z) sin zsin® ¢ + (cos z + cos® ¢(1 + z) sin z))] dgdz =
U U

-1

517 (32— 2v/2 + 3m)

/4
7r/ [cosz ((1+2z4cosz)sinz+ (cosz+ (14 z)sinz))]dz =...
0

Sposob 1 (z twierdzenia Stokesa). Uzupelnic




