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19. ¢wiczenia zdalne (dodatkowe) � 8 czerwca 2020.
Caªka z formy po rozmaito±ci zorientowanej. Tw Stokes'a.

Zadanie 1. Oblicz pole wn¦trza elipsy

E = {(a cosφ, b sinφ) | φ ∈ (0, 2π)} .

Rozwi¡zanie: Zbiór E jest brzegiem zbioru S, którego pole chcemy policzy¢ Korzystaj¡c z twierdzenia
Stokes'a policzymy ∫

E=∂S

xdy =

∫
S

d(xdy) =

∫
S

dx ∧ dy
(∗)
=

∫
S

d2(x, y) = λ2(S) ,

przy czym aby zachodziªa równo±¢ (∗) musimy przyj¡¢ standardow¡ orientacj¦ R2, czyli (ex, ey), co z
kolei oznacza, »e elipsa E powinna by¢ zorientowana przeciwnie do ruchu wskazówek zegara (a wi¦c
zgodnie z rosn¡cym k¡tem φ). Ostatecznie mamy

λ2(S) =

∫
E

xdy =

∫ 2π

0

a cosφd (b sinφ) =

∫ 2

0

πab cos2 φ dφ = πab .

Zadanie 2. Oblicz pole obszaru w R+ × R+ ograniczonego krzyw¡ (x + y)4 = x2y.
Wskazówka: rozwa» punkty przeci¦cia badanej krzywej z prostymi y = tx.

Rozwi¡zanie: Korzystaj¡c ze wskazówki podstawmy y = tx do równania krzywej. Dostajemy (x+tx)4 =
x2 tx sk¡d x4(1 + t)4 = t x3, a zatem x = t

(1+t)4
. Poniewa», y = tx otrzymujemy parametryzacj¦

rozwa»anej krzywej:

Φ : t 7−→
(

t

(1 + t)4
,

t2

(1 + t)4

)
,

przy czym parametr t to wspóªczynnik kierunkowy dowolnej prostej przechodz¡cej przez pierwsz¡ ¢wiartk¦
pªaszczyzny, a wi¦c t ∈ [0,+∞). Policzmy teraz caªk¦ z formy ω = −ydx po rozwa»anej krzywej.∫
γ

ω =

∫
[0,+∞

Φ∗ω = −
∫

[0,+∞)

t2

(1 + t)4
d

(
t

(1 + t)4

)
= −

∫
[0,+∞)

t2

(1 + t)4

(
1

(1 + t)4
− t

4(1 + t)5

)
dt

(∗)
=

−
∫ +∞

0

t2

(1 + t)4

(
1

(1 + t)4
− t

4(1 + t)5

)
dt =

∣∣∣s = 1 + t
∣∣∣ = −

∫ +∞

1

(s− 1)2

s4

(
1

s4
− (s− 1)

4s5

)
ds =

. . . =
1

210
.

Na mocy twierdzenia Stokes'a
∫
γ
ω jest równa caªce

∫
S

dω =
∫
S

dx ∧ dy = λ2(S), gdzie S jest �gur¡
ograniczon¡ przez krzyw¡ γ, a wi¦c tym o co pytaj¡ w tre±ci zadania.



n = −ey

ex

Na koniec przyjrzyjmy si¦ jeszcze kwestii orientacji. Zaczynaj¡c od ko«ca aby
∫
S

dx ∧ dy = λ2(S),

na S powinni±my przyj¡¢ standardow¡ orientacj¦ w R2, a wi¦c (ex, ey). Oznacza to, »e krzyw¡ γ

powinni±my zorientowa¢ zgodnie z t¡ orientacj¡ a wi¦c przeciwnie do ruchu wskazówek zegara (jak w po-

przednim zadaniu). Powinni±my zastanowi¢ si¦, czy caªka
∫
γ
ω, któr¡ policzyli±my wy»ej byªa obliczona

zgodnie z tak¡ orientacj¡. Zauwa»my, »e licz¡c t¦ caªk¦ dokonali±my automatycznie pewnego wyboru

orientacji (przej±cie oznaczone jako (∗)) umawiaj¡c si¦, »e póªprosta [0,+∞) 3 t jest zorientowana

w kierunku rosn¡cego t. Indukowan¡ orientacj¦ na krzywej mo»emy ªatwo sprawdzi¢ licz¡c pochodn¡

dΦ
∣∣∣
0
[et] = ∂Φ(t)

∂t

∣∣∣
0

= [1, 0] = ex. Jak wida¢, poniewa» wektrem normalnym zewn¦trznym w punkcie Φ(0)

jest n = −ey � patrz rysunek, za± para (n = −ey, ex) jest dodatnio zorientowana, to wybrana orientacja

w dziedzinie parametryzacji jest wªa±ciwa. (Inny argument jest zdroworozs¡dkowy: skoro liczymy pole,

a wynik wyszedª nam dodatni, to orientacja byªa dobrana wªa±ciwie.)

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ z formy ω = x dy ∧ dz + y sin z dz ∧ dx+ (z + 1) dx ∧ dy po

rozmaito±ci M zde�niowanej jako cz¦±¢ powierzchni x2 + y2 = cos2 z zawartej pomi¦dzy

pªaszczyznami z = 0 i z = π
4 z orientacj¡ wyznaczon¡ przez baz¦ {ez, ex} w punkcie

(0, 1, 0) ∈M .

Rozwi¡zanie: Sposób 1 (z de�nicji caªki z 2 formy). B¦dziemy caªkowali po zbiorze M = {(x, y, z) ∈
R3 | x2 + y2 = cos2 z, z ∈ (0, π

4
)}, który ªatwo sparametryzowa¢:

Φ : (φ, z) 7−→ (x = cos z cosφ, y = cos z sinφ, z) ,

gdzie (φ, z) ∈ U = [0, 2π]× [0, π/4]. Policzmy pullback

Φ∗ω = cos z cosφ d (cos z sinφ) ∧ dz + cos z sinφ sin z dz ∧ (cos z cosφ) + (z + 1)d (cos z cosφ) ∧ (cos z sinφ) = . . . =[
cos z ((1 + z + cos z) sin z sin2 φ+ (cos z + cos2 φ(1 + z) sin z))

]
dφ ∧ dz .

Policzmy caªk¦ z tej formy przyjmuj¡c »e orientacja na U jest dana przez (eφ, ez):∫
U

Φ∗ω =

∫
U

[
cos z ((1 + z + cos z) sin z sin2 φ+ (cos z + cos2 φ(1 + z) sin z))

]
dφdz =

π

∫ π/4

0

[cos z ((1 + z + cos z) sin z + (cos z + (1 + z) sin z))] dz = . . . =
1

24
π(32− 2

√
2 + 3π)

Sposób 1 (z twierdzenia Stokesa). Uzupeªni¢


