AM II.2 2019/20 (gr 3)

18. éwiczenia zdalne — 4 czerwca 2020.
Calka z formy po rozmaitosci zorientowanej. Tw Stokes’a.

Zadanie 1. Uzywajac podstawienia walcowego:

D:(p,2) — (xr=+va%2—22cosp,y =\ a?—22sing,z = z)

oblicz catke z formy w = x dy Adz + y dz Adx + 2z dz A dy po wycinku sfery A =
{(z,y,2) e R® | 2?2 +y? + 22 = a®,z > $}. Orientacje A przyjmujemy tak jak na ¢wicze-
niach. Zaktadamy, ze a > 0.

Rozwigzanie: Policzmy na poczatek pullback ®*w.

d*w =va2 —22cos ¢ d(v/a? — 22sing) Adz + Va2 — 22sin¢ dz Ad(v/a? — 22cos @) + z d(vVa? — 22 cos p) A (Va2 — 22sing) =
V-cos ¢ (\/cosgb d(j)) Adz 44/ sing dz A (—/-sin ¢ de) + 2z (cosd) dv/- —+/-sing d<j>) A (sin¢ dv- 4+ /- cos ¢ dng) =
(V)2 dpAdz+z (Vocos® ¢ dv- Adg — vsin® ¢ dp Ady) = (a° — 2%)dp Adz — 2/~ dg A (%(—z)dz) =a® dpAdz

Teraz wykonajmy calowanie po dziedzinie parmetryzacji U = {(¢,2) | ¢ € (0,27),z € (a/2,a)}, przyj-

mujac, ze (e, e.) jest orientacja na U:

/d)*w:/a2 d(]b/\dzz/a2 d*(¢,z) = md® .
U U U

Zastanoéwmy sie teraz nad zgodnoScia przyjetej orientacji U z orientacja A. Zobaczmy na co przechodza
wektory bazowe ey oraz e przy d® w punkcie p = (¢ =0,z = a/2). Prosty rachunek daje nam

\/ga 1

- = do =|-—F-0, .
,0} oraz 7v2 d p[ez} [ \/g 0 }
V3a

Ich iloczyn wektorowy vi X w2 to [%52,0,4-5] jest skierowany na zewnatrz, a zatem przyjelismy orientacje

v1 = d®p[es] = [0,

zgodnyg ze standardows orientacja sfery. Odp fA w = ma’.

Operacje rozniczki zewnetrznej d mozemy rozszerzyé ze zbioru funkcji gtadkich C*°(U) na zbidr
form dowolnego stopnia QF (U) wzorem

d(zfj d$¢1 /\dl‘¢2/\.../\d$¢k> :de[/\dxil /\dmiz/\---/\dxik ,
I I

a wiec d rézniczkuje wszystkie funkcje, natomiast zostawia w spokoju wszystkie 1-formy bazowe dx;.

Wynikajg sted nastepujgce wtasnosci operacji d dla f € C*(U) oraz a, § € QF(U)
d(da) =0, d(f-a)=dfAa+f-da, d(a+p)=da+ds.
Przyklad. Rozwazmy forme w =z dy A dz +y dz A dz + z dz A dy wowczas

dw=dzAdyAdz+dyAndzAde+dzAdeAdy=3dzAdyAdz.




Przyklad. Zauwazmy, ze forma w = g(x,y)dz + h(z,y)dy jest zamknieta wtedy i tylko wtedy gdy
gy = hi. Istotnie

dw =dg Adz + df Ady = (gedz + gy, dy) A dx + (hldz + h'ydy) Ady = (g, — hi)dz Ady .

Definicja. Rozwazmy forme w € QF(U). Powiemy, 7e w jest zamknieta gdy dw = 0, oraz 7e jest
doktadna, jesli istnieje forma a € QF71(U) taka, ze w = dov.

Poniewaz dla dowolnej k — 1 formy o mamy d(da) = 0, kazda forma dokladna jest zamknieta, ale

”jg;ggz na R?\ {0}. Co wiecej, jak widzimy
z rozpatrywania tej samej formy na R*\ {(z,0) | = > 0} to czy dana forma zamknieta czy nie moze

zaleze¢ od topologii rozpatrywanego zbioru.

niekoniecznie odwrotnie, czego dowodzi przyklad 6 =

Twierdzenie Stokes’a stanowi daleko idgce uogdinienie Zasadniczego Twierdzenia Analizy:

Twierdzenie (Stokes’a). Niech M C R"™ bedzie (k + 1)-wymiarowq zorientowang rozmaitoscig z
brzegiem OM. Rozwaimy k-forme w € QF(R™), wowczas

/dw:/ w,
M oM

gdzie OM ma naturalng orientacje dziedziczong z M :
ory = {n,oranm} .
n oznacza tutaj wektor normalny do brzegu OM skierowany na zewngtrz M.

Uzgadnianie orientacyi brzegu © wnetrza — przypadek 2D ¢ 3D:

Wréémy teraz do kilku starych zadan uzbrojeni w twierdzenie Stokesa:

Zadanie 2. Korzystajac z tw Stokesa oblicz catke z formy w = xdy — ydz po konturze

C gdzie

a) C, jest brzegiem prostokata [—a,a] x [~b, b] C R? zorientowanym przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara,

b) Cj jest okregiem {(z,y) | 22 +y? = 1} zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara.



Rozwigzanie: Policzmy rozniczke formy w:
dw=d(zdy—yde)=dzAdy—dyAdz=2dzAdy.

Okazato sie, ze dw to podwojona forma objetosci w R%. Wobec tego jesli S C R? jest obszarem 2-
wymiarowym ze standardowsa, orientacje (e, e,) w R? to

/dw:/de/\dyZQ/dz(l’yy):QA?(S)'
s s s

Z drugiej strony twierdzenie Stokes’a méwi nam, ze jesli 95 jest 1-wymiarowym brzegiem 9.S (z orientacja,
indukowang z wybranej wczesniej standardowej orientacji R?) to

/dw:/ w .
s as

W przypadku (b) mozemy wybraé¢ jako S dysk jednostkowy Sy = {(z,y) € R® | 2?2 +y? < 1} zas w
przypadku (a) prostokat S, = {(z,y) € R? | || < a, |y| < b}. Wnioskujemy stad, ze Jo w==%8aboraz
fcb = £2 7, przy czym wybor znaku zalezy od tego czy orientacja indukowana na krzywej C' z orientacji

standardowej na R? jest przeciwna, czy zgodna z ruchem wskazéwek zegara. Latwo sie przekonaé, ze
indukowana orientacja jest przeciwna do ruchu wskazéwek zegara, a wiec taka jak w zadaniu — rysunek.

-<-

Zadanie 3. Korzystajac z twierdzenia Stokes’a oblicz catke z formy w = z dy A dz +
y dz Adx + z dx A dy po

a) sferze S = {(z,y,2) € R3 | 22 + y? + 22 = a?}
b) po wycinku sfery A = {(z,y,2) € R® | 22 + y? + 22 = a?, 2 > }.

Przyjmujemy, ze orientacja S i A C S jest zadana przez wybo6r bazy uporzadkowanej
(ey, e.) w punkcie (a,0,0). Zakladamy, ze a > 0.

Rozwigzanie: Latwo policzy¢, ze dw = 3 dzAdyAdz. Aby zrobi¢ punkt a) zauwazmy, ze S jest brzegiem
kuli B = {(z,y,2) € R* | 22 + y® + 2% < a?}. Przyjmijmy standardows orientacje (e, ey, e.) w R® i
wowczas

/dw:/3dx/\dy/\dz:3/d3(x,y,z):3/\3(B):47ra3.
B B B



Z drugiej strony, z twierdzenia Stokes’a

/dw:/ w,
B S=0B

przy czym orientacja S musi by¢ indukowana z wybranej przez nas orientacji standardowej w R®. Wobec
tego szukana przez nas catka wynosi
/ w = +4rd® R
s

przy czym znak plus bierzemy jesli ww. orinetacja indukowana jest taka jak w tresci zadania, a minus
gdy jest przeciwna. Latwo zauwazy¢, ze baza (e, ey, e.) jest zgodna ze standardowa orientacja R>.
Ponadto pierwszy wektor wektor e, jest wektorem normalnym do S w punkcie (a, 0, 0) skierowanym na
zewnatrz kuli, za$ pozostale wektory ey i e, sa styczne do S. Wobec tego baza uporzadkowana (ey, e.)
w punkcie (a,0,0) wyznacza orientacje S = 9B indukowang ze standardowej orientacji R®. Jest to ta
sama orientacja co w zadaniu, zatem fs w = +4ma’.

Punkt (b) traktujemy podobnie. Rozwazmy wycinek kuli B’ = {(z,y,2) € R® | 2*+y°+2* < a®,z > £}.
Ponownie przyjmijmy standardows orientacje R®. Wowczas

/ dw:/ 3dzAdyAndz=3 [ d*(x,y,2) =3 \s3(B) F;b'?)/ / d*(z,y)dz =
B’ B B/ 2 J{a24y2<a?—22}

3/ w(azfzz)dz:...:gﬂazs.

2

a

Zauwazmy, ze brzegiem B’ jest suma zbioru A i ,denka” D = {(z,y,%) € R® | 2° + ¢* < a® — (5)2}.
Powtarzajac rozwazania z poprzedniego punktu dochodzimy do tego, ze orientacja indukowana na A ze
standardowej orientacji w R? to orientacja dana w zadaniu. Z kolei orientacje denka D mozemy latwo
odczyta¢ z ponizszego rysunku:

a wiec (ey, e,) jest orientacja denka D. (Inny sposéb: baza standardowa (e, ey, e.) ma te sama orien-

0 0 -1
tacje co baza (—e., ey, €;) — macierz przejsciato [0 1 0 | —ma wyznacznik dodatni. Wektor —e.
1 0 O

jest wektorem normalnym zewnetrznym w punktach denka, zas ey i e, to wektory styczne do denka.
Stad (ey, e.) jest indukowana orientacja D.)

7 twierdzenia Stokesa:
/ dw:/ wz/w-ﬁ-/ w,
B/ dB'=AUD A D

Skad [, w = [, dw — [, w, gdzie A jest zorientowana jak w zadaniu, a D jak wyzej. D jest naturalnie
sparametryzowane przez

D (z,y) — (x,y,g) .

Forma w w tej parmetryzacji wynosi (zauwazmy, ze dz = 0)

<I>*w:0+0+g dz A dy



Pamietajmy, ze w obrazie ® (na denku D) parametryzacja powinno by¢ (ey, e;), a zatem w dziedzinie ®
musimy wybrac¢ réwniez parametryzacje (ey, e;), czyli minus parametryzacje standardowa. Wobec tego

/ w= / awndy =2 / da A dy ™ O gendardova 2 / d*(z,y) =
D 12+y2§%0«2} 2 2 {12+y2S%a2} 2 {zz+y2§%a2}

- % Ao({z? + 4% < %aQ}) =-2 7r§a2 = —§7ra3 .

Ostatecznie

tak jak w poprzednim rozwiazaniu.



