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Caªka z formy po rozmaito±ci zorientowanej. Tw Stokes'a.

Zadanie 1. U»ywaj¡c podstawienia walcowego:

Φ : (φ, z) 7−→ (x =
√
a2 − z2 cosφ, y =

√
a2 − z2 sinφ, z = z)

oblicz caªk¦ z formy ω = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy po wycinku sfery A =
{(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = a2, z > a

2}. Orientacj¦ A przyjmujemy tak jak na ¢wicze-

niach. Zakªadamy, »e a > 0.

Rozwi¡zanie: Policzmy na pocz¡tek pullback Φ∗ω.

Φ∗ω =
√
a2 − z2 cosφ d(

√
a2 − z2 sinφ) ∧ dz +

√
a2 − z2 sinφ dz ∧ d(

√
a2 − z2 cosφ) + z d(

√
a2 − z2 cosφ) ∧ (

√
a2 − z2 sinφ) =

√
· cosφ

(√
· cosφ dφ

)
∧ dz +

√
· sinφ dz ∧ (−

√
· sinφ dφ) + z

(
cosφ d

√
· −
√
· sinφ dφ

)
∧
(
sinφ d

√
·+
√
· cosφ dφ

)
=

(
√
·)2 dφ ∧ dz + z

(√
· cos2 φ d

√
· ∧ dφ−

√
· sin2 φ dφ ∧ d

√
·
)

= (a2 − z2)dφ ∧ dz − z
√
· dφ ∧

(
1√
·
(−z)dz

)
= a2 dφ ∧ dz

Teraz wykonajmy caªowanie po dziedzinie parmetryzacji U = {(φ, z) | φ ∈ (0, 2π), z ∈ (a/2, a)}, przyj-
muj¡c, »e (eφ, ez) jest orientacj¡ na U :∫

U

Φ∗ω =

∫
U

a2 dφ ∧ dz =

∫
U

a2 d2(φ, z) = πa3 .

Zastanówmy si¦ teraz nad zgodno±ci¡ przyj¦tej orientacji U z orientacj¡ A. Zobaczmy na co przechodz¡
wektory bazowe eφ oraz ez przy dΦ w punkcie p = (φ = 0, z = a/2). Prosty rachunek daje nam

v1 = dΦp[eφ] = [0,

√
3a

2
, 0] oraz v2 = dΦp[ez] = [− 1√

3
, 0, 1] .

Ich iloczyn wektorowy v1×v2 to [
√
3a
3
, 0,+a

2
] jest skierowany na zewn¡trz, a zatem przyj¦li±my orientacj¦

zgodn¡ ze standardow¡ orientacj¡ sfery. Odp
∫
A
ω = πa3.

Operacj¦ ró»niczki zewn¦trznej d mo»emy rozszerzy¢ ze zbioru funkcji gªadkich C∞(U) na zbiór

form dowolnego stopnia Ωk(U) wzorem

d

(∑
I

fI dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik

)
=
∑
I

dfI ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik ,

a wi¦c d ró»niczkuje wszystkie funkcje, natomiast zostawia w spokoju wszystkie 1-formy bazowe dxi.

Wynikaj¡ st¡d nast¦puj¡ce wªasno±ci operacji d dla f ∈ C∞(U) oraz α, β ∈ Ωk(U)

d(dα) = 0, d(f · α) = df ∧ α+ f · dα, d(α+ β) = dα+ dβ .

Przykªad. Rozwa»my form¦ ω = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy wówczas

dω = dx ∧ dy ∧ dz + dy ∧ dz ∧ dx+ dz ∧ dx ∧ dy = 3 dx ∧ dy ∧ dz .



Przykªad. Zauwa»my, »e forma ω = g(x, y)dx+ h(x, y)dy jest zamkni¦ta wtedy i tylko wtedy gdy
g′y = h′x. Istotnie

dω = dg ∧ dx+ df ∧ dy = (g′xdx+ g′ydy) ∧ dx+ (h′xdx+ h′ydy) ∧ dy = (g′y − h′x)dx ∧ dy .

De�nicja. Rozwa»my form¦ ω ∈ Ωk(U). Powiemy, »e ω jest zamkni¦ta gdy dω = 0, oraz »e jest
dokªadna, je±li istnieje forma α ∈ Ωk−1(U) taka, »e ω = dα.

Poniewa» dla dowolnej k − 1 formy α mamy d(dα) = 0, ka»da forma dokªadna jest zamkni¦ta, ale
niekoniecznie odwrotnie, czego dowodzi przykªad θ = xdy−ydx

x2+y2
na R2 \ {0}. Co wi¦cej, jak widzimy

z rozpatrywania tej samej formy na R2 \ {(x, 0) | x ≥ 0} to czy dana forma zamkni¦ta czy nie mo»e
zale»e¢ od topologii rozpatrywanego zbioru.

Twierdzenie Stokes'a stanowi daleko id¡ce uogólnienie Zasadniczego Twierdzenia Analizy:

Twierdzenie (Stokes'a). Niech M ⊂ Rn b¦dzie (k + 1)-wymiarow¡ zorientowan¡ rozmaito±ci¡ z

brzegiem ∂M . Rozwa»my k-form¦ ω ∈ Ωk(Rn), wówczas∫
M

dω =

∫
∂M

ω ,

gdzie ∂M ma naturaln¡ orientacj¦ dziedziczon¡ z M :

orM = {n,or∂M} .

n oznacza tutaj wektor normalny do brzegu ∂M skierowany na zewn¡trz M .

Uzgadnianie orientacji brzegu i wn¦trza � przypadek 2D i 3D:
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Wró¢my teraz do kilku starych zada« uzbrojeni w twierdzenie Stokesa:

Zadanie 2. Korzystaj¡c z tw Stokesa oblicz caªk¦ z formy ω = xdy − ydx po konturze

C gdzie

a) Ca jest brzegiem prostok¡ta [−a, a]× [−b, b] ⊂ R2 zorientowanym przeciwnie do ruchu

wskazówek zegara,

b) Cb jest okr¦giem {(x, y) | x2+y2 = 1} zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazówek

zegara.



Rozwi¡zanie: Policzmy ró»niczk¦ formy ω:

dω = d(x dy − y dx) = dx ∧ dy − dy ∧ dx = 2 dx ∧ dy .

Okazaªo si¦, »e dω to podwojona forma obj¦to±ci w R2. Wobec tego je±li S ⊂ R2 jest obszarem 2-
wymiarowym ze standardow¡ orientacj¦ (ex, ey) w R2 to∫

S

dω =

∫
S

2 dx ∧ dy = 2

∫
S

d2(x, y) = 2 λ2(S) .

Z drugiej strony twierdzenie Stokes'a mówi nam, »e je±li ∂S jest 1-wymiarowym brzegiem ∂S (z orientacj¡
indukowan¡ z wybranej wcze±niej standardowej orientacji R2) to∫

S

dω =

∫
∂S

ω .

W przypadku (b) mo»emy wybra¢ jako S dysk jednostkowy Sb = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} za± w
przypadku (a) prostok¡t Sa = {(x, y) ∈ R2 | |x| ≤ a, |y| ≤ b}. Wnioskujemy st¡d, »e

∫
Ca
ω = ±8 a b oraz∫

Cb
= ±2 π, przy czym wybór znaku zale»y od tego czy orientacja indukowana na krzywej C z orientacji

standardowej na R2 jest przeciwna, czy zgodna z ruchem wskazówek zegara. �atwo si¦ przekona¢, »e
indukowana orientacja jest przeciwna do ruchu wskazówek zegara, a wi¦c taka jak w zadaniu � rysunek.

1

1 = n

2 = orC

2

Zadanie 3. Korzystaj¡c z twierdzenia Stokes'a oblicz caªk¦ z formy ω = x dy ∧ dz +
y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy po

a) sferze S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = a2}

b) po wycinku sfery A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = a2, z > a
2}.

Przyjmujemy, »e orientacja S i A ⊂ S jest zadana przez wybór bazy uporz¡dkowanej

(ey, ez) w punkcie (a, 0, 0). Zakªadamy, »e a > 0.

Rozwi¡zanie: �atwo policzy¢, »e dω = 3 dx∧dy∧dz. Aby zrobi¢ punkt a) zauwa»my, »e S jest brzegiem
kuli B = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ a2}. Przyjmijmy standardow¡ orientacj¦ (ex, ey, ez) w R3 i
wówczas ∫

B

dω =

∫
B

3 dx ∧ dy ∧ dz = 3

∫
B

d3(x, y, z) = 3 λ3(B) = 4πa3 .



Z drugiej strony, z twierdzenia Stokes'a ∫
B

dω =

∫
S=∂B

ω ,

przy czym orientacja S musi by¢ indukowana z wybranej przez nas orientacji standardowej w R3. Wobec
tego szukana przez nas caªka wynosi ∫

S

ω = ±4πa3 ,

przy czym znak plus bierzemy je±li ww. orinetacja indukowana jest taka jak w tre±ci zadania, a minus
gdy jest przeciwna. �atwo zauwa»y¢, »e baza (ex, ey, ez) jest zgodna ze standardow¡ orientacj¡ R3.
Ponadto pierwszy wektor wektor ex jest wektorem normalnym do S w punkcie (a, 0, 0) skierowanym na
zewn¡trz kuli, za± pozostaªe wektory ey i ez s¡ styczne do S. Wobec tego baza uporz¡dkowana (ey, ez)
w punkcie (a, 0, 0) wyznacza orientacj¦ S = ∂B indukowan¡ ze standardowej orientacji R3. Jest to ta
sama orientacja co w zadaniu, zatem

∫
S
ω = +4πa3.

Punkt (b) traktujemy podobnie. Rozwa»my wycinek kuli B′ = {(x, y, z) ∈ R3 | x2+y2+z2 ≤ a2, z > a
2
}.

Ponownie przyjmijmy standardow¡ orientacj¦ R3. Wówczas∫
B′

dω =

∫
B′

3 dx ∧ dy ∧ dz = 3

∫
B′

d3(x, y, z) = 3 λ3(B′)
Fub.
= 3

∫ a

a
2

∫
{x2+y2<a2−z2}

d2(x, y)dz =

3

∫ a

a
2

π(a2 − z2)dz = . . . =
5

8
πa3 .

Zauwa»my, »e brzegiem B′ jest suma zbioru A i �denka� D = {(x, y, a
2
) ∈ R3 | x2 + y2 < a2 −

(
a
2

)2}.
Powtarzaj¡c rozwa»ania z poprzedniego punktu dochodzimy do tego, »e orientacja indukowana na A ze
standardowej orientacji w R3 to orientacja dana w zadaniu. Z kolei orientacj¦ denka D mo»emy ªatwo
odczyta¢ z poni»szego rysunku:

1 = n

1

3

3

2

2

a wi¦c (ey, ex) jest orientacj¡ denka D. (Inny sposób: baza standardowa (ex, ey, ez) ma t¦ sam¡ orien-

tacj¦ co baza (−ez, ey, ex) � macierz przej±cia to

0 0 −1
0 1 0
1 0 0

 � ma wyznacznik dodatni. Wektor −ez

jest wektorem normalnym zewn¦trznym w punktach denka, za± ey i ex to wektory styczne do denka.
St¡d (ey, ex) jest indukowan¡ orientacj¡ D.)
Z twierdzenia Stokesa: ∫

B′
dω =

∫
∂B′=A∪D

ω =

∫
A

ω +

∫
D

ω ,

Sk¡d
∫
A
ω =

∫
B′ dω −

∫
D
ω, gdzie A jest zorientowana jak w zadaniu, a D jak wy»ej. D jest naturalnie

sparametryzowane przez

Φ : (x, y) 7−→
(
x, y,

a

2

)
.

Forma ω w tej parmetryzacji wynosi (zauwa»my, »e dz = 0)

Φ∗ω = 0 + 0 +
a

2
dx ∧ dy



Pami¦tajmy, »e w obrazie Φ (na denku D) parametryzacj¡ powinno by¢ (ey, ex), a zatem w dziedzinie Φ
musimy wybra¢ równie» parametryzacj¦ (ey, ex), czyli minus parametryzacj¦ standardow¡. Wobec tego∫
D

ω =

∫
{x2+y2≤ 3

4
a2}

a

2
dx ∧ dy =

a

2

∫
{x2+y2≤ 3

4
a2}

dx ∧ dy
minus or. standardowa

= −a
2

∫
{x2+y2≤ 3

4
a2}

d2(x, y) =

− a

2
λ2({x2 + y2 ≤ 3

4
a2}) = −a

2
π

3

4
a2 = −3

8
πa3 .

Ostatecznie ∫
A

ω =

∫
B′

dω −
∫
D

ω =
5

8
πa3 −

(
−3

8
πa3

)
= πa3 ,

tak jak w poprzednim rozwi¡zaniu.


