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17. ¢wiczenia zdalne � 2 czerwca 2020.

Orientacja. Caªka z formy po rozmaito±ci zorientowanej.

Zadanie 1. Rozwa»my odwzorowanie gªadkie F = (f1, f2, . . . , fn) : Rn → Rn i niech

ω = dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn b¦dzie standardow¡ form¡ obj¦to±ci. Wyka», »e

(F ∗ω)y = det [dF (y)] · dy1 ∧ dy2 ∧ . . . ∧ dyn .

Rozwi¡zanie: Przypomnijmy, »e dx1 ∧ . . . ∧ dxn(v1, . . . ,vn) = det

v1

. . .
vn

. Z de�nicji cofni¦cia

(F ∗ω)y[v1, . . . ,vn] = ωF (y) [dFy[v1], . . . , dFy[vn]] = det

dFy[v1]
. . .

dFy[vn]

 = det

dFx ·

v1

. . .
vn

 = det [dFx]·det

v1

. . .
vn

 ,

sk¡d
(F ∗ω)y = det [dFy] dy1 ∧ . . . ∧ dyn .

Orientacja rozmaito±ci ró»niczkowej.

Intuicyjnie orientacja przestrzeni wektorowej to umowa jak¡ kolejno±¢ wektorów bazowych uznajemy
za dodatni¡, a jak¡ za ujemn¡.

De�nicja. Powiemy, »e dwie uporz¡dkowane (kolejno±¢ wektorów jest wa»na!) bazy (v1, . . . ,vk)
oraz (w1, . . . ,wk) zadaj¡ t¦ sam¡ orientacj¦ przestrzeni wektorowej V , gdy wyznacznik macierzy
przej±cia mi¦dzy nimi jest dodatni. Gdy wyznacznik ten jest ujemny powiemy, »e orientacje obu
baz s¡ przeciwne. Ka»da przestrze« wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.

W przypadku przestrzeni eulkidesowej Rk mo»emy mówi¢ o orientacji standardowej zadanej przez
uporz¡dkowan¡ baz¦ kanoniczn¡ (e1, e2, . . . , ek).

Przykªad. Rozwa»my R3 ze standardow¡ orientacj¡ (e1, e2, e3). Baza uporz¡dkowana (e1, e3, e2)

ma przeciwn¡ orientacj¦, gdy» macierz przej±cia mi¦dzy tymi bazami, a wiec

1 0 0
0 0 1
0 1 0

ma ujemny

wyznacznik. Z kolei baza uporz¡dkowana v1 = [2, 1, 0], v2 = [3, 0, 0], v3 = [0, 0,−4] zadaje t¦ sam¡

orientacj¦ co standardowa, gdy» odpowiedni wyznacznik macierzy przej±cia

2 1 0
3 0 0
0 0 −4

 wynosi

12 i jest dodatni.

Orientacja rozmaito±ci ró»niczkowej to wybór orientacji w ka»dej jej przestrzeni stycznej, tak aby
wszystkie te orientacje byªy ze sob¡ zgodne.

De�nicja. Orientacj¡ rozmaito±ci ró»niczkowej, nazywamy lokalnie zgodny wybór orientacji jej
wszystkich przestrzeni stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, »e wybrane orientacje zmieniaj¡ si¦ w
sposób ci¡gªy od punktu do punktu. Formalna de�nicja wymaga wprowadzenia poj¦cia atlasu
zorientowanego. Nie wszystkie rozmaito±ci da si¦ zorientowa¢ (np. wst¦ga Moebiusa). Te które
dopuszczaj¡ orientacj¦ nazywamy orientowalnymi.



Z punktu widzenia praktyki przydatny b¦dzie nast¦puj¡cy fakt:

Stwierdzenie. Ka»da rozmaito±¢ b¦d¡ca brzegiem innej rozmaito±ci (jak te» ka»da podrozmaito±¢
takiego brzegu) jest orientowalna. Na przykªad sfera 2-wymiarowa, jest orientowalna bo jest brzegiem
kuli 3-wymiarowej. Podobnie górna póªsfera jest orientowalna jako podrozmaito±¢ na takim brzegu.

Je±li M jest rozmaito±ci¡ orientowaln¡ i spójn¡ to jej orientacja jest jednoznacznie wyznaczona
przez podanie orientacji jej dowolnie wybranej przestrzeni stycznej TpM .

De�nicja (Caªka z k-formy ró»niczkowej). Dla zbioru otwartego U ⊂ Rk z kanoniczn¡ orientacj¡
{e1, . . . , ek} de�niujemy ∫

U

f(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxk =

∫
U

f(x)dk(x) ,

a wi¦c caªka z k-formy f(x)dx1 ∧ . . .∧ dxk pokrywa si¦ ze standardow¡ caªk¡ Lebesgue'a, z dokªad-
no±ci¡ do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Form¦ dx1 ∧ . . . ∧ dxk nazywamy form¡
obj¦to±ci.

Caªk¦ z formy ró»niczkowej na podrozmaito±ci de�niujemy przechodz¡c od krzywych do pªaskich
wspóªrz¦dnych.
Niech S ⊂ Rn b¦dzie k-wymiarow¡ podrozmaito±ci¡ zorientowan¡. Caªk¦ z k−formy α ∈ Ωk(Rn)
na rozmaito±ci S de�niujemy jako ∫

S

α =

∫
U

Φ∗α ,

gdzie Φ : U → Rn jest dowoln¡ parametryzacj¡ S = Φ(U) zgodn¡ z orientacj¡ S. Zgodno±¢ orientacji
na U i na S oznacza, »e je±li (v1, . . . ,vk) jest wybran¡ orientacj¡ na U , to baza uporz¡dkowana
(dΦ[v1], . . . , dΦ[vk]) jest zgodna z wybran¡ orientacj¡ S.

Podsumowuj¡c, standardowe zadanie na policzenie
∫
S
ω, gdzie S ⊂ Rn jest k-wymiarow¡ zoriento-

wan¡ rozmaito±ci¡, a ω ∈ Ωk(Rn) k-form¡ ró»niczkow¡ robi si¦ nast¦puj¡co:

1. Znajdujemy parmetryzacj¦ Φ : Rk ⊃ U → Rn, tak¡ »e Φ(U) = S.

2. Liczymy cofni¦cie Φ∗ω

3. Liczmy caªk¦
∫
U

Φ∗ω � tak jak zwykª¡ caªk¦ Lebesgue'a.

4. Uzgadniamy orientacj¦ U z orientacj¡ S i ewentualnie zmieniamy znak w powy»szej caªce:∫
S=Φ(U)

ω = ±
∫
U

Φ∗ω

Zadanie 2. Oblicz caªk¦ z formy ω = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy po sferze

S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = a2}. Przyjmujemy, »e orientacja S jest zadana przez

wybór bazy uporz¡dkowanej (ey, ez) w punkcie (1, 0, 0). Zakªadamy, »e a > 0.

Rozwi¡zanie: Zacznijmy od znalezienia parametryzacji sfery. Naturalnym kandydatem jest parametry-



zacja sferyczna

Φ : (φ, β) 7−→ (x = a cosφ cosβ, y = a sinφ cosβ, z = a sinβ) ,

gdzie U = (0, 2π) × (−π
2
, π

2
) 3 (φ, β) jest dziedzin¡ parametryzacji. Po do±¢ »mudnych rachunkach

mo»emy policzy¢ cofni¦cie
Φ∗ω = . . . = a3 cosβ dφ ∧ dβ .

Przyjmijmy na razie, »e orientacja w U 3 (φ, β) jest wyznaczona przez baz¦ (eφ, eβ) (czyli, »e φ jest
pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡, a β drug¡). Wówczas∫

U

Φ∗ω =

∫
U

a3 cosβ dφ ∧ dβ = a3

∫
U

cosβ d2(φ, β) = 4πa3 .

Na koniec zastanówmy si¦ jak si¦ ma wybrana orientacja w U do orientacji na S. W tym celi zobaczmy

na co przechodz¡ wektory bazowe eφ i eβ przy dΦ(0, 0) (wybieramy punkt (0, 0), bo Φ(0, 0) = (1, 0, 0), a

wi¦c jest to przeciwobraz punktu w którym zadali±my orientacj¦.) Prosty rachunek daje nam dΦ0[eφ] =

a[0, 1, 0] = a ey i dΦ0[eβ ] = a[0, 0, 1] = a ez. Jak wida¢ baza (a ey, a ez) zadaje t¦ sam¡ orientacj¦ co

baza (ey, ez), a wi¦c nie musumy zmienia¢ znaku w caªce. Odp. 4πa3.

Inaczej o orientacji powierzchni.

W przypadku powierzchni dwuwymiarowej S ⊂ R3 cz¦sto mówi si¦, »e jej orientacja to wybór pola
wektorów normalnych do S. Mianowicie, je±li (v1,v2) jest uporz¡dkowan¡ baz¡ przestrzeni stycznej
TpM zadaj¡c¡ orientacj¦ to iloczyn wektorowy v1 × v2 jest wektorem prostopadªym zarówno do v1

jak i v2, a wi¦c do caªej rozmaito±ci S w punkcie p. Po unormowaniu dostajemy wektor jednostkowy

np =
v1 × v2

‖v1 × v2‖
.

Wybór jednego z dwóch jednostkowych wektorów prostopadªych np lub −np jest równowa»ny z wy-
borem orientacji w punkcie p.

np

v1

v2

S

p

Zadanie 3. Rozwa»my dwuwymiarow¡ rozmaito±¢ zorientowan¡ S ⊂ R3 i niech F =
(f, g, h) : R3 → R3 b¦dzie polem wektorowym, za± ηF = f dy∧dz−g dx∧dz+h dx∧dy.
Wyka», »e ∫

S
ηF =

∫
S
〈F (x),n(x)〉dσ2(x) ,

gdzie σ2 oznacza miar¦ powierzchniow¡ na S, za± n(x) to wektor normalny zewn¦trzny

(a wi¦c zgodny z wybran¡ orientacj¡) do S w punkcie x ∈ S.



Rozwi¡zanie: Przypomnijmy, »e zajmowali±my si¦ ju» form¡ ηF otrzymuj¡c wzór

ηF (x)[v,w] = 〈F (x),v ×w〉 .

Ustalmy dowoln¡ parmatryzacj¦ Φ : R2 ⊃ U −→ R3, S = Φ(U) i przyjmijmy, »e standardowa orientacja
wspóªrz¦dnych y = (y1, y2) na U jest zgodna z wybran¡ orientacj¡ S. Mamy (Φ∗ηF )(y) = ξ(y)dy1∧dy2

dla pewnej funkcji ξ : R2 → R. Z de�nicji∫
S

ηF =

∫
U

Φ∗ηF =

∫
U

ξ(y)d2y .

Zauwa»my teraz, »e

ξ(y) =ξ(y) dy1 ∧ dy2[e1, e2] = (Φ∗ηF )(y)[e1, e2]
def. cofni¦cia

= ηF (Φ(y))[dΦy[e1], dΦy[e2]] =

〈F (Φ(y)),dΦy[e1]× dΦy[e2]〉 .

Z zaªo»enia baza uporz¡dkowana (dΦy[e1], dΦy[e2]) jest zgodna z orientacj¡, a zatem skoro iloczyn
wektorowy to wektor prostopadªy do pary wektorów o dªugo±ci równej polu równolegªoboku przez nie
rozpi¦te, mamy

dΦy[e1]× dΦy[e1] = n(Φ(y)) ·G(dΦy[e1], dΦy[e2]) ,

gdzie G(·) to znany nam ju» wcze±niej wyznacznik Gramma. Ostatecznie∫
S

ηF =

∫
U

ξ(y)d2y =

∫
U

〈F (Φ(y)),n(Φ(y)〉 ·G(dΦy[e1], dΦy[e2])d2y
wzór na miar¦ pow.

=∫
S

〈F (x),n(x)〉dσ2(x) .

Przeprowadzone obliczenia pozwalaj¡ nam zinterpretowa¢ caªk¦ z formy ηF po S jako strumie« pola

wektorowego F przepªywaj¡cego przez powierzchni¦ S.

Zadanie domowe na 4 czerwca:

Zadanie 4. U»ywaj¡c podstawienia walcowego:

Φ : (φ, z) 7−→ (x =
√
a2 − z2 cosφ, y =

√
a2 − z2 sinφ, z = z)

oblicz caªk¦ z formy ω = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy po wycinku sfery A =
{(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = a2, z > a

2}. Orientacj¦ A przyjmujemy tak jak na ¢wicze-

niach. Zakªadamy, »e a > 0.

Zadanie 5. Oblicz caªk¦ z formy ω = x dy ∧ dz + y sin z dz ∧ dx+ (z + 1) dx ∧ dy po

rozmaito±ci M zde�niowanej jako cz¦±¢ powierzchni x2 + y2 = cos2 z zawartej pomi¦dzy

pªaszczyznami z = 0 i z = π
4 z orientacj¡ wyznaczon¡ przez baz¦ {ez, ex} w punkcie

(0, 1, 0) ∈M .


