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17. éwiczenia zdalne — 2 czerwca 2020.
Orientacja. Calka z formy po rozmaito$ci zorientowanej.

Zadanie 1. Rozwazmy odwzorowanie gtadkie F' = (f1, fa,..., fn) : R — R™ i niech

w =dx1 Adxze A ... Adx, bedzie standardowg forma objetosci. Wykaz, ze

(F*w)y = det [dF(y)] - dyi Adya A ... Adyp .

V1
Rozwigzanie: Przypomnijmy, ze dz' A ... Adz"(vi,...,v,) =det | ... |. Z definicji cofniecia
Un
dFy [1)1} V1
(F*w)ylv1, ..., vn] = wpy) [dFy[vi], ..., dFy[v,]] = det e =det |dFy - | ... = det [dFy]-det
dFy[v,] VUn,

skad

(F*w)y = det [dFy] dy1 A ... Ady, .

Orientacja rozmaitosci rézniczkowey.
Intuicyjnie orientacja przestrzeni wektorowej to umowa jakg kolejnosé wektoréw bazowych uznajemy
za dodatnig, a jokg za ujemng.

Definicja. Powiemy, ze dwie uporzadkowane (kolejnosé wektorow jest waznal) bazy (vi,...,vk)
oraz (wi,...,wy) zadaja te sama orientacje przestrzeni wektorowej V, gdy wyznacznik macierzy
przej$cia miedzy nimi jest dodatni. Gdy wyznacznik ten jest ujemny powiemy, ze orientacje obu
baz sa przeciwne. Kazda przestrzeii wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.

W przypadku przestrzeni eulkidesowej R* mozemy moéwi¢ o orientacji standardowej zadanej przez
uporzadkowana baze kanoniczng (e1, es,. .., ex).

Przyklad. Rozwazmy R? ze standardowa orientacja (e1,e2,e3). Baza uporzadkowana (e, es,e2)

1 0 0
ma przeciwng orientacje, gdyz macierz przej$cia miedzy tymi bazami, awiec {0 0 1 | ma ujemny
01 0
wyznacznik. Z kolei baza uporzadkowana v = [2,1,0], v2 = [3,0,0], vz = [0,0, —4] zadaje te sama
2 1 0
orientacje co standardowa, gdyz odpowiedni wyznacznik macierzy przejscia {3 0 0 | wynosi
0 0 —4

12 i jest dodatni.

Orientacja rozmaitoSci rézniczkowej to wybdr orientacyi w kazdej jej przestrzeni stycznej, tak aby
wszystkie te orientacje byly ze sobg zgodne.

Definicja. Orientacjg rozmaitosci rozniczkowej, nazywamy lokalnie zgodny wyboér orientacji jej
wszystkich przestrzeni stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, ze wybrane orientacje zmieniaja si¢ w
sposob ciggly od punktu do punktu. Formalna definicja wymaga wprowadzenia pojecia atlasu
zorientowanego. Nie wszystkie rozmaitosci da sie zorientowaé¢ (np. wstega Moebiusa). Te ktore
dopuszczaja orientacje nazywamy orientowalnymia.
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Z punktu widzenia praktyki przydatny bedzie nastepujgcy fakt:

Stwierdzenie. Kazda rozmaito$é bedgca brzegiem innej rozmaitosci (jak tez kazda podrozmaitosé
takiego brzegu) jest orientowalna. Na przyktad sfera 2-wymiarowa, jest orientowalna bo jest brzegiem
kuli 3-wymiarowej. Podobnie gorna pdtsfera jest orientowalna jako podrozmaito$é na takim brzegu.

Jesli M jest rozmaitosciq orientowalng i spdjng to jej orientacja jest jednoznacznie wyznaczona
przez podanie orientacji jej dowolnie wybranej przestrzent stycznej Tp M.

Definicja (Catka z k-formy rézniczkowej). Dla zbioru otwartego U C R* z kanoniczng orientacja
{e1,..., ey} definiujemy
/ fle)dzr AL A dag = / f(x)d"(x) ,
U U
a wiec caltka z k-formy f(ax)dzi A... Adxy pokrywa sie ze standardowa calka Lebesgue’a, z doklad-
nosciag do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Forme dzq A ... A dxyx nazywamy formg
objetosci.

Catke z formy rozniczkowej na podrozmaitosci definiujemy przechodzac od krzywych do ptaskich
wspolrzednych.
Niech S C R™ bedzie k-wymiarowa podrozmaitoscia zorientowana. Catke z k—formy o € QF(R™)
na rozmaitosci S definiujemy jako
/ a= / d*a
s U

gdzie ® : U — R" jest dowolng parametryzacja S = ®(U) zgodna z orientacja S. Zgodnosc¢ orientacji
na U i na S oznacza, ze jesli (vi,...,vr) jest wybrang orientacja na U, to baza uporzadkowana
(d®[v1],...,d®P[vk]) jest zgodna z wybrang orientacja S.

Podsumowugjge, standardowe zadanie na policzenie fs w, gdzie S C R" jest k-wymiarowq zoriento-
wang rozmaitoscig, a w € QF(R™) k-formg rézniczkowq robi sie nastepujgco:

1. Znajdujemy parmetryzacje ® : R* D U — R™, takq ze ®(U) = S.

2. Liczymy cofniecie P*w

3. Liczmy calke fU O*w — tak jak zwyklq calke Lebesgue’a.

4

Uzgadniamy orientacje U z orientacjg S i ewentualnie zmieniamy znaek w powyzszej calce:

/ w = i/ d*w
S=a(U) U

Zadanie 2. Oblicz catke z formy w = « dy Adz +y dz Adx 4+ z dx A dy po sferze
S ={(z,y,2) € R? | 22 +y% + 22 = a®}. Przyjmujemy, ze orientacja S jest zadana przez
wybor bazy uporzadkowanej (ey, e;) w punkcie (1,0,0). Zaktadamy, ze a > 0.

Rozwigzanie: Zacznijmy od znalezienia parametryzacji sfery. Naturalnym kandydatem jest parametry-



zacja sferyczna
D:(¢p,B)— (x=a cosd cosB,y=a sing cosfB,z=a sinf) ,

gdzie U = (0,27) x (—=%5,%) 2 (¢,8) jest dziedzing parametryzacji. Po do$¢ zmudnych rachunkach
mozemy policzy¢ cofniecie
P*w=...=a’cosBdpAdS .

Przyjmijmy na razie, ze orientacja w U > (¢, 3) jest wyznaczona przez baze (e, es) (czyli, ze ¢ jest
pierwsza wspolrzedna, a 8 druga). Wowczas

/@*w:/a%osﬁ d¢Ad5:a3/cosﬂd2(¢,5):4m3.
U U U

Na koniec zastanéwmy sie jak si¢ ma wybrana orientacja w U do orientacji na S. W tym celi zobaczmy
na co przechodza wektory bazowe ey i eg przy d®(0,0) (wybieramy punkt (0,0), bo ®(0,0) = (1,0,0), a
wiec jest to przeciwobraz punktu w ktérym zadaliSmy orientacje.) Prosty rachunek daje nam d®gles] =
al0,1,0] = a ey 1 dPoeg] = a[0,0,1] = a e.. Jak widaé baza (a ey, a e.) zadaje te sama orientacje co

baza (ey,e.), a wiec nie musumy zmienia¢ znaku w catce. Odp. 4ma®.

Inaczej o orientacyi powierzchnai.

W przypadku powierzchni dwuwwymiarowej S C R® czesto mowi sig, ze jej orientacja to wybdr pola
wektoréw normalnych do S. Mianowicie, jesli (v1,v2) jest uporzqdkowang bazq przestrzeni stycznej
Tp M zadajgcq orientacje to iloczyn wektorowy vi X va jest wektorem prostopadtym zaréwno do vy
jak i ve, a wiec do catej rozmaitosci S w punkcie p. Po unormowaniu dostajemy wektor jednostkowy

V1 X V2

MNp — —mm .
? = Jor x va]

Wybdr jednego z dwdch jednostkowych wektorow prostopadiych nyp lub —nyp jest réwnowazny z wy-
borem orientacji w punkcie p.

Zadanie 3. Rozwazmy dwuwymiarowa rozmaito§¢ zorientowana S C R3? i niech F =
(f,g,h) : R — R3 bedzie polem wektorowym, za$ np = f dyAdz—g dzAdz+h dzAdy.
Wykaz, ze

L= [(F@).n@)dn)

gdzie oy oznacza miar¢ powierzchniowa na S, zas n(x) to wektor normalny zewnetrzny
(a wiec zgodny z wybrana orientacja) do S w punkcie ¢ € S.



Rozwigzanie: Przypomnijmy, ze zajmowaliSmy sie juz forma nr otrzymujac wzor
nr(@)[v, w] = (F(z),v X w) .

Ustalmy dowolng parmatryzacje ® : R? D U — R3S = ®&(U) i przyjmijmy, ze standardowa orientacja
wspolrzednych y = (y1,y2) na U jest zgodna z wybrana orientacja S. Mamy (®*nr)(y) = £(y)dy1 Ady2
dla pewnej funkcji € : R> — R. Z definicji

/SWF:/U‘I)*UF:/Uﬁ(y)de~

def. cofnigcia

Zauwazmy teraz, ze

£(y) =€(y) dyr A dyzler, e2] = (2" nF)(y)[er, e2] nr(P(y))[dPylel], dPyles]] =

(F(®(y)), dPy[er] x ddy[ez]) .

Z zalozenia baza uporzadkowana (d®ylei],d®y[ez]) jest zgodna z orientacja, a zatem skoro iloczyn
wektorowy to wektor prostopadly do pary wektoréw o dlugosci réwnej polu réwnolegloboku przez nie
rozpiete, mamy

d®yle1] x dPylei] = n(P(y)) - G(dPy[e1], dPy[e2]) ,

gdzie G(-) to znany nam juz wczesniej wyznacznik Gramma. Ostatecznie
[ = [ ety = [ (P n@w) - Gavfel,avy ey 2
s U U

/ (F(x), n(z))dos() .
S

Przeprowadzone obliczenia pozwalaja nam zinterpretowac catke z formy ng po S jako strumieri pola

wektorowego F' przeplywajacego przez powierzchnie S.

Zadanie domowe na 4 czerwca:

Zadanie 4. Uzywajac podstawienia walcowego:

D: (¢, 2) — (x=+Va%—22cosp,y =V a?—22sing,z = z)

oblicz catke z formy w = « dy Adz + y dz A dx + 2 dz A dy po wycinku sfery A =
{(z,y,2) eER3 | 22+ 92+ 22 =a?,2 > 5}. Orientacje A przyjmujemy tak jak na ¢wicze-
niach. Zaktadamy, ze a > 0.

Zadanie 5. Oblicz catke z formy w = x dy Adz +ysinz dz Adz + (2 + 1) dz A dy po
rozmaitosci M zdefiniowanej jako czesé¢ powierzchni 22 4 y? = cos? z zawartej pomiedzy
plaszczyznami z = 0 i z = 7 z orientacja wyznaczong przez baz¢ {e.,e,} w punkcie
(0,1,0) € M.




