
AM II.2 2019/20 (gr 3)

16. ¢wiczenia zdalne � 28 maja 2020.

Wielo-formy ró»niczkowe. Pullback i caªka z formy pod roz-

maito±ci zorientowanej.

Zadanie 1. Wyka», »e dla dowolnych form α ∈ Ωk(U), oraz β ∈ Ωl(U), gdzie U ⊂ Rn

zachodzi wzór

α ∧ β = (−1)k·lβ ∧ α .

Rozwi¡zanie: Wzór wystarczy sprawdzi¢ na formach bazowych Ωk(U) oraz Ωl(U). Rozwa»my α =
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik oraz β = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl . Wówczas

α∧ β = dxi1 ∧ . . .∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . .∧ dxjl = (−1)k·ldxj1 ∧ . . .∧ dxjl ∧ dxi1 ∧ . . .∧ dxik = (−1)k·lβ ∧α .

Uzasadnienie zmiany znaku: aby zamieni¢ kolejno±¢ bazowych 1-form post¦pujemy indukcyjnie: naj-

pierw przenosimy form¦ dxik na koniec wyra»enia. W tym celu musimy dokona¢ l zamian z formami

dxj1 , . . . , dxjl , co zmienia nam znak wyra»enia o czynnik (−1)l. Nast¦pnie 1-form¦ dxik−1 przenosimy

na przedostatni¡ pozycj¦, ponownie dokonuj¡c k zamian z formami dxj1 , . . . , dxjl , co ponownie zmienia

znak o czynnik (−1)l. Post¦pujemy w ten sposób kolejno z ka»d¡ z 1-form dxik , . . . , dxi1 (k form), w

rezultacie czego znak caªego wyra»enia zmieni si¦ o czynnik (−1)k·l.

Zadanie 2. Niech F = (f, g, h) : R3 → R3 b¦dzie polem wektorowym (gªadkim odwzo-

rowaniem z R3 w R3). Wyka», »e odwzorowanie:

ηF (x) : R3 × R3 3 (v,w) 7−→ 〈F (x),v ×w〉 ∈ R

jest 2-form¡ ró»niczkow¡ w R3. Wyra¹ t¦ form¦ w bazie {dx ∧ dy,dx ∧ dz,dy ∧ dz}.

Rozwi¡zanie: Korzystaj¡c z wyników poprzedniego zadania wiemy, »e iloczyn wektorowy w R3 mo»emy
wyrazi¢ jako [dy ∧ dz, dz ∧ dx,dx ∧ dy], st¡d

ηF (x) = 〈F (x), [dy ∧ dz, dz ∧ dx,dx ∧ dy]〉 = f(x) dy ∧ dz − g(x) dx ∧ dz + h(x) dx ∧ dy .

Dla wielo-form mamy naturalne rozszerzenie de�nicji cofni¦cia

De�nicja. Cofni¦ciem (przeci¡gni¦ciem, albo pull-backiem) k-formy ω ∈ Ωk(U) za pomoc¡ odwzo-
rowania gªadkiego Φ : V → U nazywamy form¦ Φ∗ω ∈ Ωk(V ) okre±lon¡ wzorem

Φ∗ωx[v1, . . . ,vk] = ωΦ(x)[dxΦ[v1], . . . , dxΦ[vk]] .

Innymi sªowy, aby policzy¢ warto±¢ formy Φ∗ω na wektorach v1, . . . ,vk w punkcie x przepychamy
te wektor do U za pomoc¡ pochodnej dΦx i liczymy warto±¢ formy ω na obrazie.



Lemat 1 (Wªasno±ci pull-backu). Dla form α ∈ Ωk(U) oraz β ∈ Ωl(U) zachodz¡ wzory:

Φ∗(α ∧ β) = (Φ∗α) ∧ (Φ∗β) .

Razem ze wzorem Φ∗(df) = d(Φ∗f) pozwala to policzy¢ pull-back dowolnej k-formy ró»niczkowej.
funkcji f : U → R zachodz¡ wzory Φ∗f(x) = f(Φ(x)) (pull-back funkcji to po prostu zªo»enie)
oraz Φ∗(df) = d(Φ∗f) (przeci¡ganie jest przemienne z operacj¡ ró»niczki d). Z ich pomoc¡ mo»na
policzy¢ pull-back ka»dej formy.

Zadanie 3. Znajd¹ Φ∗ω dla Φ(u, v) = (x = uv, y = u2, z = 3u+ v), ω = ydx ∧ dz.

Rozwi¡zanie: Wystarczy wstawi¢ x = uv, y = u2 i z = 3u+ v do wzoru na ω. Konkretniej:

Φ∗ω =u2 d(uv) ∧ d(3u+ v) = u2 (udv + vdu) ∧ (3du+ dv) =

u2 [3u dv ∧ du+ u dv ∧ dv + 3v du ∧ du+ v du ∧ dv] = u2(v − 3u)du ∧ dv .

Zadanie 4. Oblicz form¦ dx ∧ dy we wspóªrz¦dnych biegunowych (x = r cosφ, y =

r sinφ).
Rozwi¡zanie: Mamy

Φ∗(dx ∧ dy) =d(r cosφ) ∧ d(r sinφ) = (cosφ dr − r sinφ dφ) ∧ (sinφ dr + r cosφ dφ) =

r cos2 φ dr ∧ dφ− r sin2 φ dφ ∧ dr = r dr ∧ dφ .

De�nicja (Caªka z k-formy ró»niczkowej). Dla zbioru otwartego U ⊂ Rk z kanoniczn¡ orientacj¡
{e1, . . . , ek} de�niujemy ∫

U

f(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxk =

∫
U

f(x)dk(x) ,

a wi¦c caªka z k-formy f(x)dx1 ∧ . . .∧ dxk pokrywa si¦ ze standardow¡ caªk¡ Lebesgue'a, z dokªad-
no±ci¡ do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Form¦ dx1 ∧ . . . ∧ dxk nazywamy form¡
obj¦to±ci.

Caªk¦ z formy ró»niczkowej na podrozmaito±ci de�niujemy przechodz¡c od krzywych do pªaskich
wspóªrz¦dnych.
Niech S ⊂ Rn b¦dzie k-wymiarow¡ podrozmaito±ci¡ zorientowan¡. Caªk¦ z k−formy α ∈ Ωk(Rn)
na rozmaito±ci S de�niujemy jako ∫

S

α =

∫
U

Φ∗α ,

gdzie Φ : U → Rn jest dowoln¡ parametryzacj¡ S = Φ(U) zgodn¡ z orientacj¡ S. Zgodno±¢ orientacji
na U i na S oznacza, »e je±li (v1, . . . ,vk) jest wybran¡ orientacj¡ na U , to baza uporz¡dkowana
(dΦ[v1], . . . , dΦ[vk]) jest zgodna z wybran¡ orientacj¡ S.

Zadanie 5. Oblicz caªk¦ z formy α = xdy ∧ dz po poªówce torusa sparametryzowanej

nast¦puj¡co (x = (4 + cosα) cos θ, y = (4 + cosα) sin θ, z = sinα), gdzie α ∈ [0, 2π] i



θ ∈ [0, π]. Przyjmujemy, »e orientacja torusa jest dziedziczona z orientacji dα ∧ dθ w R2

za pomoc¡ rozwa»anej parametryzacji.

Rozwi¡zanie: UZUPE�NI�

Zadania domowe na 2 czerwca:

Zadanie 6. Oblicz cofni¦cie formy ω = dx∧dy∧dz za pomoc¡ odwzorowania Φ(u, v) =
(x = uv, y = u2, z = 3u+ v). Uzasadnij wynik bez wykonywania oblicze«.

Zadanie 7. Oblicz cofni¦cie formy ω = dx∧dy∧dz za pomoc¡ odwzorowania Φ(r, ϕ, β) =
(r cosφ cosβ, r sinφ cosβ, r sinβ).

Zadanie 8. Oblicz caªk¦ z formy ω = xdy − ydx po konturze C gdzie

a) C jest brzegiem prostok¡ta [−a, a]× [−b, b] ⊂ R2 zorientowanym przeciwnie do ruchu

wskazówek zegara,

b) C jest okr¦giem {(x, y) | x2 + y2 = 1} zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazówek

zegara.

Co zauwa»yªe±?


