AM II.2 2019/20 (gr 3)

16. ¢éwiczenia zdalne — 28 maja 2020.
Wielo-formy rézniczkowe. Pullback i catka z formy pod roz-
maito$ci zorientowanej.

Zadanie 1. Wykaz, ze dla dowolnych form o € Q¥(U), oraz 8 € QL(U), gdzie U C R®
zachodzi wzor

aAB=(-DFgra.

Rozwigzanie:  Wazoér wystarczy sprawdzi¢ na formach bazowych QF(U) oraz Q'(U). Rozwazmy o =
dzi, A ... Adwxs, oraz f =dx;, A... Adzj. Wowczas

aAB=dzi A... Adazi, Adzj, A Aday, = (1) e, A Adey, Ada AL Ade, = (=D B Aa
Uzasadnienie zmiany znaku: aby zamieni¢ kolejnos¢ bazowych 1-form postepujemy indukcyjnie: naj-
pierw przenosimy forme dz;, na koniec wyrazenia. W tym celu musimy dokonaé¢ [ zamian z formami
dzj,,...,dz;;, co zmienia nam znak wyrazenia o czynnik (—1)l. Nastepnie 1-forme dx;, , przenosimy
na przedostatnia pozycje, ponownie dokonujac k zamian z formami dx;,, ..., dz;,, co ponownie zmienia

znak o czynnik (—1)'. Postepujemy w ten sposéb kolejno z kazda z 1-form dx;,,...,dz;, (k form), w

rezultacie czego znak calego wyrazenia zmieni sie o czynnik (—1)"'.

Zadanie 2. Niech F = (f,g,h) : R? — R? bedzie polem wektorowym (gtadkim odwzo-
rowaniem z R3 w R3). Wykaz, ze odwzorowanie:

nr(z) : R3 xR 3 (v,w) — (F(x),v x w) €R
jest 2-forma rézniczkowa w R3. Wyraz te forme w bazie {dx A dy,dz A dz,dy A dz}.

Rozwigzanie: Korzystajac z wynikoéw poprzedniego zadania wiemy, ze iloczyn wektorowy w R® mozemy
wyrazi¢ jako [dy A dz,dz A dz,dz A dy], stad

nr(x) = (F(x),[dy Adz,dz Adz,dz Ady]) = f(x) dy Adz — g(z) dz Adz + h(xz) dz Ady .

Dla wielo-form mamy naturalne rozszerzenie definicji cofniecia

Definicja. Cofnieciem (przeciggnieciem, albo pull-backiem) k-formy w € QF(U) za pomoca odwzo-
rowania gladkiego @ : V — U nazywamy forme ®*w € Q*(V) okreslong wzorem

D wg[v1, ..., V] = Wo(a)[daP[v1], ..., daPvr]] .

Innymi slowy, aby policzy¢ wartosé¢ formy ®*w na wektorach v, ..., v, w punkcie & przepychamy
te wektor do U za pomoca pochodnej d®, i liczymy warto$¢ formy w na obrazie.




Lemat 1 (Wtasnosci pull-backu). Dla form o € QF(U) oraz 8 € QY(U) zachodzq wzory:
" (a n B) = (") A (2°F) .

Razem ze wzorem ®*(df) = d(®* f) pozwala to policzyé pull-back dowolnej k-formy rézniczkowey.
funkeji f : U — R zachodzqg wzory O f(x) = f(®(x)) (pull-back funkcji to po prostu zlozenie)
oraz ®*(df) = d(®* f) (przecigganie jest przemienne z operacjq rézniczki d). Z ich pomocg mozna
policzyé pull-back kazdej formy.

Zadanie 3. Znajdz ®*w dla ®(u,v) = (v = uwv,y = v,z = 3u +v), w = ydx A dz.

Rozwigzanie: Wystarczy wstawi¢ = uv, y = u® i z = 3u 4+ v do wzoru na w. Konkretniej:
®*w =u® d(uv) Ad(3u +v) = u® (udv + vdu) A (3du 4 dv) =
u? [3u dv Adu+4u dv Adv+3v du Adu+v duAdo] =u?(v - 3u)du Ado .

Zadanie 4. Oblicz forme dx A dy we wspohrzednych biegunowych (z = rcoso,y =
7 sin @).

Rozwigzanie: Mamy
®*(dz A dy) =d(r cos ¢) Ad(rsing) = (cos¢ dr — rsin¢ d¢) A (sing dr + rcos ¢ d¢) =
rcoquﬁdr/\d¢frsin2¢d¢/\dr:r dr Ade .

Definicja (Calka z k-formy rozniczkowej). Dla zbioru otwartego U C R* z kanoniczna orientacja
{e1,...,ex} definiujemy
/ flx)dzy A A dak :/ f)d(z) ,
U U
a wiec calka z k-formy f(x)dzi A...Adxr pokrywa sie ze standardowa calka Lebesgue’a, z doklad-
nosciag do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Forme dzq A ... A dzy nazywamy formg
objetosci.

Catke z formy rozniczkowej na podrozmaitosci definiujemy przechodzac od krzywych do ptaskich
wspolrzednych.
Niech S C R™ bedzie k-wymiarowa podrozmaitoscia zorientowana. Catke z k—formy o € QF(R™)
na rozmaitosci S definiujemy jako
/ o= / o,
s U

gdzie ® : U — R" jest dowolna parametryzacja S = ®(U) zgodna z orientacja S. Zgodnosc¢ orientacji
na U i na S oznacza, ze jesli (vi,...,vr) jest wybrana orientacja na U, to baza uporzadkowana
(d®[v1],...,d®[vk]) jest zgodna z wybrana orientacja S.

Zadanie 5. Oblicz catke z formy a = xdy A dz po polowce torusa sparametryzowanej
nastepujaco (z = (44 cosa)cosf,y = (4 + cosa)sinb, z = sina), gdzie o € [0,27] i



6 € [0, 7]. Przyjmujemy, ze orientacja torusa jest dziedziczona z orientacji da A df w R?
Za, POMOCy rozwazanej parametryzacji.

Rozwigzanie: UZUPELNIC

Zadania domowe na 2 czerwca:

Zadanie 6. Oblicz cofniecie formy w = dz Ady Adz za pomoca odwzorowania ®(u,v) =
(x = uwv,y = u?, z = 3u + v). Uzasadnij wynik bez wykonywania obliczen.

Zadanie 7. Oblicz cofniecie formy w = dzAdyAdz za pomocy odwzorowania ®(r, ¢, 5) =
(r cos¢ cosfB,r sing cosf,r sinf3).
Zadanie 8. Oblicz catke z formy w = xdy — ydx po konturze C' gdzie

a) C jest brzegiem prostokata [—a, a] x [—b,b] C R? zorientowanym przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara,

b) C jest okregiem {(z,y) | 22 +y? = 1} zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara.

Co zauwazyles?




