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Wprowadzenie do wielo-form ró»niczkowych.

De�nicja. Rozwa»my przestrze« liniow¡ V . Przeksztaªceniem k-liniowym antysymetrycznym na
przestrzeni V nazywamy odwzorowanie

φ : V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k-razy

→ R

(b¦dziemy pisali te» φ : Λk(V )→ R, lub φ ∈ Λk(V ∗)) o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

a) φ jest liniowe wzgl¦dem ka»dej zmienne z osobna, tzn. dla dowolnego indeksu i = 1, 2 . . . , k oraz
dla dowolnych v1, . . . ,vk,wi ∈ Rn oraz a, b ∈ R mamy

φ[v1, . . . , a · vi + b ·wi, . . . ,vk] = a · φ[v1, . . . ,vi, . . . ,vk] + b · φ[v1, . . . ,wi, . . . ,vk] .

b) zamiana kolejno±ci dowolnych dwóch argumentów zmienia znak:

φ[v1, . . . ,vi, . . .vj , . . . ,vk] = −φ[v1, . . . ,vj , . . . ,vi, . . . ,vk] .

Zauwa»my, »e wprost z de�nicji wynikaj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

φ[v1, . . . ,w, . . .w, . . . ,vk] =0 oraz

φ[vσ(1), . . . ,vσ(i), . . . ,vσ(k)] =(−1)sng(σ)φ[v1, . . . ,vi, . . . ,vk], gdzie σ jest dowoln¡ permutacj¡.

Je±li {ei} jest baz¡ przestrzeni V , za± {e∗i = dxi} baz¡ dualn¡, to baz¦ przestrzeni Λk(V ∗) stanowi¡
odwzorowania:

dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik : Λk(V )→ R gdzie 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n

okre±lone nast¦puj¡co

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik [v1, . . . ,vk] = det
(
minor (i1, . . . , ik) macierzy [v1 . . . ,vk]

)
.

Wynika st¡d, »e przestrze« Λk(V ) przy n-wymiarowej przestrzeni V jest
(
n
k

)
-wymiarowa.

Wygodnie jest my±le¢ o tych obiektach, »e powstaj¡ z 1-form dxi poprzez k-krotne u»ycie operacji ∧
(wedge, dziubek) pami¦taj¡c, »e

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi .

Zadanie 1. Oblicz wymiar przestrzeni Λ1((Rn)∗), Λn−1((Rn)∗), Λn((Rn)∗) i Λn+k((Rn)∗).
Rozwi¡zanie: Symbole Newtona daj¡ kolejno: n, n, 1, 0. Dobrze przy tej okazji opowiedzie¢ jak wygl¡da
ogólna forma w ka»dym przypadku.
1-form¦ interpretujemy jako iloczyn skalarny z ustalonym wektorem:

α = a1 dx1 + . . . an dxn ∈ Λ1((Rn)∗), α[v] = 〈a,v〉 gdzie a = [a1, . . . , an].

n-form¦ interpretujemy jako przeskalowan¡ zorientowan¡ obj¦to±¢ ukªadu n-wektorów:

ω = a dx1 ∧ . . . ∧ dxn ∈ Λn((Rn)∗), ω[v1, . . . ,vn] = a det[v1, . . . ,vn] .



(n− 1)-form¦ mo»emy interpretowa¢ jako obj¦to±¢ nakarmion¡ pewnym ustalonym wektorem:

β = b1 dx2 ∧ . . . ∧ dxn − b1 dx1 ∧ dx3 ∧ . . . ∧ dxn + . . .+ (−1)n+1bn dx1 ∧ . . . ∧ dxn−1,

β[v1, . . . ,vn−1] = vol(b,v1, . . . ,vn−1) gdzie b = [b1, . . . , bn].

Zadanie 2. Niech η : R3 × R3 −→ R3 oznacza standardowy iloczyn wektorowy w R3,

tzn. η(v,w) = v ×w. Wyka», »e

η = [dy ∧ dz,dz ∧ dx,dx ∧ dy] .

Rozwi¡zanie: Najpro±ciej to wytªumaczy¢ przywoªuj¡c wzór na iloczyn wektorowy

v ×w = det

e1 e2 e3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

 Laplace
= e1 · det

(
v2 v3
w2 w3

)
− e2 · det

(
v1 v3
w1 w3

)
+ e3 · det

(
v1 v2
w1 w2

)
=

e1 · dy ∧ dz[v,w]− e2 · dx ∧ dz[v,w] + e3 · dx ∧ dy[v,w] ,

sk¡d ju» wida¢ wszystko.

Jedno-form¦ okre±lon¡ na zbiorze otwartym U ⊂ Rn de�niowali±my jako rodzin¦ odwzorowa« linio-
wych Rn → R gªadko parametryzowan¡ punktami zbioru U . Analogicznie k-form¦ na U okre±limy
jako rodzin¦ odwzorowa« k-liniowych antysymetrycznych gªadko-parametryzowan¡ punktami U .

De�nicja. k-form¡ ró»niczkow¡ na zbiorze otwartym U ⊂ Rn nazywamy rodzin¦ odwzorowa«
k-liniowych antysymetrycznych gªadko indeksowan¡ punktami U .

Innymi sªowy k-forma to funkcja
ω : U × Λk(Rn) −→ R,

gdzie zale»no±¢ od x ∈ U jest gªadka, a zale»no±¢ od v1, . . .vk ∈ Rn jest k-liniowa antysymetryczna.
B¦dziemy pisali ω(x)[v1, . . . ,vk], albo ωx[v1, . . . ,vk]. Zbiór wszystkich k-form na U oznaczamy
symbolem Ωk(U).

Ka»d¡ k-form¦ mo»emy jednoznacznie zapisa¢ w postaci

ω(x) =
∑

i1<i2<...<ik

fi1,...,ik (x) dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik ,

gdzie fI ∈ C∞(U) s¡ funkcjami gªadkimi. Przyjmuje si¦ te» Ω0(U) = C∞(U).

Operacj¦ ∧ zde�niowan¡ na bazie k-odwzorowaniach liniowych antysymetrycznych mo»emy natural-
nie (dwu-liniowo) rozszerzy¢ do operacji na k-formach

∧ : Ωk(U)× Ωl(U) −→ Ωk+l(U) .

Zadania domowe na 28 maja:

Zadanie 3. Oblicz

a) (x dy + y dz + z dx) ∧ (dx+ dy + dz),



b) (x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy) ∧ (dx+ dy + dz).

Zadanie 4. Niech F = (f, g, h) : R3 → R3 b¦dzie polem wektorowym (gªadkim odwzo-

rowaniem z R3 w R3). Wyka», »e odwzorowanie:

ηF (x) : R3 × R3 3 (v,w) 7−→ 〈F (x),v ×w〉 ∈ R

jest 2-form¡ ró»niczkow¡ w R3. Wyra¹ t¦ form¦ w bazie {dx ∧ dy,dx ∧ dz,dy ∧ dz}.

Pisemnie na 2 czerwca:

Zadanie 5. Oblicz caªk¦∫
Γ
(y + z)dx+ (z + x)dy + (x+ y)dz

po krzywej Γ = {(t, t(1− cos t), t sin t) | t ∈ [0, 2π]} zorientowanej w kierunku rosn¡cego

t.


