AM II.2 2019/20 (gr 3)

15. éwiczenia zdalne — 21 maja 2020.
Wprowadzenie do wielo-form rézniczkowych.

Definicja. Rozwazmy przestrzen liniowa V. Przeksztalceniem k-lintowym antysymetrycznym na
przestrzent V nazywamy odwzorowanie

o:VxVx...xV—=R
N e

k-razy

(bedziemy pisali tez ¢ : A*(V) — R, lub ¢ € A¥(V*)) o nastepujacych wtasnosciach:

a) ¢ jest liniowe wzgledem kazdej zmienne z osobna, tzn. dla dowolnego indeksu i =1,2...,k oraz
dla dowolnych v1, ..., v, w; € R" oraz a,b € R mamy
ovi,...,a v +b-wi, ..., 06 =a-d[v1,..., V..., 0] + b P[v1,..., Wi, ..., V] .

b) zamiana kolejnosci dowolnych dwoch argumentéw zmienia znak:
O[V1, . Viy oo VU] = —@[V1, ., Uy Uiy, U]
Zauwwazmy, ze wprost z definicji wynikajg nastepujgce wlasnosci:
olvi,...,w,...w,...,v5] =0 oraz
BVa(1) -+ V(i) - -+ Vo ()] :(fl)sng(”qﬁ[vl, cey iy, Uk, gdzie o jest dowolng permutaciq.

Jesli {e;} jest bazq przestrzeni V, zas {e} = dx;} bazq dualng, to baze przestrzeni A®(V*) stanowiq
odwzorowania:

dzi, Adzi, A Aday, :Ak(V) R gdziel <i1 <ia<...<ix<n
okreslone nastepujgco

dzi, Ao Adz v, ..., vE] = det (mino'r (i1,...,1x) macierzy [v1 ... ,’vk]).

Wynika stad, ze przestrzers A¥(V) pray n-wymiarowej przestrzeni V. jest (:)—wymiarowa.
Wygodnie jest mysleé o tych obiektach, Ze powstajq z 1-form dx; poprzez k-krotne uzycie operacyi A
(wedge, dziubek) pamictajac, zZe

dz; A dxj = —dz; Adz; .

Zadanie 1. Oblicz wymiar przestrzeni A'((R™)*), A" L((R™)*), A™((R™)*) i AmFTF((R™)*).
Rozwigzanie: Symbole Newtona daja kolejno: n, n, 1, 0. Dobrze przy tej okazji opowiedzie¢ jak wyglada
ogolna forma w kazdym przypadku.

1-forme interpretujemy jako iloczyn skalarny z ustalonym wektorem:

a=ay dz1 +...a, dz, € A'((R™)"), alv] = (a,v) gdzie a =[ai,...,an].
n-forme interpretujemy jako przeskalowang zorientowana objetosé ukladu n-wektorow:

w=adzi A...Ndz, € A"(R™)), wlvy, ..., vn] =a detfvy,...,v,] .



(n — 1)-forme mozemy interpretowaé jako objetos¢ nakarmiona pewnym ustalonym wektorem:

B=b1draA... Adx, —by dzg Adaz A Adz, + ...+ (=1)" b, dzy AL Az,
Blvi,...,vn—1] =vol(b,v1,...,vn_1) gdzie b= [b1,...,bn].

Zadanie 2. Niech 7 : R3 x R? — R? oznacza standardowy iloczyn wektorowy w R3,

tzn. (v, w) = v x w. Wykaz, ze

n=[dy Adz,dz Adz,dz Ady] .

Rozwigzanie: Najprosciej to wyttumaczyé przywolujac wzoér na iloczyn wektorowy
AR v v v v v v
aplace 2 3 1 3 1 2
vXxw=det | vi wvo v3 15 el-det( )762-(161]( >+eg~det< ):
w2 w3 w1 w3 wr w2
w1 w2 w3

e1 - dy Adz[v,w] — ez - dz A dz[v, w] + e - dz A dy[v, w] ,

skad juz wida¢ wszystko.

Jedno-forme okreslong na zbiorze otwartym U C R™ definiowalismy jako rodzine odwzorowari linio-
wych R™ — R gtadko parametryzowang punktami zbioru U. Analogicznie k-forme na U okreslimy
jako rodzine odwzorowar k-lintowych antysymetrycznych gtadko-parametryzowang punktami U.

Definicja. k-formg rézniczkowq na zbiorze otwartym U C R" nazywamy rodzine odwzorowari
k-liniowych antysymetrycznych gtadko indeksowana punktami U.

Innymi stowy k-forma to funkcja
w:U x A*(R") — R,

gdzie zaleznos¢ od « € U jest gladka, a zalezno$¢ od vi,. .. v, € R™ jest k-liniowa antysymetryczna.
Bedziemy pisali w(x)[v1,...,vk], albo wg[vi,...,vs]. Zbiér wszystkich k-form na U oznaczamy
symbolem QF(U).

Kazdg k-forme mozemy jednoznacznie zapisaé w postact

w(x) = Z firoi (@) dagy Adaay, AL Ady,
i1 <ia<...<ip
gdzie fr € C*°(U) sq funkcjami gtadkimi. Przyjmuge sie tez Q°(U) = C*(U).

Operacje N\ zdefintowang na bazie k-odwzorowaniach liniowych antysymetrycznych mozemy natural-
nie (dwu-lintowo) rozszerzyé do operacji na k-formach

A QN U) x QYU) — QFTH) .

Zadania domowe na 28 maja:

Zadanie 3. Oblicz

a) (rdy+ydz+zde) A (de +dy + dz),



b) (z dyAdz+y dzAdr+ 2z dz Ady) A (de + dy + dz).
Zadanie 4. Niech F = (f,g,h) : R? — R? bedzie polem wektorowym (gtadkim odwzo-
rowaniem z R3 w R3). Wykaz, ze odwzorowanie:
nr(z) : R3 xR 3 (v,w) — (F(x),v x w) € R
jest 2-forma rézniczkowa w R3. Wyraz te forme w bazie {dx A dy,dz A dz,dy A dz}.

Pisemnie na 2 czerwca:

Zadanie 5. Oblicz calke
/(y + 2)dz + (z + 2)dy + (z + y)d=
r

po krzywej I' = {(¢,¢(1 — cost), tsint) | t € [0,27]} zorientowanej w kierunku rosnacego
t.




