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Caªka z formy ró»niczkowej wzdªu» krzywej, pull-back

De�nicja. Cofni¦ciem (przeci¡gni¦ciem, albo pull-backiem) formy ω ∈ Ω1(U) za pomoc¡ odwzo-
rowania gªadkiego Φ : V → U nazywamy form¦ Φ∗ω ∈ Ω1(V ) okre±lon¡ wzorem

Φ∗ω(x)[v] = ω(Φ(x))[dxΦ[v]] .

Innymi sªowy, aby policzy¢ warto±¢ formy Φ∗ω na wektorze v w punkcie x przepychamy ten wektor
do U za pomoc¡ pochodnej Φ i liczymy warto±¢ formy ω na obrazie.
Uwaga: Φ nie musi by¢ dyfeomor�zem, a nawet U i V nie musz¡ by¢ tego samego wymiaru!

Lemat 1. Dla funkcji f : U → R zachodz¡ wzory Φ∗f(x) = f(Φ(x)) (pull-back funkcji to po prostu
zªo»enie) oraz Φ∗(df) = d(Φ∗f) (przeci¡ganie jest przemienne z operacj¡ ró»niczki d). Z ich pomoc¡
mo»na policzy¢ pull-back ka»dej formy.

Zatem w praktyce, na przykªad, dla Φ : (r, φ) 7→ (x = r cosφ, y = r sinφ) i ω = y2dx, aby obliczy¢
Φ∗ω wstawiamy po prostu wyra»enia x = r cosφ i y = r sinφ do wzoru na ω:

Φ∗(y2dx) = (r sinφ)2 d(r cosφ) = r2 sin2 φ(cosφ dr − r sinφ dφ) .

Zadanie 1. Oblicz pull-back Φ∗ω dla θ = xdy−ydx
x2+y2 i Φ(r, φ) = (r cosφ, r sinφ).

Rozwi¡zanie: Podstawiamy x = r cosφ oraz y = sinφ otrzymuj¡c

Φ∗θ =
r cosφ d(r sinφ)− r sinφ d(r cosφ)

r2
=

r cosφ (sinφ dr + r cosφ dφ)− r sinφ (cosφ dr − r sinφ dφ)

r2
= . . . = dφ .

Zadanie 2. Znajd¹ posta¢ formy ω = xdx+ydy
x2+y2 we wspóªrz¦dnych biegunowych Φ(r, φ) =

(r cosφ, r sinφ)).

Pull-back formy ró»niczkowej ma podobne znaczenie co zamiana zmiennych w caªce

Lemat 2. Rozwa»my dyfeomor�zm Φ : V → U , krzyw¡ zorientowan¡ Γ ⊂ V i form¦ ω ∈ Ω1(U)
wówczas ∫

Γ

Φ∗ω =

∫
Φ(Γ)

ω ,

gdzie orientacja krzywej Φ(Γ) jest indukowana z Γ.

Dowód. Rozwa»my dowoln¡ parametryzacj¦ wyj±ciowej krzywej, powiedzmy, γ : [a, b] → U . Wów-
czas po pierwsze, z de�nicji, ∫

Γ

ω =

∫
[a,b]

γ∗ω .



Ponadto φ−1(γ) : [a, b]→ V jest parametryzacj¡ krzywej Φ−1(Γ), a zatem, z de�nicji,∫
Φ−1(Γ)

Φ∗ω =

∫
[a,b]

(Φ−1(γ))∗Φ∗ω .

Na koniec ªatwo zauwa»y¢, »e dla dowolnej pary odwzorowa« Ψ : W → V i Φ : V → U mamy
Ψ∗ (Φ∗ω) = (Φ(Ψ))∗ω, sk¡d (Φ−1(γ))∗Φ∗ω = γ∗(Φ−1)∗Φ∗ω = γ∗ω, czyli∫

Φ−1(Γ)

Φ∗ω =

∫
[a,b]

(Φ−1(γ))∗Φ∗ω =

∫
[a,b]

γ∗ω =

∫
Γ

ω .

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ z formy ω = xdx+ydy
x2+y2 po ªuku elipsy E = {(2 cos t, 3 sin t) | t ∈

[0, π2 ]}.
Rozwi¡zanie:

γ : t 7−→ (2 cos t, 3 sin t) .

Zauwa»my, »e γ̇(t) = [−2 sin t, 3 cos t], zatem u»ywaj¡c standardowego wzoru mamy∫
E

ω =

∫
[0,π

2
]

2 cos t(−2 sin t) + 3 sin t(3 cos t)

4 cos2 t+ 9 sin2 t
dt =

∫
[0,π

2
]

5 sin t cos t

4 + 5 sin2 t
dt =

∣∣∣u = 4 + 5 sin2 t, du = 10 sin t cos tdt
∣∣∣ =

∫ 9

4

du

2u
=

1

2
lnu
∣∣∣9
4

= ln 3− ln 2 .

Sposób 2. Skorzystamy z wyników poprzedniego zadania: we wspóªrz¦dnych biegunowych nasza forma

przyjmuje posta¢ dr
r

= d(ln r), jest zatem dokªadna. Wobec tego∫
E

ω =

∫
Φ−1(E)

Φ∗ω =

∫
Φ−1(E)

d(ln r) = ln r
∣∣∣koniec
pocz¡tek

.

�atwo zauwa»y¢, ze wspóªrz¦dne biegunowe punktu pocz¡tkowego krzywej (2 cos 0, 3 sin 0) = (2, 3) to

r = 2 oraz φ = 0, za± punktu ko«cowego (2 cos π
2
, 3 sin π

2
) = (0, 3) to r = 3 oraz φ = π

2
. Zatem warto±¢

szukanej caªki wynosi ln 3− ln 2.

Zadania domowe na 21 maja:

Zadanie 4. Rozwa»my funkcje f, g ∈ C∞(U), gdzie U ⊂ Rn jest zbiorem otwartym.

Wyka», »e nast¦puj¡ce 1-formy s¡ równe

d(f · g) = g · df + f · dg .

Zadanie 5. Znajd¹ pullback Φ∗ω dla Φ(u, v) = (uv, u2, 3u+ v), ω = ydx+ xdz.

Zadanie 6. Rozwa»my odwzorowania Ψ : W → V , Φ : V → U i 1-form¦ ω ∈ Ω1(U).
Wyka», »e

Ψ∗ (Φ∗ω) = (Φ(Ψ))∗ω .



(Skªadanie cofni¦¢ to cofni¦cie przez zªo»enie.)


