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14. éwiczenia zdalne — 19 maja 2020.
Calka z formy rézniczkowej wzdluz krzywej, pull-back

Definicja. Cofnicciem (przeciggnieciem, albo pull-backiem) formy w € Q'(U) za pomoca odwzo-
rowania gtadkiego ® : V — U nazywamy forme ®*w € Q'(V) okreslong wzorem

" w(@)[v] = w(®(@))[dePlo]]

Innymi stowy, aby policzy¢ warto$é formy ®*w na wektorze v w punkcie & przepychamy ten wektor
do U za pomoca pochodnej ® i liczymy warto$¢ formy w na obrazie.
Uwaga: ® nie musi by¢ dyfeomorfizem, a nawet U i V nie muszg by¢ tego samego wymiaru!

Lemat 1. Dla funkcji f : U — R zachodzq wzory ®* f(x) = f(P(x)) (pull-back funkcji to po prostu
ztozenie) oraz ®*(df) = d(®* f) (przecigganie jest przemienne z operacjq rézniczki d). Z ich pomocq
mozna policzyé pull-back kazdej formy.

Zatem w praktyce, na przyktad, dla ® : (r,¢) — (x = rcos¢,y = rsing) i w = y>dz, aby obliczyé
d*w wstawiamy po prostu wyrazenia x =1rcos¢ iy =rsin¢ do wzoru na w:

®*(y?dz) = (rsin¢)® d(rcos¢) = r’sin® ¢(cos ¢ dr — rsin ¢ de) .

. . dy—ydz - .
Zadanie 1. Oblicz pull-back ®*w dla 6§ = % 1 ®(r,¢) = (rcos ¢, rsin@).
Rozwigzanie: Podstawiamy z = rcos ¢ oraz y = sin ¢ otrzymujac

%0 _rcos¢ d(rsin¢) — rsin¢ d(rcos ¢)

742
rcosd (sing dr +rcosp dp) —rsing (cos¢ dr —rsing dg) do
- =...=do.
Zadanie 2. Znajdz postac formy w = xjfgijgg‘y we wspohrzednych biegunowych ®(r, ¢) =

(rcos ¢, rsin @)).

Pull-back formy rézniczkowej ma podobne znaczenie co zamiana zmiennych w catce

Lemat 2. Rozwazmy dyfeomorfizm ® : V — U, kraywq zorientowang T C V i forme w € QY(U)

wWOWCZas
/Cb*w :/ w,
r o(I)

gdzie orientacja krzywej ®(T) jest indukowana z T.

Dowdd. Rozwazmy dowolna parametryzacje wyjsciowej krzywej, powiedzmy, v : [a,b] — U. Wow-

czas po pierwsze, z definicji,
/w 2/ Yw .
r [a;b]




Ponadto ¢~*(¥) : [a,b] = V jest parametryzacja krzywej ®'(T), a zatem, z definicji,

/ P*w :/ (@ (7)) P w .
®-1(r) [a,b]

Na koniec latwo zauwazy¢, ze dla dowolnej pary odwzorowan ¥ : W — Vi & : V — U mamy
T* (D*w) = (B(T))*w, skad (P71 (7)) P*w = v* (1) ®*w = y*w, czyli

/ @"wz/ (@ (7)) ®*w :/ 7w :/w.
>-1(T) [a,b] [a,b] r

Zadanie 3. Oblicz catke z formy w = ﬁj;?iizg}y po huku elipsy F = {(2cost,3sint) | t €
[0, 5]}
Rozwigzanie:
v :t+— (2cost,3sint) .
Zauwazmy, ze Y(t) = [—2sint, 3 cost], zatem uzywajac standardowego wzoru mamy

/ o _/ 2 cost(—2sint) —|—3sint(3cost)dt _ / 5sintcost
E [0, %] 4cos?t+ 9sint [0,Z] 4+ 5sin%t
Sdu 1

9
= 7lnu’ =In3—-1n2.
4

)u =4+ 5sin’t, du= IOSintcostdt‘ = —
4 2u 2

Sposob 2. Skorzystamy z wynikow poprzedniego zadania: we wspolrzednych biegunowych nasza forma

przyjmuje postac % =d(Inr), jest zatem dokladna. Wobec tego

N koniec
/w:/ @w:/ d(Inr) =1Inr .
E »—1(E) »-1(E) poczatek

Latwo zauwazy¢, ze wspolrzedne biegunowe punktu poczatkowego krzywej (2cos0,3sin0) = (2,3) to
r = 2 oraz ¢ = 0, za$ punktu koricowego (2cos 7,3sin ) = (0,3) to r = 3 oraz ¢ = 5. Zatem wartosc

szukanej calki wynosi In3 — In 2.

Zadania domowe na 21 maja:

Zadanie 4. Rozwazmy funkcje f,g € C*°(U), gdzie U C R" jest zbiorem otwartym.
Wykaz, ze nastepujace 1-formy sg réwne

d(f-g9)=g-df + f-dg .

Zadanie 5. Znajdz pullback ®*w dla ®(u,v) = (uv,u?,3u +v), w = ydz + xdz.

Zadanie 6. Rozwazmy odwzorowania ¥ : W — V, ® : V — U i 1-forme w € QY(U).
Wykaz, ze
T (D*w) = (B(V))*w .



(Sktadanie cofnie¢ to cofniecie przez ztozenie.)




