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13. ¢wiczenia zdalne � 14 maja 2020.

Caªka z formy ró»niczkowej wzdªu» krzywej, zamkni¦to±¢ a

dokªadno±¢

Zadanie 1. Wyka», »e warto±¢ caªki
∫
γ ω nie zale»y od wyboru konkretnej parametry-

zacji krzywej γ.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my parametryzacj¦ γ : [a, b]→ Rn i dyfeomor�zm φ : [c, d]→ [a, b]. Daj¡cy now¡

parametryzacj¦ η(s) = γ(φ(s)). Mamy∫
γ

ω =

∫ d

c

ω(η(s))[η̇(s)] ds =

∫ d

c

ω(γ(φ(s)))[γ̇(φ(s))φ′(s)] ds =

∫ d

c

ω(γ(φ(s)))[γ̇(φ(s))] φ′(s) ds =

∣∣∣t = φ(s), dt = φ′(s)ds
∣∣∣ = ± ∫ b

a

ω(γ(t))[γ̇(t)] dt ,

gdzie znak ± zale»y od tego czy reparametryzacja φ zachowuje orientacj¦, czy te» nie.

Zadanie 2. Oblicz caªk¦ z formy ω = (x + y)dx + (x − y)dy wzdªu» elipsy E =

{(x, y) | x2
a2

+ y2

b2
= 1} z orientacj¡ przeciwn¡ do ruchu wskazówek zegara.

Zadanie 3. Sprawd¹, »e forma ω = (x + y)dx + (x − y)dy jest zamkni¦ta (speªnia

warunek konieczny dokªadno±ci). Znajd¹ funkcj¦ f tak¡, »e df = (x+ y)dx+ (x− y)dy.
Zadanie 4. Oblicz caªk¦ z formy θ = xdy−ydx

x2+y2
po okr¦gu {(x, y) | x2 + y2 = 1} zorien-

towanym przeciwnie do ruchu wskazówek zegara.

Zadanie 5. Wyka», »e forma θ = xdy−ydx
x2+y2

nie jest dokªadna (to znaczy, »e nie istnieje

funkcja f : R2 → R taka, »e ω = df), ale jest zamkni¦ta, tzn. speªnione s¡ warunki

konieczne dla dokªadno±ci ω � pochodne cz¡stkowe
(

x
x2+y2

)′
x
i
(
−y

x2+y2

)′
y
s¡ równe.

Rozwi¡zanie:(
−y

x2 + y2

)′

y

=
−1

x2 + y2
+ (−1) −y(2y)

(x2 + y2)2
=

2y2 − (x2 + y2)

(x2 + y2)2
=
y2 − x2 + y2

(x2 + y2)2
oraz(

x

x2 + y2

)′

x

=
1

x2 + y2
+ (−1) x(2x)

(x2 + y2)2
=

(x2 + y2)− 2x2

(x2 + y2)2
=
y2 − x2 + y2

(x2 + y2)2
,

a wi¦c mamy zamkni¦to±¢ formy θ. Z drugiej strony wiemy, »e
∫
S1 θ = ±2π, a wi¦c nie mo»e to by¢

forma dokªadna.

Zadanie 6. Wyka», »e forma θ = xdy−ydx
x2+y2

jest dokªadna w R2 \ {(0, y) | y ≤ 0} i znajd¹
jak¡± jej funkcj¦ pierwotn¡.

Rozwi¡zanie: Rozwi¡zujemy standardowo � szukamy f(x, y) speªniaj¡cego warunki

f ′
x =

−y
x2 + y2

oraz f ′
y =

x

x2 + y2
,



sk¡d do±¢ ªatwo otrzymamy f(x, y) = arctan
(
y
x

)
+ C. Chwila namysªu pozwala stwierdzi¢, »e

f(x, y) =


arctan

(
y
x

)
dla x > 0

π
2

dla x = 0 i y > 0

π + arctan
(
y
x

)
dla x < 0

Jest funkcj¡ pierwotn¡. Mo»na zaobserwowa¢ skok o 2π przy przej±ciu przez usuni¦t¡ póªprost¡, co daje

inny dowód wªasno±ci
∫
S1 θ = ±2π.

Zadania domowe na 19 maja:

Zadanie 7. Oblicz caªk¦ z formy θ = xdy−ydx
x2+y2

po dowolnym okr¦gu nie zawieraj¡cym

zera w swoim wn¦trzu.

Zadanie 8. Oblicz caªk¦ z ω = (1 + sin y)dx + (2y + x cos y)dy wzdªu» krzywej

γ(t) = (t, sin2 t), gdzie t ∈ [0, 4π] zorientowanej w kierunku rosn¡cego t.


