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13. éwiczenia zdalne — 14 maja 2020.
Calka z formy rézniczkowej wzdtuz krzywej, zamknieto$é a
dokladnos$é

Zadanie 1. Wykaz, ze warto$¢ catki fww nie zalezy od wyboru konkretnej parametry-
zacji krzywej .

Rozwigzanie: Rozwazmy parametryzacje v : [a,b] = R™ i dyfeomorfizm ¢ : [¢,d] — [a, b]. Dajacy nowa
parametryzacje n(s) = y(é(s)). Mamy

d d d
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gdzie znak + zalezy od tego czy reparametryzacja ¢ zachowuje orientacje, czy tez nie.

Zadanie 2. Oblicz caltke z formy w = (z + y)dz + (x — y)dy wzdluz elipsy E =
{(z,9) | z—z + :‘é—; = 1} z orientacja przeciwna do ruchu wskazoéwek zegara.

Zadanie 3. Sprawdz, ze forma w = (z + y)dx + (x — y)dy jest zamknieta (spelnia
warunek konieczny doktadnosci). Znajdz funkcje f taka, ze df = (x +y)dx + (z — y)dy.

Zadanie 4. Oblicz calke z formy 6 = % po okregu {(z,y) | 22 + y? = 1} zorien-

towanym przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Zadanie 5. Wykaz, ze forma 6 = ””ig;gg‘x nie jest doktadna (to znaczy, ze nie istnieje

funkcja f : R? — R taka, ze w = df), ale jest zamknieta, tzn. spelnione sa warunki
/

/
konieczne dla doktadnosci w — pochodne czastkowe (IQ f_yQ)x i (xzjrny >y s3, réwne.

Rozwigzanie:
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a wiec mamy zamknieto$¢ formy 0. Z drugiej strony wiemy, ze fsl 0 = +2m, a wiec nie moze to by¢
forma doktadna.

Zadanie 6. Wykaz, ze forma 0 = Iig;gﬁﬂﬂ jest doktadna w R2\ {(0,y) | y < 0} i znajdz

jakas jej funkcje pierwotna.

Rozwigzanie: Rozwiazujemy standardowo — szukamy f(z,y) spelniajacego warunki

7Y o xz
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skad dos¢ latwo otrzymamy f(z,y) = arctan (%) + C. Chwila namystu pozwala stwierdzi¢, ze

arctan (%) dla x >0
fl@y) =473 dlaz=0iy>0
7 -+ arctan (%) dlaz <0

Jest funkcjg pierwotna. Mozna zaobserwowaé skok o 27 przy przejsSciu przez usunieta polprosta, co daje
inny dowod wlasnosci [g, 0 = +2m.

Zadania domowe na 19 maja:

Zadanie 7. Oblicz catke z formy 6 = % po dowolnym okregu nie zawierajacym
zera w swoim wnetrzu.

Zadanie 8. Oblicz catke z w = (1 + siny)dz + (2y + xcosy)dy wzdtuz krzywej
y(t) = (t,sin?t), gdzie t € [0, 47] zorientowanej w kierunku rosnacego t.




