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12. éwiczenia zdalne — 7 maja 2020.
Wprowadzenie do form rézniczkowych

Jedno-formy e; tworzone przez baze dualng do wybranej bazy standardowej {e1,ez,...,en} prze-
strzeni R™ mozemy interpretowaé jako formy dx,; zdefiniowane przez rézniczki i-tych funkcji wspdt-
rzednosciowych f(x) = i, tj.

dz;[v] = v; .

Wynika stad, e kazdy element w € Q(U) mozemy jednoznacznie przedstawic jako kombinacje

w(x) = fi(z)dzr + fo(z)dzz + ... fu(z)dzn ,

gdzie fi : U — R sq funkcjami gtadkimi. Od tej pory o 1-formach mozemy mysleé jak o napisach
takiej postaci.

Zadanie 1. Rozwazmy funkcje gtadka f : R® D U — R. Przedstaw 1-forme df w
postaci

g1dz1 + godwa + ... + gnday,
gdzie g; : U — R sa funkcjami gtadkimi.

Rozwigzanie: Mamy

Z 9a; ™ Z o (@ <Z oo dwz> o],

a zatem of
df Z a d$l7 CZyll g’b(w) 8131( )

Powstaje pytanie, czy kazda 1-forma w U C R"™ jest postaci w = df dla pewnej funkcji gtadkiej f €
C>(U)? O takiej formie bedziemy mdowili, ze jest dokladna, a odpowiadajgce jej funkcje f nazwiemy
funkcja pierwotna formy w.

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy 1-forma n = dz + (zcosy — 2y)dy € Q' (R?) ma funkcje
pierwotna?

Poprzednie zadanie mozemy uogdlnié w nastepujgcy sposob.

Zadanie 3. Wykaz, ze jesli forma w = g(z,y)dz + h(z,y)dy € Q'(R?) jest dokladna
(tzn. w = df dla pewnej funkcji gtadkiej), wowczas g;, = hi,.

O formach spelniajgcych powyzszy warunek konieczny doktadnosci bedziermny mowili, Ze sq zamkniete.
Po wprowadzeniu pojecia rézniczki zewnetrznej bedziemy mdowili ogdlniej, Ze forma w jest zamknieta, gdy
dw = 0. Kazda forma dokladna jest zamknieta. Naturalnie jest zapytaé sie, czy prawdziwe jest

stwierdzenie odwrotne. Okazuje sie, Ze nie, a odpowied? zalezy od topologii rozpatrywanej przestrzeni.



Relacjami miedzy doktadnosciq a zupetnosciq form rézniczkowych zajmuje sie teoria kohomologii de
Rhama.

Zadanie 4. Czy forma

w= (1+siny)dz + (xcosy — 2y)dy

jest zamknieta? Czy jest dokltadna? Jesli tak to jak wygladaja wszystkie funkcje pier-
wotne formy w?

Rozwigzanie: Latwo sprawdzi¢, ze (1 +siny)y = cosy = (x cosy — 2y)z, a wiec forma jest zamknieta.
Zastandéwmy sie teraz nad dokladnoscia. Jesli w = df woéwczas musieliby$my mieé

fr=1+siny oraz f,=xcosy—2y.
Traktujac kazde z tych réwnan z osobna jako réwnanie rézniczkowe jednej zmiennej widzimy, ze po-
tencjalne rozwiazanie f(z,y) musi by¢ postaci f(x,y) = x + xzsiny + h(y) oraz jednoczesnie postaci

zsiny —y® + g(x), skad ,
flz,y) =z +zsiny—y" +C .

Definicja. Rozwazmy 1-wymiarows podrozmaitosé I' C U C R™ zorientowana i 1-forme w € Q*(U).
Catkq z formy w po I nazywamy liczbe

fe=] PO

gdzie v : [a,b] — R" jest dowolng parametryzacja podrozmaitosci I zgodna z orientacja.
Uwagi:

1. Przez orientacje krzywej intuicyjnie rozumiemy wybor kierunku, w ktdrym poruszamy sie po
niej od jej punktu poczgtkowego do koricowego. Formalnie orientacja krzywej to wybdr nigdzie
nieznikajgcego pola wektoréw stycznych, przy czym dwa wybory uznajemy za réwnowazne, gdy
jeden jest przeskalowaniem drugiego przez funkcje stale dodatnig.

2. Parametryzacja krzywej v : [a,b] — ' C U jest zgodna z jej wybrang orientacjq, gdy pole wek-
tordw stycznych y(t) jest polem o ktérym mowa wyzej. Albo prosciej, jesli v(a) jest ustalonym
poczgtkiem, a v(b) koricem krzywej.

3. Wartosé frw nie zalezy od wyboru parametryzacyi .

4. Zmiana orientacji zmienia znak catki na przeciwny fr w=— fr/ w .

Jesli w(z) =3, fi(z)da’, gdzie f; € C°(U), wéwczas

b b
[o= [ S rawon= [ Eam).sma.

gdzie y(t) = (x1(t), ..., za(t)) zas F(x) := (f1(x), ..., fo(x)). Innymi stowy, mozemy interpretowaé
fr w jako prace sity F' wykonywang wzdtuz krzywej I'. Przy takiej interpretacyi widaé role orientacyi
— zaleznie od tego w ktdrg strone po krzywej ste poruszamy, albo sita wykonuje prace za nas, albo my
musimy pracowacé przeciw danej sile.

Definicja. Powiemy, ze forma w € Q'(U) ma wlasnosé niezaleznosci catki od drogi, gdy dla kazdych
dwoch krzywych zorientowanych I',T" C U o wspélnych poczatkach i koricach zachodzi

Joo= e

Idgc za duchem interpretacji fizycznej — formy ktdre majg powyzszq wtasno$é odpowiadajq sitom
zachowawczym.




Zadanie domowe na 14 maja:

Zadanie 5. Wykaz, ze kazda forma doktadna ma wlasno$é niezaleznosci catki od drogi,
doktadniej dla krzywej v : [a,b] — U C R™ zachdzi

/ af = F(4(b)) — F(v(a) .




