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Wprowadzenie do form ró»niczkowych

Jedno-formy e∗i tworzone przez baz¦ dualn¡ do wybranej bazy standardowej {e1, e2, . . . , en} prze-

strzeni Rn mo»emy interpretowa¢ jako formy dxi zde�niowane przez ró»niczki i-tych funkcji wspóª-

rz¦dno±ciowych f(x) = xi, tj.
dxi[v] = vi .

Wynika st¡d, »e ka»dy element ω ∈ Ω1(U) mo»emy jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacj¦

ω(x) = f1(x)dx1 + f2(x)dx2 + . . . fn(x)dxn ,

gdzie fi : U → R s¡ funkcjami gªadkimi. Od tej pory o 1-formach mo»emy my±le¢ jak o napisach

takiej postaci.

Zadanie 1. Rozwa»my funkcj¦ gªadk¡ f : Rn ⊃ U → R. Przedstaw 1-form¦ df w

postaci

g1dx1 + g2dx2 + . . .+ gndxn ,

gdzie gi : U → R s¡ funkcjami gªadkimi.
Rozwi¡zanie: Mamy

df(x)[v] =
∑
i

∂f

∂xi
(x) vi =

∑
i

∂f

∂xi
(x) dxi[v] =

(∑
i

∂f

∂xi
(x)dxi

)
[v] ,

a zatem

df =
∑
i

∂f

∂xi
(x)dxi, czyli gi(x) =

∂f

∂xi
(x) .

Powstaje pytanie, czy ka»da 1-forma w U ⊂ Rn jest postaci ω = df dla pewnej funkcji gªadkiej f ∈
C∞(U)? O takiej formie b¦dziemy mówili, »e jest dokªadna, a odpowiadaj¡c¡ jej funkcj¦ f nazwiemy

funkcj¡ pierwotn¡ formy ω.

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy 1-forma η = dx + (x cos y − 2y)dy ∈ Ω1(R2) ma funkcj¦

pierwotn¡?

Poprzednie zadanie mo»emy uogólni¢ w nast¦puj¡cy sposób.

Zadanie 3. Wyka», »e je±li forma ω = g(x, y)dx + h(x, y)dy ∈ Ω1(R2) jest dokªadna

(tzn. ω = df dla pewnej funkcji gªadkiej), wówczas g′y = h′x.

O formach speªniaj¡cych powy»szy warunek konieczny dokªadno±ci b¦dziemy mówili, »e s¡ zamkni¦te.

Po wprowadzeniu poj¦cia ró»niczki zewn¦trznej b¦dziemy mówili ogólniej, »e forma ω jest zamkni¦ta, gdy

dω = 0. Ka»da forma dokªadna jest zamkni¦ta. Naturalnie jest zapyta¢ si¦, czy prawdziwe jest

stwierdzenie odwrotne. Okazuje si¦, »e nie, a odpowied¹ zale»y od topologii rozpatrywanej przestrzeni.



Relacjami mi¦dzy dokªadno±ci¡ a zupeªno±ci¡ form ró»niczkowych zajmuje si¦ teoria kohomologii de

Rhama.

Zadanie 4. Czy forma

ω = (1 + sin y)dx+ (x cos y − 2y)dy

jest zamkni¦ta? Czy jest dokªadna? Je±li tak to jak wygl¡daj¡ wszystkie funkcje pier-
wotne formy ω?
Rozwi¡zanie: �atwo sprawdzi¢, »e (1 + sin y)y = cos y = (x cos y − 2y)x, a wi¦c forma jest zamkni¦ta.

Zastanówmy si¦ teraz nad dokªadno±ci¡. Je±li ω = df wówczas musieliby±my mie¢

f ′x = 1 + sin y oraz f ′y = x cos y − 2y .

Traktuj¡c ka»de z tych równa« z osobna jako równanie ró»niczkowe jednej zmiennej widzimy, »e po-

tencjalne rozwi¡zanie f(x, y) musi by¢ postaci f(x, y) = x + x sin y + h(y) oraz jednocze±nie postaci

x sin y − y2 + g(x), sk¡d
f(x, y) = x+ x sin y − y2 + C .

De�nicja. Rozwa»my 1-wymiarow¡ podrozmaito±¢ Γ ⊂ U ⊂ Rn zorientowan¡ i 1-form¦ ω ∈ Ω1(U).
Caªk¡ z formy ω po Γ nazywamy liczb¦∫

Γ

ω =

∫ b

a

ω(γ(t))[γ̇(t)]dt ,

gdzie γ : [a, b]→ Rn jest dowoln¡ parametryzacj¡ podrozmaito±ci Γ zgodn¡ z orientacj¡.

Uwagi:

1. Przez orientacj¦ krzywej intuicyjnie rozumiemy wybór kierunku, w którym poruszamy si¦ po

niej od jej punktu pocz¡tkowego do ko«cowego. Formalnie orientacja krzywej to wybór nigdzie

nieznikaj¡cego pola wektorów stycznych, przy czym dwa wybory uznajemy za równowa»ne, gdy

jeden jest przeskalowaniem drugiego przez funkcj¦ stale dodatni¡.

2. Parametryzacja krzywej γ : [a, b]→ Γ ⊂ U jest zgodna z jej wybran¡ orientacj¡, gdy pole wek-

torów stycznych γ̇(t) jest polem o którym mowa wy»ej. Albo pro±ciej, je±li γ(a) jest ustalonym
pocz¡tkiem, a γ(b) ko«cem krzywej.

3. Warto±¢
∫

Γ
ω nie zale»y od wyboru parametryzacji γ.

4. Zmiana orientacji zmienia znak caªki na przeciwny
∫

Γ
ω = −

∫
Γ′ ω .

Je±li ω(x) =
∑

i fi(x)dxi, gdzie fi ∈ C∞(U), wówczas∫
Γ

ω =

∫ b

a

∑
i

fi(γ(t))ẋi(t)dt =

∫ b

a

〈F (γ(t)), γ̇(t)〉dt ,

gdzie γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) za± F (x) := (f1(x), . . . , fn(x)). Innymi sªowy, mo»emy interpretowa¢∫
Γ
ω jako prac¦ siªy F wykonywan¡ wzdªu» krzywej Γ. Przy takiej interpretacji wida¢ rol¦ orientacji

� zale»nie od tego w któr¡ stron¦ po krzywej si¦ poruszamy, albo siªa wykonuje prac¦ za nas, albo my

musimy pracowa¢ przeciw danej sile.

De�nicja. Powiemy, »e forma ω ∈ Ω1(U) ma wªasno±¢ niezale»no±ci caªki od drogi, gdy dla ka»dych

dwóch krzywych zorientowanych Γ,Γ′ ⊂ U o wspólnych pocz¡tkach i ko«cach zachodzi∫
Γ

ω =

∫
Γ′
ω .

Id¡c za duchem interpretacji �zycznej � formy które maj¡ powy»sz¡ wªasno±¢ odpowiadaj¡ siªom

zachowawczym.



Zadanie domowe na 14 maja:

Zadanie 5. Wyka», »e ka»da forma dokªadna ma wªasno±¢ niezale»no±ci caªki od drogi,

dokªadniej dla krzywej γ : [a, b]→ U ⊂ Rn zachdzi∫
γ

df = f(γ(b))− f(γ(a)) .


