AM II.2 2019/20 (gr 3)

11. éwiczenia zdalne — 5 maja 2020.
Miara powierzchniowa, wprowadzenie do form rézniczkowych

Zadanie 1. Korzystajac z wynikéw zadania domowego i reguty Papussa-Guldina oblicz
calke z zadania 3 z poprzednich ¢wiczen.

Zadanie 2. Oblicz miare powierzchniowa torusa T = {(z,y,2,t) € R* | 22 +¢% =
R%2 22 +12 =12} CRL

Rozwigzanie: Rozwazmy parametryzacje torusa
®: (e, 8) — (Rcosa, Rsina,rcos 3, rsin3)

gdzie a, f € (0,27). Mamy v; := d®[es] = [—sina, cosa, 0,0] oraz vs := d®leg] = r[0,0, —sin 3, cos 3],
skad (v1,v1) = R?, (v1,v2) = 0 oraz (ve,v2) = r°. Stad juz tatwo wyliczymy, Ze odpowiedni wyznacznik
Gramma réwny 7 - R. Zatem

o2(T) 2/ r- R d*(aB) =27R- 277 .
(0,2m)2

Co ciekawe dostaliémy taki sam wynik jak dla torusa w R3!
Zadanie 3. Oblicz $rednia warto$é funkcji f(z) = dist(x,0Z)? na torusie a T? =

{(z,y,2,t) e R* | 2? +y* = R% 2> + t* = r?} CRL

Rozwigzanie: Srednia warto$¢ funkcji f na torusie to

1

(flr=2 = o2(T2) TZdez,

a wiec musimy scatkowaé rozwazang, funkcje po torusie i nastepnie podzieli¢ przez jego catkowity miare,
ktora jak juz wiemy wynosi o2(T?) = 47> Rr.

Pozostaje policzy¢ odpowiednia catke. Bedziemy korzystali z uzytej poprzednio parametryzacji

D : (a,8) — (Rcosa, Rsina, rcos 8, rsin )

gdzie «, B € (0,27). Jak juz wiemy odpowiedni pierwiastek z wyznacznika Gramma wynosi R -r. Nasza
funkcja to oczywiscie f(z,y, z,t) = 2 + 3* + t%, a zatem w parametryzacji f(¥(c, 8)) = R? 4 rsin® j.
Pozostaje przeprowadzi¢ rachunek

27 27
f doa :/ F(@(e, B) V/Gul(a, B) (e, B) = / / (R*+r’sin’ )Rr da df = ... =
T2 (0,2m)2 o Jo

2
42 Rr (32 + %) .

Ostateczenie (f)p2 = R* + é

Na marginesie drobna uwaga. Mozna zada¢ pytanie, czy rozwazana funkcja f jest mierzalna/catkowalna
wzgledem miary powierzchniowej o2 na torusie. Definicja miary powierzchniowej, ktéra mamy uzywa
parametryzacji (w tym przypadku ®) — sprowadzajac calke powierzchniowa do zwyklej calki Lebesgue’a
z f(®) - vV/Go w dziedzinie parametryzacji. Zatem mierzalno$é¢/catkowalnoéé funkcji f wzgledem miary
powierzchniowej sprowadza si¢ do pytania czy funkcja f(®(a, 8)) - /Ga(a, B) jest mierzalna/catkowalna



w zwyklym sensie w (0,27)? 3 (a, §).

Definicja. Niech U C R" 3 & = (z1,22,...,%,) bedzie zbiorem otwartym. Jedno-formag na U
nazywamy rodzine odwzorowari liniowych w(x) : R™ — R gladko indeksowana punktami zbioru U.
Innymi stowy, 1-forma to funkcja w : U x R" — R, gdzie zaleznosé¢ od & € U jest gladka, a zaleznosc
od v € R" jest liniowa (dla kazdego ustalonego x). (Dobrze jest mysle¢, ze w(x) to odwzorowanie
liniowe na przestrzeni stycznej To U ~ R".) Piszemy zwyczajowo (w(x),v) albo w(x)[v]. Zbiér
wszystkich jedno-form na U oznaczmy symbolem Q'(U).

Przyktad. Rozwazmy standardowa baze ei,es2,...,en w R"™ i odpowiadajaca jej baze dualne
el,es,...,e,. Elementy e; sa jedno-formami w R™ (trywialne zaleznymi od punktu = € R").
Mamy bowiem

ej (x)[v] =vi, gdzie v =[v1,v2,...,0s].

Ogolniej kazdy element w € Q' (U) mozemy jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacje
w(@) = fi(z) e1 + fa(®) €2+ ... fu(®) €,
gdzie f; : U — R sa funkcjami gladkimi.

Przyklad. Rozwazmy funkcje gladka f € C*°(U). Jej pochodna df w punkcie € U definiowali-
$my jako przeksztalcenie liniowe df(x) : To U — R. Wobec tego jest to naturalny (i najwazniejszy)
przyklad jedno-formy na U. Zwyczajowo oznaczmy ja symbolem df.

Zadanie domowe na 7 maja 2020:

Zadanie 4. Rozwazmy funkcje f(x) = x;, ktora punktowi & = (x1,x2,...,2,) € R”
przyporzadkowuje jego i-ta wspotrzedna. Wykaz, ze odpowiadajaca jej 1-forma df to e}.




