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11. ¢wiczenia zdalne � 5 maja 2020.

Miara powierzchniowa, wprowadzenie do form ró»niczkowych

Zadanie 1. Korzystaj¡c z wyników zadania domowego i reguªy Papussa-Guldina oblicz

caªk¦ z zadania 3 z poprzednich ¢wicze«.

Zadanie 2. Oblicz miar¦ powierzchniow¡ torusa T = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x2 + y2 =
R2, z2 + t2 = r2} ⊂ R4.
Rozwi¡zanie: Rozwa»my parametryzacj¦ torusa

Φ : (α, β) 7−→ (R cosα,R sinα, r cosβ, r sinβ) ,

gdzie α, β ∈ (0, 2π). Mamy v1 := dΦ[eα] = [− sinα, cosα, 0, 0] oraz v2 := dΦ[eβ ] = r[0, 0,− sinβ, cosβ],
sk¡d 〈v1,v1〉 = R2, 〈v1,v2〉 = 0 oraz 〈v2,v2〉 = r2. St¡d ju» ªatwo wyliczymy, »e odpowiedni wyznacznik
Gramma równy r ·R. Zatem

σ2(T ) =

∫
(0,2π)2

r ·R d2(αβ) = 2πR · 2πr .

Co ciekawe dostali±my taki sam wynik jak dla torusa w R3!

Zadanie 3. Oblicz ±redni¡ warto±¢ funkcji f(x) = dist(x, OZ)2 na torusie a T2 =

{(x, y, z, t) ∈ R4 | x2 + y2 = R2, z2 + t2 = r2} ⊂ R4.

Rozwi¡zanie: �rednia warto±¢ funkcji f na torusie to

〈f〉T2 =
1

σ2(T2)

∫
T2

f dσ2 ,

a wi¦c musimy scaªkowa¢ rozwa»an¡ funkcj¦ po torusie i nast¦pnie podzieli¢ przez jego caªkowit¡ miar¦,
która jak ju» wiemy wynosi σ2(T2) = 4π2Rr.

Pozostaje policzy¢ odpowiedni¡ caªk¦. B¦dziemy korzystali z u»ytej poprzednio parametryzacji

Φ : (α, β) 7−→ (R cosα,R sinα, r cosβ, r sinβ) ,

gdzie α, β ∈ (0, 2π). Jak ju» wiemy odpowiedni pierwiastek z wyznacznika Gramma wynosi R · r. Nasza
funkcja to oczywi±cie f(x, y, z, t) = x2 + y2 + t2, a zatem w parametryzacji f(Ψ(α, β)) = R2 + r sin2 β.
Pozostaje przeprowadzi¢ rachunek∫

T2

f dσ2 =

∫
(0,2π)2

f(Ψ(α, β))
√
GΨ(α, β) d2(α, β) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(R2 + r2 sin2 β)Rr dα dβ = . . . =

4π2Rr

(
R2 +

r2

2

)
.

Ostateczenie 〈f〉T2 = R2 + r2

2
.

Na marginesie drobna uwaga. Mo»na zada¢ pytanie, czy rozwa»ana funkcja f jest mierzalna/caªkowalna

wzgl¦dem miary powierzchniowej σ2 na torusie. De�nicja miary powierzchniowej, któr¡ mamy u»ywa

parametryzacji (w tym przypadku Φ) � sprowadzaj¡c caªk¦ powierzchniow¡ do zwykªej caªki Lebesgue'a

z f(Φ) ·
√
GΦ w dziedzinie parametryzacji. Zatem mierzalno±¢/caªkowalno±¢ funkcji f wzgl¦dem miary

powierzchniowej sprowadza si¦ do pytania czy funkcja f(Φ(α, β)) ·
√
GΦ(α, β) jest mierzalna/caªkowalna



w zwykªym sensie w (0, 2π)2 3 (α, β).

De�nicja. Niech U ⊂ Rn 3 x = (x1, x2, . . . , xn) b¦dzie zbiorem otwartym. Jedno-form¡ na U
nazywamy rodzin¦ odwzorowa« liniowych ω(x) : Rn → R gªadko indeksowan¡ punktami zbioru U .
Innymi sªowy, 1-forma to funkcja ω : U ×Rn → R, gdzie zale»no±¢ od x ∈ U jest gªadka, a zale»no±¢
od v ∈ Rn jest liniowa (dla ka»dego ustalonego x). (Dobrze jest my±le¢, »e ω(x) to odwzorowanie
liniowe na przestrzeni stycznej Tx U ' Rn.) Piszemy zwyczajowo 〈ω(x),v〉 albo ω(x)[v]. Zbiór
wszystkich jedno-form na U oznaczmy symbolem Ω1(U).

Przykªad. Rozwa»my standardow¡ baz¦ e1, e2, . . . , en w Rn i odpowiadaj¡c¡ jej baz¦ dualn¦
e∗1, e

∗
2, . . . , e

∗
n. Elementy e∗i s¡ jedno-formami w Rn (trywialne zale»nymi od punktu x ∈ Rn).

Mamy bowiem
e∗i (x)[v] = vi, gdzie v = [v1, v2, . . . , vn].

Ogólniej ka»dy element ω ∈ Ω1(U) mo»emy jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacj¦

ω(x) = f1(x) · e∗1 + f2(x) · e∗2 + . . . fn(x) · e∗n ,

gdzie fi : U → R s¡ funkcjami gªadkimi.

Przykªad. Rozwa»my funkcj¦ gªadk¡ f ∈ C∞(U). Jej pochodn¡ df w punkcie x ∈ U de�niowali-
±my jako przeksztaªcenie liniowe df(x) : Tx U → R. Wobec tego jest to naturalny (i najwa»niejszy)
przykªad jedno-formy na U . Zwyczajowo oznaczmy j¡ symbolem df .

Zadanie domowe na 7 maja 2020:

Zadanie 4. Rozwa»my funkcj¦ f(x) = xi, która punktowi x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

przyporz¡dkowuje jego i-t¡ wspóªrz¦dn¡. Wyka», »e odpowiadaj¡ca jej 1-forma df to e∗i .


