AM II.2 2019/20 (gr 3)

10. éwiczenia zdalne — 30 kwietnia 2020.
Miara powierzchniowa

Zadanie 1. Rozwazmy funkcje gtadka f : [a,b] — R, i niech ¥ bedzie powierzchnig, 2-
wymiarows powstaty przez obrot wykresu funkeji f wokot osi 0X. Znajdz wzor na pole 3.

I reguta Pappusa-Guldina. Dla powierzchni ¥ powstatej z obrotu wykresu funkcji f z poprzed-
niego zadania jej pole wynosi

b
o2(X) =27 | f(z)\/1+ f'(z)?de =2nl - (R) ,
gdzie | = j: vV 1+ f(x)?dx to diugosé wykresu, zas (R) = %fab f@)\/1+ f'(z)2dz to odlegltosé

Srodka masy wykresu od ost obrotu.

Zadanie 2. Przestaw wycinek sfery S?(0, R) C R3 ograniczony plaszczyznami z = a
iz =0, gdzie a,b € [—R, R] jako powierzchni¢ powstala przez obrot wykresu pewnej
funkcji wokot osi OZ. Korzystajac z reguty Papusa-Guldina oblicz pole tej powierzchni.

Zadanie 3. Polaczmy odcinkiem punkt (cos ¢, sin ¢, —1) okregu {22 +1y? = 1,2 = —1} z
punktem (cos (qb + g) ,sin (d) + g) , 1) okregu {z% +y? = 1,2 = 1}. Zbiér M definiujemy
jako sume wszystkich takich odcinkéw bez koricéw. Wykaz, ze M jest rozmaitodcia 2-
wymiarowa w R3 i oblicz catke

/M 2| doa (2) -

Rozwigzanie: Y.atwo wypisa¢ parametryzacje M:
D (t,d) —> (tcos¢+ (1 —1¢)cos (QH— g) ,tsing + (1 —t)sin ((;5—!— g) —t+(1 —t))
lub w bardziej zwartej formie
D (t,p) — (tcosp — (1 —t)sing,tsing + (1 —t)cosp,1 — 2t) .
Mamy
e1 :=d®(t, ¢)[e:] = [cos ¢ + sin ¢p, sin ¢ — cos ¢, —2] oraz
ez :=d®(t, p)[eg] = [—tsing — (1 —t) cos P, tcosp — (1 — t) sin ¢, 0]
Skad tatwo uzyskamy (e1,e1) = 6, {e1, e2) = —1 oraz (2, e2) = (1—t)? 412, a wiec odpowiedni wyznacznik

Gramma wynosi \/6(1 — )%+ 6t> — 1 = /12 (¢t — %)2 + 2. Ostatecznie

27 1 1 2 1 1 1 2
1:/ /|1—2t\ 12<t—7) +2dtd¢:47r/ 2<t—7) 12<t—7) +2dt=
o Jo 2 1 2 2

2 1 1
1 =

‘s: (t—%) ,ds:2<t—%>dt’:47?/4\/12~s+2ds:47r§-E~(125+2)% i :%”(5\/5—2\/5).
0 0




Inny sposéb Mozemy rozwazany zbiér potraktowaé jako powierzchnie powstala przez obrot wykresu
funkcji f(t) = /2 + (1 —t)?, gdzie z =1 —2t i t € (0,1) wokol osi OZ. Istotnie zauwazmy, ze

tcosg — (1 —t)sing = /12 + (1 — )2 ( L\/ﬁsian)): t2 4+ (1 — )2 cos(¢ + ¢o)

tsing 4+ (1 —t)cosp = /t2+ (1 —t)? ( sm¢+ (\/l) Cosd)) =/t?2+ (1 —t)?sin(¢ + ¢o) ,
(-0

gdzie cos ¢y = \/ﬁ isingo = e Po zamianie zmiennych z = 1 — 2¢ dostajemy f(z) =

Vo + 5 skad f(2) = 575

Korzystajac ze wzoru na pole powierzchni obrotowej pozostaje policzy¢ caltke

1 2 1 2
I:27T/ lz|f(2) - /14 f'(z dz—27r/1|z|f(z)1l1+4;7)2dz:27r/_1|z|1/f(z)2+zzdz:
271'/i\z| 3%—1— dz—47r/1z\/34£+%dz:...z%r(f)\/g—%/@.

Zadania domowe na 5 maja:

Zadanie 4. Przedstaw powierzchnie rozpatrywana w ostatnim zadaniu jako powierzch-
nie powstala przez obrét pewnej funkeji wokét osi z.




