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10. ¢wiczenia zdalne � 30 kwietnia 2020.

Miara powierzchniowa

Zadanie 1. Rozwa»my funkcj¦ gªadk¡ f : [a, b]→ R+ i niech Σ b¦dzie powierzchni¡ 2-

wymiarow¡ powstaª¡ przez obrót wykresu funkcji f wokóª osi 0X. Znajd¹ wzór na pole Σ.

I reguªa Pappusa-Guldina. Dla powierzchni Σ powstaªej z obrotu wykresu funkcji f z poprzed-

niego zadania jej pole wynosi

σ2(Σ) = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + f ′(x)2dx = 2πl · 〈R〉 ,

gdzie l =
∫ b
a

√
1 + f ′(x)2dx to dªugo±¢ wykresu, za± 〈R〉 = 1

l

∫ b
a
f(x)

√
1 + f ′(x)2dx to odlegªo±¢

±rodka masy wykresu od osi obrotu.

Zadanie 2. Przestaw wycinek sfery S2(0, R) ⊂ R3 ograniczony pªaszczyznami z = a
i z = b, gdzie a, b ∈ [−R,R] jako powierzchni¦ powstaª¡ przez obrót wykresu pewnej

funkcji wokóª osi OZ. Korzystaj¡c z reguªy Papusa-Guldina oblicz pole tej powierzchni.

Zadanie 3. Poª¡czmy odcinkiem punkt (cosφ, sinφ,−1) okr¦gu {x2+y2 = 1, z = −1} z
punktem

(
cos
(
φ+ π

2

)
, sin

(
φ+ π

2

)
, 1
)
okr¦gu {x2+y2 = 1, z = 1}. ZbiórM de�niujemy

jako sum¦ wszystkich takich odcinków bez ko«ców. Wyka», »e M jest rozmaito±ci¡ 2-

wymiarow¡ w R3 i oblicz caªk¦ ∫
M
|z|dσ2(z) .

Rozwi¡zanie: �atwo wypisa¢ parametryzacj¦ M :

Φ : (t, φ) 7−→
(
t cosφ+ (1− t) cos

(
φ+

π

2

)
, t sinφ+ (1− t) sin

(
φ+

π

2

)
,−t+ (1− t)

)
lub w bardziej zwartej formie

Φ : (t, φ) 7−→ (t cosφ− (1− t) sinφ, t sinφ+ (1− t) cosφ, 1− 2t) .

Mamy

e1 := dΦ(t, φ)[et] = [cosφ+ sinφ, sinφ− cosφ,−2] oraz

e2 := dΦ(t, φ)[eφ] = [−t sinφ− (1− t) cosφ, t cosφ− (1− t) sinφ, 0]

Sk¡d ªatwo uzyskamy 〈e1, e1〉 = 6, 〈e1, e2〉 = −1 oraz 〈e2, e2〉 = (1−t)2+t2, a wi¦c odpowiedni wyznacznik
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Inny sposób. Mo»emy rozwa»any zbiór potraktowa¢ jako powierzchni¦ powstaª¡ przez obrót wykresu

funkcji f(t) =
√
t2 + (1− t)2, gdzie z = 1− 2t i t ∈ (0, 1) wokóª osi OZ. Istotnie zauwa»my, »e

t cosφ− (1− t) sinφ =
√
t2 + (1− t)2

(
t
√
. . .

cosφ− (1− t)
√
. . .
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√
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√
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√
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√
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gdzie cosφ0 = t√
t2+(1−t)2

i sinφ0 = (1−t)√
t2+(1−t)2

. Po zamianie zmiennych z = 1 − 2t dostajemy f(z) =√
z2

2
+ 1

2
, sk¡d f ′(z) = z

2f(z)
.

Korzystaj¡c ze wzoru na pole powierzchni obrotowej pozostaje policzy¢ caªk¦
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Zadania domowe na 5 maja:

Zadanie 4. Przedstaw powierzchni¦ rozpatrywan¡ w ostatnim zadaniu jako powierzch-

ni¦ powstaª¡ przez obrót pewnej funkcji wokóª osi z.


