
AM II.2 2019/20 (gr 3)

1. ¢wiczenia zdalne � 12 marca 2020.

Na pocz¡tku doko«czmy robi¢ ostatnie zadanie z poprzednich ¢wicze« innym sposobem. Przypomn¦, »e

mieli±my pomysª aby zastosowa¢ pewn¡ zamian¦ zmiennych, która upro±ci nasz¡ caªk¦ (i funkcj¦ i zbiór).

Mo»na to zrobi¢ nieco pro±ciej ni» zacz¡ª ostatnio Pan Juranda. Wskazówka dla Pa«stwa: gdyby napisa¢,

»e x− y = z i x+ y = t to i funkcja i zbiór wygl¡daªyby pro±ciej. Prosz¦ odzyska¢ z tych dwóch równa«

x i y jako funkcj¦ z i t (a wi¦c zamian¦ zmiennych (x, y) = Φ(z, t)) i zastosowa¢ twierdzenie o zamianie

zmiennych.

Zadanie 1. Oblicz caªk¦∫
{|x−y|<1}

exp(−|x+ y|)dλ2(x, y) .

A oto kolejne zadanie, w którym wªa±ciwe podstawienie powinno istotnie upro±ci¢ rachunki. Polecam

spróbowa¢ znale¹¢ tak¡ sprytn¡ zamian¦ i alternatywnie spróbowa¢ policzy¢ te» caªk¦ z twierdzenia Fu-

bini'ego bez zamiany zmiennych. Porównanie obu sposobów powinno da¢ Pa«stwu do my±lenia.

Zadanie 2. Oblicz miar¦ zbioru

A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x, 0 < y,
1

2
<
y

x
< 2, 1 ≤ xy ≤ 2} .

Obiecaªem Pa«stwu podsumowanie o problemie caªkowalno±ci funkcji. Tymczasem na wykªadzie pojawiªy

si¦ wreszcie funkcje mierzalne i twierdzenie Tonelli'ego, w zwi¡zku z czym postanowiªem »e kwestiom

mierzalno±ci i caªkowalno±ci po±wi¦cimy caªe nast¦pne ¢wiczenia, »eby teraz nie miesza¢ Pa«stwu w

gªowach.

Profesor Mormul prosiª o policzenie na ¢wiczeniach n-wymiarowej miary Lebesgue'a zbioru

An,p := {x ∈ Rn | |x1|p + |x2|p . . .+ |xn|p ≤ 1} ,

a wi¦c kuli jednostkowej w p-normie w Rn. Oznaczmy t¡ miar¦ ln(An,p) = λn,p. Zadanie jest do±¢

pracochªonne, wi¦c zrobimy je w kilku etapach. Zacznijmy od przypomnienia wªasno±ci funkcji Γ.

Zadanie 3. (Funkcja Γ i jej wªasno±ci.) Funkcj¦ Γ de�niujemy wzorem

Γ(a) =

∫ ∞
0

ta−1e−tdt .



Poka», »e

(a) Γ(1) = 1,

(b) Γ(a+ 1) = a · Γ(a),

(c) Γ
(
1
2

)
=
√
π.

Aby umotywowa¢ wprowadzenie kolejnej funkcji specjalnej policzmy miar¦ λ2,p = l2(A2,p).

Zadanie 4. Wyka», »e

λ2,p =
4

p
·
∫ 1

0
t
1
p
−1

(1− t)
1
p dt .

Okazaªo si¦, »e λ2,p wyra»a si¦ przez tak zwan¡ funkcj¦ beta. Co ciekawe mo»na j¡ elegancko wyrazi¢

przez funkcj¦ Γ.

Zadanie 5. (Funkcja beta) Dla liczb rzeczywistych a i b zde�niujmy funkcj¦ B(a, b)
wzorem

B(a, b) =

∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1dt .

Wyka», »e zachodzi nast¦puj¡ca to»samo±¢

B(a, b) =
Γ(a) · Γ(b)

Γ(a+ b)
.

Wskazówka: Policz caªk¦ z funkcji f(t, s) = ta−1 · e−t · sb−1 · e−s po zbiorze R+×R+ 3 (t, s) dwoma

sposobami � za pomoc¡ twierdzenia Fubini'ego i za pomoc¡ pewnej zamiany zmiennych (Uwaga:

wymy±lenie wªa±ciwej zamiany zmiennych nie jest zupeªnie trywialne � niecierpliwi mog¡ zajrze¢ do

podpowiedzi.)

Teraz mamy ju» wszystkie narz¦dzia by policzy¢ λn,p, co zostaje dla Pa«stwa zadaniem domowym :-)

Zadanie domowe na 19 marca 2020:



Zadanie 6. Wyka», »e n-wymiarowa miara Lebesgue'a zbioru

An,p := {x ∈ Rn | |x1|p + |x2|p . . .+ |xn|p ≤ 1} ,

wynosi

λn,p = 2n
Γ
(
1
p + 1

)n
Γ
(
n
p + 1

) .

I jeszcze proste zadanie na twierdzenie Fubini'ego.

Zadanie 7. Niech A = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 < x < 1, 0 < x + y < 1, 0 < z < 1
x+y+1}.

Oblicz caªk¦ ∫
A

1

(x+ y + 1)2
dλ3(x, y, z) .

Wskazówki

• Zadanie 2: zamie« to co brzydkie (xy i xy) na co± ªadniejszego (na przykªad nowe

zmienne z i t) i zobacz jakiej zamianie zmiennych (z, t) 7→ (x, y) to odpowiada.

• Zadanie 3: (b) Caªkowanie przez cz¦±ci, (c) U»yj odpowiedniej zamiany zmien-

nych, by sprowadzi¢ do caªki z e−x
2
.

• Zadanie 4: u»yj twierdzenia Fubini'ego.

• Zadanie 5: podstaw s+ t = w oraz t = zw i odczytaj z tego zamian¦ zmiennych

t = t(w, z), s = s(w, z).

• Zadanie 6: przeprowad¹ dowód przez indukcj¦ po n korzystaj¡c z twierdzenia

Fubini'ego, podobnie jak przy liczeniu λ2,p.

• Zadanie 7: wykonaj kolejno caªkowania po z, y i x.


