AM II.2 2019/20 (gr 3)

1. éwiczenia zdalne — 12 marca 2020.

Na poczgtku dokoriczmy robié ostatnie zadanie z poprzednich cwiczen innym sposobem. Przypomne, ze
mielismy pomyst aby zastosowaé pewng zamiane zmiennych, ktdra uprosci naszq catke (i funkcje i zbidr).
Mozna to zrobi¢ nieco prosciej niz zaczql ostatnio Pan Juranda. Wskazéwka dla Paristwa: gdyby napisad,
Zex—y=ztx+y==ttot funkcja i zbior wygladalyby prosciej. Prosze odzyskaé z tych dwdch réwnani
x 1y jako funkcje z i t (a wiec zamiane zmiennych (z,y) = ®(z,t)) i zastosowaé twierdzenie o zamianie

zmiennych.

Zadanie 1. Oblicz calke

/ exp(—|z + y|)d\3(z,y) .
{lz—yl<1}

A oto kolejne zadanie, w ktdrym wlasciwe podstawienie powinno istotnie uproScié rachunki. Polecam
sprébowaé znaleZé takq sprytng zamiane i alternatywnie sprébowaé policzyé tez catke z twierdzenia Fu-

bini’ego bez zamiany zmiennych. Pordwnanie obu sposobdw powinno daé Paristwu do myslenia.

Zadanie 2. Oblicz miare zbioru

Y

1
A:{(:U,y)GRQ]0<:L‘,0<y,§<—<2,1§xy§2}.
x

Obiecatem Panstwu podsumowanie o problemie catkowalno$ci funkcji. Tymczasem na wykladzie pojawity
sie wreszcie funkcje mierzalne i twierdzenie Tonelli’ego, w zwigzku z czym postanowitem zZe kwestiom
mierzalnosci ¢ catkowalnosci poSwiecimy cale nastepne cwiczenia, zZeby teraz mie mieszaé¢ Panstwu w

gtowach.

Profesor Mormul prosit o policzenie na éwiczeniach n-wymiarowej miary Lebesgque’a zbioru
— n p p p
Any = {@ €R™ | Jaa]? + [a2f? ...+ 2al” <1},

a wiec kuli jednostkowej w p-normie w R™. Oznaczmy tq miare ln(Anp) = Anp. Zadanie jest dosé

pracochtonne, wiec zrobimy je w kilku etapach. Zacznijmy od przypomnienia wtasnosci funkcji T.

Zadanie 3. (Funkcja I' i jej wlasno$ci.) Funkcje I' definiujemy wzorem

I'(a) :/ t7le~tde .
0




Pokaz, 7e

(a) T(1) = 1,

(b) T(a+1) =a-T(a),
(c) T(3) = V7.

Aby umotywowaé wprowadzenie kolejnej funkcji specjalnej policzmy miare Ao p = l2(Azp).

Zadanie 4. Wykaz, ze

4 [t 1
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Okazato sie, Ze A\2p wyraza sie przez tak zwang funkcje beta. Co ciekawe mozna jg elegancko wyrazié

przez funkcje T.

Zadanie 5. (Funkcja beta) Dla liczb rzeczywistych a i b zdefiniujmy funkcje B(a, b)
WZOorem

1
Bla,b) = / 11— phtde
0
Wykaz, ze zachodzi nastepujaca tozsamosc¢

I'(a)-T'(b
Bla,b) = S TO)
I'(a+0b)
Wskazowka: Policz catke z funkeji f(t,s) =t 1-et-s*"1.e™% po zbiorze Ry x Ry 3 (t,s) dwoma
sposobami — za pomocq twierdzenia Fubini’ego i za pomocq pewnej zamiany zmiennych (Uwaga:
wymyslenie wtasciwej zamiany zmiennych nie jest zupetnie trywialne — niecierpliwi mogq zajrzeé do

podpowiedzi.)

Teraz mamy juz wszystkie narzedzia by policzyé \n p, co zostaje dla Panstwa zadaniem domowym :-)

Zadanie domowe na 19 marca 2020:



Zadanie 6. Wykaz, ze n-wymiarowa miara Lebesgue’a zbioru
Ay i={@ €R" [ [0l + [22]” ...+ aal < 1} ,

wynosi

I jeszcze proste zadanie na twierdzenie Fubini’ego.

Zadanie 7. Niech A = {(z,9,2) € R} |0<2<1,0<z+y<1,0<z< ——

Ty+iJ-
Oblicz catke
1
A\ (z,y,2) .
i)

Wskazowki

e Zadanie 2: zamien to co brzydkie (% i xy) na cos$ tadniejszego (na przyklad nowe
zmienne z i t) i zobacz jakiej zamianie zmiennych (z,t) — (z,y) to odpowiada.

e Zadanie 3: (b) Catkowanie przez czesci, (¢) Uzyj odpowiedniej zamiany zmien-
nych, by sprowadzi¢ do catki z e

e Zadanie 4: uzyj twierdzenia Fubini’ego.

e Zadanie 5: podstaw s+t = w oraz t = zw i odczytaj z tego zamiane zmiennych
t=t(w,z), s=s(w,z).

e Zadanie 6: przeprowadz dowdd przez indukcje po n korzystajac z twierdzenia
Fubini’ego, podobnie jak przy liczeniu Ag .

e Zadanie 7: wykonaj kolejno catkowania po z, y i z.



