AM II.2 2019/20 (gr 3).
Zadania przygotowawcze do egzaminu

Aktualizacja: 16 czerwca 2020

1 Podstawy — wlasno$ci arytmetyczne, pullback, rézniczka
zewnetrzna

Zadanie 1. Zapisz nastepujace 1-formy w bazie {dz,dy, dz}:

a) = d(sin(z%y)) + y d(cos(zy?)),

b) exp(—z —y + z) d(exp(x + y + 2)),

c) d(z cosy cosz)

Zadanie 2. Wykaz, ze jesli n € Q2(R?) to n/An = 0. Podaj przyktad 2-formy v € Q?(R?)
takiej, ze v Av # 0.

Zadanie 3. Rozstrzygnij, czy nastepujace 1-formy sa zamkniete/dokladne i ewentualnie
znajdz funkcje pierwotne.

a) w = cos(z + y)dz + cos(z + y)dy,

b) w= 2 dz+

1+x4y2 dy7

332
1+:c4y2
¢) w = 2zxyexp(z?y)dr + z2 exp(x?y)dy,

d) w=a23dz + (v° + 2?)dy.

Zadanie 4. Oblicz pullback ®*w dla:
a) w=ay dr+2zdy —ydzi ®(u,v) = (uv,u?,3u +v),
b) w = 4xzdx 4+ 9y dy i ®(r,p) = (3r cos @, 2rsin @),

¢) w=xdy —ydei®(r,¢) = (3rcose,2rsing).

Zadanie 5. Oblicz rézniczke zewnetrzng form

a) 2?21(—1'1‘)i+1d$1 Adxo A ... Adxj—g Adzisr Ao Adoy,.



b) detdF(z1,x2) dz1 Adxg, gdzie F = (f1, f2) : R? — R? jest odwzorowaniem gtadkim.

¢) fi(z1,x3) dzt Adad + fo(z1,22) dzy Adwg + f3 (w2, 23)dze A ds, gdzie fi, f2, f3 :
R? — R to funkcje gladkie.

d) Y r_ (=D (fOkg — gorf)dzr A ... dxg_y Adagsr A ... Adzy, gdzie f,g: R* — R
sa funkcjami gtadkimi.

Zadanie 6. Czy forma

2 2
T4 —y 2zxy
= d
YT @22 ™ (22 + 42)2

dy
jest zamknieta/dokltadna na R? \ {0}?

Zadanie 7. Dla wektora a = (ag, as,a3) € R? definiujemy forme wq := a; dzi+as dzo+
a3 dxs. Wykaz ze wg A wp = 0 wtedy i tylko wtedy gdy wektory a i b sa liniowo zalezne.

Zadanie 8. Dla wektora a = (a1, az,a3) € R? definiujemy forme wq := a1 dzy +az dzs+
as drs. Rozwazmy teraz dowolna 1-forme o w R? i niech

wag N =c1 dzo Adxg 4+ co deg Adxy + c3 deg Adxs .

Wykaz, ze wektor ¢ = (c1, 2, ¢3) jest prostopadly do a.

Zadanie 9. Dla pola wektorowego F = (f,g,h) : R® — R? definiujemy 1-forme wp :=
f dz1 4+ g dze + h das oraz 2-forme ng = f deo Adrs+g des Adxy +h dzg Adzy. Oblicz
rozniczke zewnetrzng form wg i nE oraz wg 1 ng dla pol wektorowych F(z,y, z) = [z, y, 2]
oraz G(x,y,z) = [£, £, 4].

z'x'xw
(W klasycznym jezyku: Oblicz rotacje i dywergencje pdl F(x,y, z) = [z, vy, z] oraz G(z,y, z) =

2%l

Zadanie 10. Rozwazmy forme w = dz A dy + dz A dw € Q?(R?). Rostrzygnij, czy
istnieja 1-formy a, 8 € Q' (R*) takie, ze w = a A 57



Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Rozwigzanie: a)(cos(x?y)2z?y — sin(zy?)y®)dz + (cos(z?y)z® — sin(zy?)2zy?)dz;

b) e**(dz + dy + dz);

c) cosycosz dr — wsinycosz dy — x cosysin z dz.

Zadanie 2. Rozwigzanie: Latwo zauwazy¢, ze 1 An bytoby 4-forma w R*, co jest niemozliwe. Inny

sposob: iloczyn dowolnych dwoch posréd 2-form bazowych {dz A dy,dy A dz,dz A dz} daje zero.
Przyktad w R* 3 (z,y, 2,t) to n = dz A dy + dz A dt. Wowcezas

nAn=2dzAdyAdzAdt.

Zadanie 3. Rozwigzanie: a), b), c) formy sa i zamkniete i dokladne. Funkcje pierwotne to,

odpowiednio: sin(z + y), arctg(z?y) i exp(z?y). d) dw = 2z dz A dy # 0 — forma nie jest zamknieta,
wiec tez nie jest dokladna.
Zadanie 4. Rozwigzanie: a) (v®v 4+ 9u® + duv)du + (u'v — v?)dv, b) 367 dr, ¢) 612 do.

Zadanie 5. Rozwigzanie: a) [0 (i+1)(2i)"] dz1 A ... A dzn, b) 0 - rozwazana forma to
dfs Adfa, €) 0, d) [£(5, 29) — 9(S, 2f)] der A... A da.

Zadanie 6. Rozwigzante: Forma jest i dokladna i zamknieta: w =d (ﬁ)

Zadanie 7. Rozwigzanie: Sposob 1. Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze

Wa N\ Wp = (CLQ bz — a3 b2)d1‘1 A dxs + (CL3 b1 — a1 b3)d1’3 Adxy + (a1 by — b1 ag)dl‘1 ANdzs ,

skad wq A wp = 0 wtedy i tylko wtedy gdy réwne sg proporcje % = ’Z—z = Z—:.

Sposob bardziej geometryczny. Wprowadzmy oznaczenia: wq(v) = (a@,v) oraz na.(v,w) = (a,v X w).
Zatem wq = a1 dx1 +a2 dra+as drs oraz ne = a1 dra Adzs + a2 des Adx1 +as dzi Adze. Zauwazmy, ze
WOWCZas Wa A wWp = Naxb. Oczywiscie a x b = 0 wtedy i tylko wtedy gdy wektory a i b sa wspolliniowe.
Zadanie 8. Rozwigzanie: Sposob 1. Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, przyjmujac na

przyktad o = b1 da1 + b2 dae + bs daxs woéwczas
wAoa= ((12 bz — asz bg)d$1 Adxs + (a3 b1 — a1 b3)dCC3 Adx1 + (a1 by — by ag)dxl Adxe ,

skad
(a,c) = al(ag b3 — as bz) —|—a2(a3 bl — al bg) —|—a3(a1 b2 — b1 (12) =...=0.

Spos6b bardziej geometryczny. Wprowadzmy oznaczenia: wq(v) = (@, v) oraz nq(v,w) = (a,v X w).
Zatem wq = a1 dz1 + a2 dx2 + a3 dzs oraz ne = a1 dre Adxs + a2 dzs Adz1 + a3 dri Adze. Zauwazmy,
Ze WOWCZas Wa A Wp = Naxb- A poniewaz kazda jedno-forma o w RrR? jest postaci o = wp dla pewnego
pola wektorowego b, mamy c=a x b L a.

Zadanie 9. Rozwigzanie: Uzupelnic opis formowy...
rot F = [0,0,0], divF = 3, rot G = [0,y(55 — =), —2(% + =)]; divG = 0.
Zadanie 10. Rozwigzanie: Nie. JeSliw =aABtowAw=aAaABAB =0 (uwaga: tozsamosé

a A a = 0 zachodzi dla wszystkich form nieparzystego stopnia, ale niekoniecznie dla form parzystego
stopnia). Tymczasem w A w = 2dx A dy A dz A dw # 0.



2 Calkowanie form na rozmaitosciach, twierdzenie Stokes’a

Zadanie 1. Rozwazmy funkcje gladkie jednej zmiennej f,g,h : R — R i 1-forme
w = f(z)dz + g(y)dy + h(z)dz € QY(R3). Wykaz, ze w ma wlasnosci niezaleznogci catki
od drogi.

Zadanie 2. Oblicz catke
/ (z* — y)dz + zydy ,
(&

gdzie C jest tukiem paraboli 2 = 8z zorientowanym od punktu (0,0) do punktu (2,4).

Zadanie 3. Oblicz catke
[ @ o+ (@ -y,
D

gdzie D to tuk paraboli 2 = x zorientowany od (1,1) do (1, —1).

x
x2 +y2

Zadanie 4. Oblicz catke z formy w = w{ny dx+
kwadratu:

dy po konturze bedacym brzegiem

a) o $rodku (3,3) i boku dtugosci 1
b) o srodku (1,1) i boku dlugosci 3.

Zadanie 5. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa

{x = acos®(t)

y = asin®(t) ,

gdzie t € [0, 27].

Zadanie 6. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa {(x,y) € R? | z > 0 >
y, vt — xy? — 3 = 0}. Wskazdwka: rozwaz punkty krzywej lezace na prostej y = —tz.

Zadanie 7. Oblicz catke z formy 23dy A dz po poléwce torusa sparametryzowane;
nastepujaco

x = (4+ cosa)cosf

y = (44 cosa)sinf

z =sina ,

gdzie a € [0,27] i 6 € [0, 7]. Przyjmujemy orientacje torusa jako brzegu pelnego torusa.



Zadanie 8. Oblicz caltke z 2-formy
w=(y? —2)dy Adz + (z — z)dz Adz + (222 — y)dz A dy

po powierzchni M powstatej w wyniku obrotu cykloiody opisanej parametrycznie z(t) =
t —sint, y(t) = 0, z(t) = 1 — cost, gdzie t € [0, 7] wokot prostej x = m, y = 0. Wektor
normalny zewnetrzny do M w punkcie (7,0,2) to [0,0,1].

Zadanie 9. Obliczy¢ catke z (k — 1)-formy

k
w = Z(—l)jxjdazl ANdxg A--- Adxj_qg Adxjpr A--- Aday
j=1

po sferze jednostkowej S*~1(0,1) C RF, z naturalng orientacja sfery jako brzegu kuli
jednostkowej B¥(0,1) c R*.

Zadanie 10. Dla pola wektorowego F(z,y,z) = (2% + 3? + 22,0,0) oraz obszaru
Q = [0,1]3, policz niezalezmie od siebie calki [, (2 +y® + 2%)dy Adz oraz [y, (F,n)do?,
gdzie n to wektor normalny zewnetrzny.

Zadanie 11. Rozmaitos¢ M = {(z,y,2) | (z — 2)? + 49 + (1 — 2)? = 4} jest zorien-
towana tak, ze strona ujemna jest widoczna z punktu (0,0,0). Oblicz catke z formy
n=xdyAdz+ (y—1)dz Adx+ (24 1)dz Ady po rozmaitosci M. (W wersji klasycznej:
blicz strumien pola wektorowego F(x,y,z) = [r,y — 1,2 + 1] przez M.)

Zadanie 12. Rozstrzygnij, czy 2-forma

(zdy — ydx) A (udx — wdu)

T @ )

jest zamknieta? Czy jest doktadna?



Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Rozwigzanie: Sposéb 1. Rozwazmy dowolng droge w R® sparametryzowana nastepujaco
[a,0] 3 t — (2(t), y(1), 2(t)) € R .

Wowczas

/w = /[ .y [f () (®) +9(y(t)g(t) + h(2()2()] dt = F(z(t)) + G(y(t)) + H(=(1))|

v a,

gdzie F; G, H oznaczaja, odpowiednio, calki nieoznaczone z funkcji f, g i h.

Sposob 2. Forma w jest zamknieta (dw = 0). Rozwazmy teraz dowolne dwie drogi 71 i 72 laczace dwa
ustalone punkty p,q € R3. Rozwazmy hiperpowierzchnie S rozpieta miedzy tymi krzywymi, a wiec
0S = 71 U7z (gorna kreska oznacza zmieniong orientacje — patrz rysunek — dodaé). Z twierdzenia Stokesa

mamy
O:/O:/dw:/w:/ w:/w—i—/w:/w—/w,
S S oS y1 U~z Y1 2 Y1 Y2
a wiec Lw=J),w
Zadanie 2. Rozwigzanie: Odp. 2.

Zadanie 3. Rozwigzanie: Odp. —2, wskazowka: w = d(zy + % - %)
Zadanie 4. Rozwigzanie: Odp. a) 0, b) 2w. Najprosciej zauwazyé ze we wspotrzednych bieguno-

wych (r, ¢) forma przyjmuje postaé de.

Zadanie 5. Rozwiqzanie: Odp. 2m. Wsk. cos(t)sin?(t) = £ sin®(2t)(1 + cos(2t))

Zadanie 6. Rozwigzanie: Odp. 5>

515+
Zadanie 7. Rozwigzante: Odp. %7‘(2.
Zadanie 8. Rozwigzanie: Odp. 0. Z tw. Stokes’a, dw = 0, w zwiazku z czym wystarczy policzy¢

catke powierzchniowa z w po dysku D = {(z,y,2) € R® | (z — 7)? +y* = 7%,z = 0}.

Zadanie 9. Rozwigzanie: Odp. k- \*(B*(0,1)). Korzystamy 7 tw. Stokes’a: dw = k - vol, gdzie
vol = dz1 Adza A ... Adzy to standardowa forma objetosci w R¥.

Zadanie 10. Rozwigzanie: Odp. 1.

Zadanie 11. Rozwigzanie: Rozwazany zbior to elipsoida. Z tw. Stokes’a wystarczy policzy¢ 3
krotna objetos¢ jej wnetrza, co latwo zrobi¢ zmieniajac liniowo zmiennenat =z —2, s =2y, u =1—2z.
Zadanie 12. Rozwigzanie:  Forma jest postaci w = a A 8, gdzie da = 0 = dS. Wo-

bec d(a A B) = da A B £ a A dB zachodzi dw = 0. Forma nie jest zamknieta: Rozwazmy rozma-
itos¢ T = S x §2 ¢ R* Wobec 0T = 0 gdyby zachodzilo w = dn mieliby$my z Tw. Stokesa
Jrw=[pdn= [ypn=0. Tymczasem [[w= [ g aNB=[ga [uB= +(2m)*.



3 Orientacja

Na poczgtek troche teorii

Definicja. Rozwazmy przestrzen wektorowa V. Na zbiorze baz tej przestrzeni wprowadzmy relacje
réwnowaznosci:
{vi,v2,...,0n} ~ {wr,wa,...,wn}
wtedy i tylko wtedy gdy macierz przejécia miedzy tymi bazami ma dodatni wyznacznik.
Orientacjg V nazywamy wybor jednej z dwoch klas réwnowaznosci powyzszej relacji

Definicja. Orientacjq rozmaitosci N C R™ nazywamy lokalnie zgodny wybor orientacji kazdej jej prze-
strzeni stycznej T), N, gdzie p € N.

Nie kazda rozmaitos¢ daje sie zorientowa¢ (np. wstega Mdbiusa). Jesli sie da to moéwimy o rozmaitosci
orientowalnej. Rozmaito$¢ z konkretnie wybrang orientacja nazywamy rozmaito$ciq zorientowang.

Podstawowe fakty:

1. Rozmaitos¢ N C R™ klasy C' bedgcg brzegiem rozmaitosci n-wymiarowej M C R™ jest oriento-
walna.

2. Jesli N C R™ jest orientowalna, to podrozmaitosé N' C N tego samego wymiaru co N réwniez
jest orientowalna.

3. Rozmaito$é orientowalna ¢ spéjna ma doktadnie dwie orientacje, wyznaczone przez orientacje
jednej konkretnej przestrzeni stycznej.

Sposoby definiowania orientacji (na rozmaitosci k-wymiarowej N C R™ orientowalnej i spdjnej):

1. Wskazanie wyrdznionej bazy {v1,va, ..., v} przestrzeni Tpy N, gdzie po € N to dowolnie wybrany
punkt.
otw.
2. Zatéimy, ze ® : R¥ O U — R" jest parametryzacjg N. Wowczas standardowa orientacja
w dziedzinie (tzn. taka Ze baza standardowa {ei,es,...,ex} w R* jest dodatnio zorientowana)
zadaje orientacje w obrazie. Mianowicie, przyjmujemy, ze baza {D®[e1], DP[es],..., DP[ex]}

jest dodatnio zorientowana.

3. Jesli N jest brzegiem (k+ 1)-wymiarowej rozmaitoSci zorientowanej M C R™, wéwczas N dziedzi-
czy z M orientacje. Mianowicie, powiemy, ze baza {v1,va, ..., v, } przestrzeni Tp, N jest dodatnio
zorientowana, jesli baza {n,v1,v2,..., v}, powstata przez dopisanie wektora n — normalnego do
N 1 skierowanego na zewngtrz N jest dodatnio zorientowang bazq Tp, M. W skrocie

{n,orny} =oruy .

4. Jesli N jest jedno-wymiarowe (k = 1) orientacje mozemy utozsamiaé z kierunkiem obiegu krzywej
N.

5. Jesli N jest powierzchnig wR® (a wiec k = 2, n = 3), zadanie orientacji jest réwnowazine z wyrds-
nieniemn jednego z dwdch kierunkdéw prostopadlych do N, mianowicie jesli {vi,v2} jest dodatnio
zorientowang bazg Tp, N, takim wyrdznionym kierunkiem bedzie vi X v2. Mowimy czasem, ze 6w
wyrézniony kierunek wskazuje dodatniq strone N.

Uwaga 1. W typowych zadaniach orientacja jest zadana na jeden z powyzszych sposobow. Zmienia-
jac opis podrozmaitosci (na przyklad przechodzac do nowych zmiennych), albo uzywajac twierdzenia
Stokesa, trzeba zadbaé aby wszystkie nasze wybory byly zgodne z orientacja dana pierwotnie w zadaniu.

Zadanie 1. Niech {v1,vs,...,v,} bedzie baza przestrzeni wektorowej. Wykaz, ze dla
dowolnej permutacji o € %, bazy {vi,v2,...,vn} 1 {Vs1);Vs(2)s- -+ Vo(n)} Sa zgodnie
zorientowane wtedy i tylko wtedy gdy sgn(o) = 1.



Zadanie 2. Niech {v1,vs,...,v,} bedzie baza przestrzeni wektorowej. Rozwazmy ska-
lary a; € R\ {0}. Wykaz, ze bazy {vi,va,...,v,}1 {a1-v1,a2-v2,...,an vy} s3 zgodnie
zorientowane wtedy i tylko wtedy gdy a1 -as-...an, > 0.

Zadanie 3. Rozwazmy parabloide P = {(z,y,2) € R3 | z = 22 + y?} zorientowana
tak, ze wektor n = [2,0, —1] jest wektorem normalnym skierowanym na zewnatrz P w
punkcie (1,0,1). Czy zgodne z ta orientacja sa:

a) Orientacja P indukowana przez parametryzacje ® : (z,y) — (x,y, 2% + y?) ze stan-
dardowej orientacji R? > (z,y)?

b) Orientacja P indukowana przez parametyzacje W : (r,¢) ~ (rcos ¢, rsin¢,r?) ze
standardowej orientacji R? > (r, ¢)?

¢) Orientacja P zadana w punkcie (0,0,0) przez baze wektorow stycznych w; = [1, 1, 0]
i wy = [1,0,0]?

Zadanie 4. Rozwazmy powierzchnie obrotowa S = {(z,y,2) | 22 +y? = cos®(z),x €
[—5, 5]} zorientowang tak, ze dodatnia strona tej powierzchni jest widoczna z punktu
(0,0,0). Czy parametryzacja ® : (x,¢) + (z,coszsin ¢, cosz cos ¢) gdzie R? > (z, ¢)
ma orientacje standardows jest zgodna z ta wybrang orientacja?

Zadanie 5. Rozwazmy rozmaitogé¢ 3-wymiarows z brzegiem M = {(z,y,2) € R? | 1 <
2?2 4+ y? + 22 < 4} ze standardowy orientacja dziedziczona z R3. Brzeg OM = S%(0,1) U
S2(0,2) ma orientacje dziedziczong z orientacji M. Czy parametryzacja ® : (3, ¢)
(cos 3 cos ¢, cos Bsin ¢, sin ), gdzie (=7, §) x (0,27) > (B, ¢) ma orientacje standardows,
jest zgodna z tak przyjeta orientacja S1(0,1)?



Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Macierz przejscia miedzy tymi bazami to macierz permutacji o. Jej wyznacznik to sgn(o)

Zadanie 2. Macierz przejcia miedzy tymi bazami to diag(ai,as2,...,an) jej wyznacznik to a1 - a2 - ...an.
1 0
Zadanie 3. a) Nie; D®(z,y)= | 0 1 |, stad obrazem bazy standardowej e; = [1,0]7, ez = [0,1]7 w punkcie
2z 2y
(z,y) = (1,0) = ®~1(1,0,1) sa wektory v1 = [1,0,2] i v2 = [0,1,0]. Ich iloczyn wektorowy to [-2,0,1] = —n.
b) Nie. Postepujac analogicznie jak poprzednio, baza vi = [1,0,2], vo = [0,1,0] jest zorientowana zgodnie z

parametryzacja, a przeciwnie niz zadana orientacja P. c) Tak. Latwo zauwazy¢, ze wektory normalne zewnetrzne
do P maja wszystkie ujemna sktadows z. Z kolei = wy X w2 = [0, 0, —1] tez jest skierowany w dol.

Zadanie 4. Odp: nie. Wybierzmy dowolny punkt rozwazanej powierzchni, na przyktad (0,1,0) = (0, 3).

1 0 1 0

D®(0,%) = | —sinzsing coszcos¢ = |0 0 |. Stad obrazem bazy e; = [1,0]T, ex = [0,1]T
—sinxzcos¢ —coszsing 0,z 0 -1

jest baza v1 = [1,0,0] i v2 = [0,0,—1]. Wyznacza ona kierunek prostopadly do S rowny vi x va = [0,1,0],

a wiec orientacja zgodna z parametryzacja wskazuje od punktu (0,0,0), a nie do punktu (0,0,0) jak wyjsciowa
parametryzacja.

Zadanie 5. Odp: tak. Orientacja S2(0, 1) jest zadana przez wektor normalny do OM skierowany na zewnatrz M,

—sinfBcos¢p —cosfsin¢
a wiec jak tatwo zauwazy¢ do $rodka rozwazanej sfery. Macierz rozniczki ® to D®(S,¢) = | —sinfSsin¢  cos S cos ¢
cos 3 0
Obrazem bazy standardowej e; = [1,0]7, e2 = [0,1]7 jest zatem baza v = [—sin 3 cos ¢, — sin 3, sin ¢, cos /3],
va = [— cos Bsin ¢, cos B cos ¢, 0]. Wyznacza ona wektor normalny v1 Xxvs = [— cos? § cos ¢, — cos? B sin ¢, — cos §sin 3] =

(= cos B)®(9, B), wobec cos B > 0 wektor ten jest skierowany do grodka sfery S2(0, 1), tak jak w rozwazanej orien-

tacji.
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