
AM II.2 2019/20 (gr 3).
Zadania przygotowawcze do egzaminu
Aktualizacja: 16 czerwca 2020

1 Podstawy � wªasno±ci arytmetyczne, pullback, ró»niczka
zewn¦trzna

Zadanie 1. Zapisz nast¦puj¡ce 1-formy w bazie {dx,dy,dz}:

a) x d(sin(x2y)) + y d(cos(xy2)),

b) exp(−x− y + z) d(exp(x+ y + z)),

c) d(x cos y cos z)

Zadanie 2. Wyka», »e je±li η ∈ Ω2(R3) to η∧η = 0. Podaj przykªad 2-formy ν ∈ Ω2(R4)
takiej, »e ν ∧ ν 6= 0.

Zadanie 3. Rozstrzygnij, czy nast¦puj¡ce 1-formy s¡ zamkni¦te/dokªadne i ewentualnie
znajd¹ funkcje pierwotne.

a) ω = cos(x+ y)dx+ cos(x+ y)dy,

b) ω = 2xy
1+x4y2

dx+ x2

1+x4y2
dy,

c) ω = 2xy exp(x2y)dx+ x2 exp(x2y)dy,

d) ω = x3dx+ (y5 + x2)dy.

Zadanie 4. Oblicz pullback Φ∗ω dla:

a) ω = xy dx+ 2z dy − y dz i Φ(u, v) = (uv, u2, 3u+ v),

b) ω = 4xdx+ 9y dy i Φ(r, φ) = (3r cosφ, 2r sinφ),

c) ω = x dy − y dx i Φ(r, φ) = (3r cosφ, 2r sinφ).

Zadanie 5. Oblicz ró»niczk¦ zewn¦trzn¡ form

a)
∑n

i=1(−xi)i+1dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ . . . ∧ dxn.



b) det dF (x1, x2) dx1 ∧ dx2, gdzie F = (f1, f2) : R2 → R2 jest odwzorowaniem gªadkim.

c) f1(x1, x3) dx1 ∧ dx3 + f2(x1, x2) dx1 ∧ dx2 + f3 (x2, x3)dx2 ∧ dx3, gdzie f1, f2, f3 :
R2 → R to funkcje gªadkie.

d)
∑n

k=1(−1)k+1(f∂kg − g∂kf)dx1 ∧ . . . dxk−1 ∧ dxk+1 ∧ . . . ∧ dxn, gdzie f, g : Rn → R
s¡ funkcjami gªadkimi.

Zadanie 6. Czy forma

ω =
x2 − y2

(x2 + y2)2
dx+

2xy

(x2 + y2)2
dy

jest zamkni¦ta/dokªadna na R2 \ {0}?

Zadanie 7. Dla wektora a = (a1, a2, a3) ∈ R3 de�niujemy form¦ ωa := a1 dx1+a2 dx2+
a3 dx3. Wyka» »e ωa ∧ωb = 0 wtedy i tylko wtedy gdy wektory a i b s¡ liniowo zale»ne.

Zadanie 8. Dla wektora a = (a1, a2, a3) ∈ R3 de�niujemy form¦ ωa := a1 dx1+a2 dx2+
a3 dx3. Rozwa»my teraz dowoln¡ 1-form¦ α w R3 i niech

ωa ∧ α = c1 dx2 ∧ dx3 + c2 dx3 ∧ dx1 + c3 dx1 ∧ dx2 .

Wyka», »e wektor c = (c1, c2, c3) jest prostopadªy do a.

Zadanie 9. Dla pola wektorowego F = (f, g, h) : R3 → R3 de�niujemy 1-form¦ ωF :=
f dx1 +g dx2 +h dx3 oraz 2-form¦ ηF := f dx2∧dx3 +g dx3∧dx1 +h dx1∧dx2. Oblicz
ró»niczk¦ zewn¦trzn¡ form ωF i ηF oraz ωG i ηG dla pól wektorowych F (x, y, z) = [x, y, z]
oraz G(x, y, z) = [yz ,

z
x ,

y
x ].

(W klasycznym j¦zyku: Oblicz rotacj¦ i dywergencj¦ pól F (x, y, z) = [x, y, z] orazG(x, y, z) =
[yz ,

z
x ,

y
x ]. )

Zadanie 10. Rozwa»my form¦ ω = dx ∧ dy + dz ∧ dw ∈ Ω2(R2). Rostrzygnij, czy
istniej¡ 1-formy α, β ∈ Ω1(R4) takie, »e ω = α ∧ β?



Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Rozwi¡zanie: a)(cos(x2y)2x2y − sin(xy2)y3)dx+ (cos(x2y)x3 − sin(xy2)2xy2)dx;
b) e2z(dx+ dy + dz);
c) cos y cos z dx− x sin y cos z dy − x cos y sin z dz.
Zadanie 2. Rozwi¡zanie: �atwo zauwa»y¢, »e η∧ η byªoby 4-form¡ w R4, co jest niemo»liwe. Inny

sposób: iloczyn dowolnych dwóch po±ród 2-form bazowych {dx ∧ dy,dy ∧ dx,dx ∧ dz} daje zero.

Przykªad w R4 3 (x, y, z, t) to η = dx ∧ dy + dz ∧ dt. Wówczas

η ∧ η = 2dx ∧ dy ∧ dz ∧ dt .

Zadanie 3. Rozwi¡zanie: a), b), c) formy s¡ i zamkni¦te i dokªadne. Funkcje pierwotne to,

odpowiednio: sin(x + y), arctg(x2y) i exp(x2y). d) dω = 2x dx ∧ dy 6= 0 � forma nie jest zamkni¦ta,
wi¦c te» nie jest dokªadna.
Zadanie 4. Rozwi¡zanie: a) (u3v2 + 9u2 + 4uv)du+ (u4v − u2)dv, b) 36r dr, c) 6r2 dφ.

Zadanie 5. Rozwi¡zanie: a)
[∑n

i=1(i+ 1)(xi)
i
]

dx1 ∧ . . . ∧ dxn, b) 0 � rozwa»ana forma to

df1 ∧ df2, c) 0, d)
[
f(
∑
k ∂

2
kg)− g(

∑
k ∂

2
kf)
]

dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Zadanie 6. Rozwi¡zanie: Forma jest i dokªadna i zamkni¦ta: ω = d
(
−x

x2+y2

)
.

Zadanie 7. Rozwi¡zanie: Sposób 1. Mo»na sprawdzi¢ bezpo±rednim rachunkiem, »e

ωa ∧ ωb = (a2 b3 − a3 b2)dx1 ∧ dx2 + (a3 b1 − a1 b3)dx3 ∧ dx1 + (a1 b2 − b1 a2)dx1 ∧ dx2 ,

sk¡d ωa ∧ ωb = 0 wtedy i tylko wtedy gdy równe s¡ proporcje a1
b1

= a2
b2

= a3
b3
.

Sposób bardziej geometryczny. Wprowad¹my oznaczenia: ωa(v) = 〈a,v〉 oraz ηa(v,w) = 〈a,v × w〉.
Zatem ωa = a1 dx1 +a2 dx2 +a3 dx3 oraz ηa = a1 dx2∧dx3 +a2 dx3∧dx1 +a3 dx1∧dx2. Zauwa»my, »e
wówczas ωa ∧ ωb = ηa×b. Oczywi±cie a× b = 0 wtedy i tylko wtedy gdy wektory a i b s¡ wspóªliniowe.
Zadanie 8. Rozwi¡zanie: Sposób 1. Mo»na sprawdzi¢ bezpo±rednim rachunkiem, przyjmuj¡c na

przykªad α = b1 dx1 + b2 dx2 + b3 dx3 wówczas

ω ∧ α = (a2 b3 − a3 b2)dx1 ∧ dx2 + (a3 b1 − a1 b3)dx3 ∧ dx1 + (a1 b2 − b1 a2)dx1 ∧ dx2 ,

sk¡d
〈a, c〉 = a1(a2 b3 − a3 b2) + a2(a3 b1 − a1 b3) + a3(a1 b2 − b1 a2) = . . . = 0 .

Sposób bardziej geometryczny. Wprowad¹my oznaczenia: ωa(v) = 〈a,v〉 oraz ηa(v,w) = 〈a,v × w〉.
Zatem ωa = a1 dx1 + a2 dx2 + a3 dx3 oraz ηa = a1 dx2 ∧dx3 + a2 dx3 ∧dx1 + a3 dx1 ∧dx2. Zauwa»my,
»e wówczas ωa ∧ ωb = ηa×b. A poniewa» ka»da jedno-forma α w R3 jest postaci α = ωb dla pewnego
pola wektorowego b, mamy c = a× b ⊥ a.
Zadanie 9. Rozwi¡zanie: Uzupeªni¢ opis formowy...

rotF = [0, 0, 0], divF = 3, rotG = [0, y( 1
x2
− 1

z2
),−z( 1

z2
+ 1

x2
)]; divG = 0.

Zadanie 10. Rozwi¡zanie: Nie. Je±li ω = α ∧ β to ω ∧ ω = α ∧ α ∧ β ∧ β = 0 (uwaga: to»samo±¢

α ∧ α = 0 zachodzi dla wszystkich form nieparzystego stopnia, ale niekoniecznie dla form parzystego

stopnia). Tymczasem ω ∧ ω = 2dx ∧ dy ∧ dz ∧ dw 6= 0.



2 Caªkowanie form na rozmaito±ciach, twierdzenie Stokes'a

Zadanie 1. Rozwa»my funkcje gªadkie jednej zmiennej f, g, h : R → R i 1-form¦
ω = f(x)dx+ g(y)dy + h(z)dz ∈ Ω1(R3). Wyka», »e ω ma wªasno±ci niezale»no±ci caªki
od drogi.

Zadanie 2. Oblicz caªk¦ ∫
C

(x2 − y)dx+ xydy ,

gdzie C jest ªukiem paraboli y2 = 8x zorientowanym od punktu (0, 0) do punktu (2, 4).

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ ∫
D

(x2 + y)dx+ (x− y)dy ,

gdzie D to ªuk paraboli y2 = x zorientowany od (1, 1) do (1,−1).

Zadanie 4. Oblicz caªk¦ z formy ω = −y
x2+y2

dx+ x
x2+y2

dy po konturze b¦d¡cym brzegiem
kwadratu:

a) o ±rodku (3, 3) i boku dªugo±ci 1

b) o ±rodku (1, 1) i boku dªugo±ci 3.

Zadanie 5. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzyw¡{
x = a cos3(t)

y = a sin3(t) ,

gdzie t ∈ [0, 2π].

Zadanie 6. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzyw¡ {(x, y) ∈ R2 | x > 0 >
y, x4 − xy2 − y3 = 0}. Wskazówka: rozwa» punkty krzywej le»¡ce na prostej y = −tx.

Zadanie 7. Oblicz caªk¦ z formy x3dy ∧ dz po poªówce torusa sparametryzowanej
nast¦puj¡co 

x = (4 + cosα) cos θ

y = (4 + cosα) sin θ

z = sinα ,

gdzie α ∈ [0, 2π] i θ ∈ [0, π]. Przyjmujemy orientacj¦ torusa jako brzegu peªnego torusa.



Zadanie 8. Oblicz caªk¦ z 2-formy

ω = (y2 − x2)dy ∧ dz + (z − x)dz ∧ dx+ (2xz − y)dx ∧ dy

po powierzchni M powstaªej w wyniku obrotu cykloiody opisanej parametrycznie x(t) =
t − sin t, y(t) = 0, z(t) = 1 − cos t, gdzie t ∈ [0, π] wokóª prostej x = π, y = 0. Wektor
normalny zewn¦trzny do M w punkcie (π, 0, 2) to [0, 0, 1].

Zadanie 9. Obliczy¢ caªk¦ z (k − 1)-formy

ω =
k∑
j=1

(−1)jxjdx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxk

po sferze jednostkowej Sk−1(0, 1) ⊂ Rk, z naturaln¡ orientacj¡ sfery jako brzegu kuli
jednostkowej Bk(0, 1) ⊂ Rk.

Zadanie 10. Dla pola wektorowego F (x, y, z) = (x2 + y2 + z2, 0, 0) oraz obszaru
Ω = [0, 1]3, policz niezale»nie od siebie caªki

∫
∂Ω(x2 +y2 +z2)dy∧dz oraz

∫
∂Ω〈F ,n〉dσ

2,
gdzie n to wektor normalny zewn¦trzny.

Zadanie 11. Rozmaito±¢ M = {(x, y, z) | (x − z)2 + 4y2 + (1 − z)2 = 4} jest zorien-
towana tak, »e strona ujemna jest widoczna z punktu (0, 0, 0). Oblicz caªk¦ z formy
η = x dy ∧dz+ (y− 1)dz ∧dx+ (z+ 1)dx∧dy po rozmaito±ci M . (W wersji klasycznej:
blicz strumie« pola wektorowego F (x, y, z) = [x, y − 1, z + 1] przez M .)

Zadanie 12. Rozstrzygnij, czy 2-forma

ω =
(xdy − ydx) ∧ (udx− wdu)

(x2 + y2)(u2 + w2)

jest zamkni¦ta? Czy jest dokªadna?



Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Rozwi¡zanie: Sposób 1. Rozwa»my dowoln¡ drog¦ w R3 sparametryzowan¡ nast¦puj¡co

[a, b] 3 t 7−→ (x(t), y(t), z(t)) ∈ R3 .

Wówczas∫
γ

ω =

∫
[a,b]

[f(x(t))ẋ(t) + g(y(t))ẏ(t) + h(z(t))ż(t)] dt = F (x(t)) +G(y(t)) +H(z(t))
∣∣∣a
b
,

gdzie F , G, H oznaczaj¡, odpowiednio, caªki nieoznaczone z funkcji f , g i h.
Sposób 2. Forma ω jest zamkni¦ta (dω = 0). Rozwa»my teraz dowolne dwie drogi γ1 i γ2 ª¡cz¡ce dwa

ustalone punkty p, q ∈ R3. Rozwa»my hiperpowierzchni¦ S rozpi¦t¡ mi¦dzy tymi krzywymi, a wi¦c
∂S = γ1 ∪ γ2 (górna kreska oznacza zmienion¡ orientacj¦ � patrz rysunek � doda¢). Z twierdzenia Stokesa
mamy

0 =

∫
S

0 =

∫
S

dω =

∫
∂S

ω =

∫
γ1∪γ2

ω =

∫
γ1

ω +

∫
γ2

ω =

∫
γ1

ω −
∫
γ2

ω ,

a wi¦c
∫
γ1
ω =

∫
γ2
ω.

Zadanie 2. Rozwi¡zanie: Odp. 16
3
.

Zadanie 3. Rozwi¡zanie: Odp. −2, wskazówka: ω = d(xy + x3

3
− y2

2
).

Zadanie 4. Rozwi¡zanie: Odp. a) 0, b) 2π. Najpro±ciej zauwa»y¢ »e we wspóªrz¦dnych bieguno-

wych (r, φ) forma przyjmuje posta¢ dφ.

Zadanie 5. Rozwi¡zanie: Odp. 3
8
π. Wsk. cos4(t) sin2(t) = 1

8
sin2(2t)(1 + cos(2t))

Zadanie 6. Rozwi¡zanie: Odp. 1
210

.

Zadanie 7. Rozwi¡zanie: Odp. 201
2
π2.

Zadanie 8. Rozwi¡zanie: Odp. 0. Z tw. Stokes'a, dω = 0, w zwi¡zku z czym wystarczy policzy¢

caªk¦ powierzchniow¡ z ω po dysku D = {(x, y, z) ∈ R3 | (x− π)2 + y2 = π2, z = 0}.
Zadanie 9. Rozwi¡zanie: Odp. k · λk(Bk(0, 1)). Korzystamy z tw. Stokes'a: dω = k · vol, gdzie

vol = dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxk to standardowa forma obj¦to±ci w Rk.
Zadanie 10. Rozwi¡zanie: Odp. 1.

Zadanie 11. Rozwi¡zanie: Rozwa»any zbiór to elipsoida. Z tw. Stokes'a wystarczy policzy¢ 3

krotn¡ obj¦to±¢ jej wn¦trza, co ªatwo zrobi¢ zmieniaj¡c liniowo zmienne na t = x− z, s = 2y, u = 1− z.
Zadanie 12. Rozwi¡zanie: Forma jest postaci ω = α ∧ β, gdzie dα = 0 = dβ. Wo-

bec d(α ∧ β) = dα ∧ β ± α ∧ dβ zachodzi dω = 0. Forma nie jest zamkni¦ta: Rozwa»my rozma-

ito±¢ T = S1 × S2 ⊂ R4. Wobec ∂T = ∅ gdyby zachodziªo ω = dη mieliby±my z Tw. Stokesa∫
T
ω =

∫
T

dη =
∫
∂T
η = 0. Tymczasem

∫
T
ω =

∫
S1×S1 α ∧ β =

∫
S1 α ·

∫
S1 β = ±(2π)2.



3 Orientacja

Na pocz¡tek troch¦ teorii

De�nicja. Rozwa»my przestrze« wektorow¡ V . Na zbiorze baz tej przestrzeni wprowad¹my relacj¦
równowa»no±ci:

{v1, v2, . . . , vn} ∼ {w1, w2, . . . , wn}
wtedy i tylko wtedy gdy macierz przej±cia mi¦dzy tymi bazami ma dodatni wyznacznik.
Orientacj¡ V nazywamy wybór jednej z dwóch klas równowa»no±ci powy»szej relacji

De�nicja. Orientacj¡ rozmaito±ci N ⊂ Rn nazywamy lokalnie zgodny wybór orientacji ka»dej jej prze-
strzeni stycznej TpN , gdzie p ∈ N .
Nie ka»da rozmaito±¢ daje si¦ zorientowa¢ (np. wst¦ga Möbiusa). Je±li si¦ da to mówimy o rozmaito±ci
orientowalnej. Rozmaito±¢ z konkretnie wybran¡ orientacj¡ nazywamy rozmaito±ci¡ zorientowan¡.

Podstawowe fakty:

1. Rozmaito±¢ N ⊂ Rn klasy C1 b¦d¡c¡ brzegiem rozmaito±ci n-wymiarowej M ⊂ Rn jest oriento-
walna.

2. Je±li N ⊂ Rn jest orientowalna, to podrozmaito±¢ N ′ ⊂ N tego samego wymiaru co N równie»
jest orientowalna.

3. Rozmaito±¢ orientowalna i spójna ma dokªadnie dwie orientacje, wyznaczone przez orientacj¦
jednej konkretnej przestrzeni stycznej.

Sposoby de�niowania orientacji (na rozmaito±ci k-wymiarowej N ⊂ Rn orientowalnej i spójnej):

1. Wskazanie wyró»nionej bazy {v1,v2, . . . ,vk} przestrzeni Tp0 N , gdzie p0 ∈ N to dowolnie wybrany
punkt.

2. Zaªó»my, »e Φ : Rk
otw.

⊃ U → Rn jest parametryzacj¡ N . Wówczas standardowa orientacja
w dziedzinie (tzn. taka »e baza standardowa {e1, e2, . . . , ek} w Rk jest dodatnio zorientowana)
zadaje orientacj¦ w obrazie. Mianowicie, przyjmujemy, »e baza {DΦ[e1], DΦ[e2], . . . , DΦ[ek]}
jest dodatnio zorientowana.

3. Je±li N jest brzegiem (k+1)-wymiarowej rozmaito±ci zorientowanej M ⊂ Rn, wówczas N dziedzi-
czy zM orientacj¦. Mianowicie, powiemy, »e baza {v1,v2, . . . ,vk} przestrzeni Tp0 N jest dodatnio
zorientowana, je±li baza {n,v1,v2, . . . ,vk}, powstaªa przez dopisanie wektora n � normalnego do
N i skierowanego na zewn¡trz N jest dodatnio zorientowan¡ baz¡ Tp0 M . W skrócie

{n,orN} = orM .

4. Je±li N jest jedno-wymiarowe (k = 1) orientacj¦ mo»emy uto»samia¢ z kierunkiem obiegu krzywej
N .

5. Je±li N jest powierzchni¡ w R3 (a wi¦c k = 2, n = 3), zadanie orientacji jest równowa»ne z wyró»-
nieniem jednego z dwóch kierunków prostopadªych do N , mianowicie je±li {v1,v2} jest dodatnio
zorientowan¡ baz¡ Tp0 N , takim wyró»nionym kierunkiem b¦dzie v1×v2. Mówimy czasem, »e ów
wyró»niony kierunek wskazuje dodatni¡ stron¦ N .

Uwaga 1. W typowych zadaniach orientacja jest zadana na jeden z powy»szych sposobów. Zmienia-
j¡c opis podrozmaito±ci (na przykªad przechodz¡c do nowych zmiennych), albo u»ywaj¡c twierdzenia
Stokesa, trzeba zadba¢ aby wszystkie nasze wybory byªy zgodne z orientacj¡ dan¡ pierwotnie w zadaniu.

Zadanie 1. Niech {v1, v2, . . . , vn} b¦dzie baz¡ przestrzeni wektorowej. Wyka», »e dla
dowolnej permutacji σ ∈ Σn bazy {v1, v2, . . . , vn} i {vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(n)} s¡ zgodnie
zorientowane wtedy i tylko wtedy gdy sgn(σ) = 1.



Zadanie 2. Niech {v1, v2, . . . , vn} b¦dzie baz¡ przestrzeni wektorowej. Rozwa»my ska-
lary ai ∈ R \ {0}. Wyka», »e bazy {v1, v2, . . . , vn} i {a1 · v1, a2 · v2, . . . , an · vn} s¡ zgodnie
zorientowane wtedy i tylko wtedy gdy a1 · a2 · . . . an > 0.

Zadanie 3. Rozwa»my parabloid¦ P = {(x, y, z) ∈ R3 | z = x2 + y2} zorientowan¡
tak, »e wektor n = [2, 0,−1] jest wektorem normalnym skierowanym na zewn¡trz P w
punkcie (1, 0, 1). Czy zgodne z t¡ orientacj¡ s¡:

a) Orientacja P indukowana przez parametryzacj¦ Φ : (x, y) 7→ (x, y, x2 + y2) ze stan-
dardowej orientacji R2 3 (x, y)?

b) Orientacja P indukowana przez parametyzacj¦ Ψ : (r, φ) 7→ (r cosφ, r sinφ, r2) ze
standardowej orientacji R2 3 (r, φ)?

c) Orientacja P zadana w punkcie (0, 0, 0) przez baz¦ wektorów stycznych w1 = [1, 1, 0]
i w2 = [1, 0, 0]?

Zadanie 4. Rozwa»my powierzchni¦ obrotow¡ S = {(x, y, z) | z2 + y2 = cos2(x), x ∈
[−π

2 ,
π
2 ]} zorientowan¡ tak, »e dodatnia strona tej powierzchni jest widoczna z punktu

(0, 0, 0). Czy parametryzacja Φ : (x, φ) 7→ (x, cosx sinφ, cosx cosφ) gdzie R2 3 (x, φ)
ma orientacj¦ standardow¡ jest zgodna z t¡ wybran¡ orientacj¡?

Zadanie 5. Rozwa»my rozmaito±¢ 3-wymiarow¡ z brzegiem M = {(x, y, z) ∈ R2 | 1 ≤
x2 + y2 + z2 ≤ 4} ze standardow¡ orientacj¡ dziedziczon¡ z R3. Brzeg ∂M = S2(0, 1) ∪
S2(0, 2) ma orientacj¦ dziedziczon¡ z orientacji M . Czy parametryzacja Φ : (β, φ) 7→
(cosβ cosφ, cosβ sinφ, sinβ), gdzie (−π

2 ,
π
2 )×(0, 2π) 3 (β, φ) ma orientacj¦ standardow¡,

jest zgodna z tak przyj¦t¡ orientacj¡ S1(0, 1)?



Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Macierz przej±cia miedzy tymi bazami to macierz permutacji σ. Jej wyznacznik to sgn(σ)

Zadanie 2. Macierz przej±cia mi¦dzy tymi bazami to diag(a1, a2, . . . , an) jej wyznacznik to a1 · a2 · . . . an.

Zadanie 3. a) Nie; DΦ(x, y) =

 1 0
0 1

2x 2y

, st¡d obrazem bazy standardowej e1 = [1, 0]T , e2 = [0, 1]T w punkcie

(x, y) = (1, 0) = Φ−1(1, 0, 1) s¡ wektory v1 = [1, 0, 2] i v2 = [0, 1, 0]. Ich iloczyn wektorowy to [−2, 0, 1] = −n.
b) Nie. Post¦puj¡c analogicznie jak poprzednio, baza v1 = [1, 0, 2], v2 = [0, 1, 0] jest zorientowana zgodnie z
parametryzacj¡, a przeciwnie ni» zadana orientacja P . c) Tak. �atwo zauwa»y¢, »e wektory normalne zewn¦trzne
do P maj¡ wszystkie ujemn¡ skªadow¡ z. Z kolei = w1 ×w2 = [0, 0,−1] te» jest skierowany w dóª.

Zadanie 4. Odp: nie. Wybierzmy dowolny punkt rozwa»anej powierzchni, na przykªad (0, 1, 0) = Φ(0, π
2

).

DΦ(0, π
2

) =

 1 0
− sinx sinφ cosx cosφ
− sinx cosφ − cosx sinφ

∣∣∣∣∣
(0,π

2
)

=

1 0
0 0
0 −1

. St¡d obrazem bazy e1 = [1, 0]T , e2 = [0, 1]T

jest baza v1 = [1, 0, 0] i v2 = [0, 0,−1]. Wyznacza ona kierunek prostopadªy do S równy v1 × v2 = [0, 1, 0],
a wi¦c orientacja zgodna z parametryzacj¡ wskazuje od punktu (0, 0, 0), a nie do punktu (0, 0, 0) jak wyj±ciowa
parametryzacja.

Zadanie 5. Odp: tak. Orientacja S2(0, 1) jest zadana przez wektor normalny do ∂M skierowany na zewn¡trzM ,

a wi¦c jak ªatwo zauwa»y¢ do ±rodka rozwa»anej sfery. Macierz ró»niczki Φ toDΦ(β, φ) =

− sinβ cosφ − cosβ sinφ
− sinβ sinφ cosβ cosφ

cosβ 0

.

Obrazem bazy standardowej e1 = [1, 0]T , e2 = [0, 1]T jest zatem baza v1 = [− sinβ cosφ,− sinβ, sinφ, cosβ],

v2 = [− cosβ sinφ, cosβ cosφ, 0]. Wyznacza ona wektor normalny v1×v2 = [− cos2 β cosφ,− cos2 β sinφ,− cosβ sinβ] =

(− cosβ)Φ(φ, β), wobec cosβ > 0 wektor ten jest skierowany do ±rodka sfery S2(0, 1), tak jak w rozwa»anej orien-

tacji.
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